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RECHERCHES 


StA 

LA LIBRATION DE LA LUNE, 


DANH LR80UF,LLF.S ON TACHS DK KÉSOCDAX 


LA QUESTION PROPOSÉE PAH I/AC A Î>É IVI I F. ROYALE DES SCIENCES 
POUR LE PRIX DE L’ANNÉE n(i4 C*)- 


(Prix de TAcadémie Royale des Scien(X‘S de Paris, tome IX , 1764.) 


I. 

(lel écrit a pour objet (rexaininer tes différenls mouvenieiils, appa- 
rents ou réels, que la Lune peut avoir autour (b* son centre. Je suppose 
(l’abord que cette Planète a une ligure quelconque; et je ch(‘rcb(* le 
mouvement qu’elle doit reccnoir de l’action de la Terre et du Sobdl. 
Quoiqu’un très-grand Géomètre ait déjà donné des méthodes el des fbi- 

(*) Dans ce premier travail sur la Uhratton de la Lune, Laj^ranp'e donne une explif'alion 
satisfaisanUî du pWnomène de entre les mouvimumts moyens de franslalion v\ di* 

rotation de la Lune ; mais il n’(St pas aussi heureux à réj^ard du |)h('momène de r(*î^alité enfn* 
le mouvement des meuds de ré(|uat^ur lunaire et (Mdui des nœuds (U* l’orbite de la Lune sur 
lécliptique. 

Il fallait de nouveaux efforts pour obtenir une solution complète du Problème du mouvement 
de Taxe lunaire. L illustn? Auteur y a (.onsacTé assurément de longues m(^Hlitalion>, car ce n'est 
que seize anmVs plus tard qu’il prés^mta à l’Académie de Berlin sa célèbre Thénrie de la 
Ubrntinn de la Lune. [OEurres de ÎM^van^e, t. V, p. 1.) ( Nnte de V Editeur,] 
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mules générales, qui peuvent aisément s’appliquer à la recherche dont 
il s’agit ici, néanmoins il in’a paru plus commode de reprendre la ques- 
Cion (*n entier, et de la résoudre par une méthode que je crois nouvelle 
à plusieurs égards et qui est d’un usage simple et général pour tous les 
Problèmes de Dynamique. Celte méthode me conduit naturellement à 
trois é(|uations générales, qui reviennent au même, pour le fond, que 
celles (|u’on trouve dans les Mémoires de l’Académie de 1754, pages 424 
cl /[■?/}; et, pour en faciliter la comparaison à ceux qui voudront 
prendre la peine de la faire, j’expose en peu de mots les principales dif- 
férences (|u’il y a- entre elles par rapport à la diversité des dénomina- 
lions. D’après ces é((uations, j’examine quels changements l’action de la 
Terre et du Soleil doit produire dans la rotation de la Lune et dans la 
position de son axe. Après avoir prouvé (jue l’action du Soleil est pres- 
(|ue insensible par rapport à celle de la Terre, je trouve qu’en supposant, 
avec M. Newton, que la Lune est un sphéroïde allongé vers la Terre, 
c(*tle Planète doit faire autour de son axe une espèce de balancement ou 
d(‘ libfalion, par le(juel sa vitesse de rotation est tantôt accélérée, tantôt 
retardée; et j’explique alors avec, facilité pourquoi la Lune doit nous 
montrer toujours à peu près la même face, quoiqu’elle n’ait point reçu 
d’abord, comme il est très-naturel de l’imaginer, une rotation exacle- 
nnml égale à son mouvement moyen autour de la Terre. Je fais voir en- 
suite que l’axe de celte Planète doit être sujet à un mouvement .semblable 
à celui de la Terre, comme M. d’Alembert l’a déjà démontré dans la sup- 
position que la Lune soit un sphéroïde homogène et elliptique dans tous 
les sens; mais je dilfère essentiellement de lui sur la quantité de la pré- 
cession et de la nutation qui doit avoir lieu dans cette hypothèse; je 
donne la raison de la dilférence qui se trouve entre nos résultats, en fai- 
sant voir que les formules qui sont vraies pour la Terre ne s’appliquent 
pas indistinctement à la Lune, comme le suppose cet Auteur. Je fais voir 
de plus que la figure de la Lune pourrait au.ssi être telle que la préces- 
sion de ses points équinoxiaux fût exactement, ou à très-peu près, égale 
au mouvement des nœuds de la Lune, comme l’a trouvé M. Cassini; et 
dans ce cas je démontre qu’il ne doit plus y avoir de nutation sensible 
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dans Taxe de cette Planète. Au reste, c’est aux Astronomes seuls à nous 
instruire pleinement là-dessus; mais, pour les mettre plus à portée de 
connaître ces différents mouvements, je propose des méthodes (|ue je 
crois assez simples pour déterminer, par le moyen des observations des 
taches de la Lune, la position de son axe de rotation et la quantité de sa 
libration tant apparente que réelle. 

Tels sont, en abrégé, les points principaux de la Dissertation sui- 
vante. L’Académie Royale des Sciences ayant proposé pour le sujet du 
Prix de l’année prochaine : « Si l’on peut expliquer par (|uel<|ue raison 
» physique pourquoi la Lune nous présente toujours à peu près la même 
» face; et comment on peut déterminer par les observations et |»ar la 
• théorie si l’axe de cette Planète est sujet à quelque mouvement propre, 
» semblable à celui (|u’on connaît dans l’axe de la Terre, et (|ui produit 
» la précession des équinoxes et la nutation »; j’ose lui présenter le 
fruit de mon travail sur cette importante matière. S’il ne répond pas en- 
tièrement aux vues de cette savante (Compagnie, au moins servira-t-il à 
jeter de nouvelles lumières sur un des principaux phénomènes eéU'sles. 

II. 

Omme il n’est question ici que du mouvement que la I.une doit avoir 
autour de son centre de gravité, en vertu <le l’action du Soleil et de la 
Terre, il est évident qu’on peut regarder le eentre de la Lune comme 
immobile par rapport à la Terre et au Soleil, en transportant à ces «leux 
Planètes en sens contraire le mouvement que la Lune a réellement autour 
d’elles, c’est-à-dire en imaginant que la Terre et le Soleil se meuvent au- 
tour dif centre de la Lune, supposé fixe, comme les verrait un observa- 
teur placé dans ce centre. 

Cela posé, j’imagine par le centre de la Lune un plan parallèle à 
l’écliptique, auquel je rapporte la position des centres de la Terre et d«» 
Soleil, comme aussi celle de tous les points de la masse de la Lun«>. Pour 
(;ela, ayant mené du centre de cette Planète dans le plan dmil je parle 
une ligne fixe et dirigée vers le premier point à* Aries, laquelle sert 
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d’axe commun à toutes les abscisses : soient â; i’abscisse et ^ l’ordonnée 
rectangle qui répondent à la projection du centre de la Terre sur ce 
plan, et soit z l’autre coordonnée rectangle qui exprime la distance du 
centre de la Terre au point qui en est la projection; soient aussi x'yy', z' 
les coordonnées semblables pour la position du centre du Soleil ; enfin 
soient X l’abscisse, et Y, Z les deux ordonnées correspondantes à un 
point quelconque d de la masse de la Lune. 

Il est visible : 

t" Que la distance de ce point au centre de la Terre sera exprimée par 
\fx — X)’ 4- — Y )’-+-( z — Z)’, 


quantité que j’appelle R, pour abréger; 

a" Que la distance du même point au centre du Soleil sera exprimée 
de même par la quantité 


{[X’- X )* 4- {y'- Y )» -4 (a' - Z i». 


qiKf j’appelle R'. 

DoTic, si l’on nomme T la masse de la Terre et S celle du Soleil, chaque 
point « de la Lune sera tiré par deux forces, l’une dans la direction de 

la ligne R, égale à l’autre suivant la ligne R', égale » * 


De plus, si l’on prend l’élément du temps dt pour constant, on aura 


^/‘X 


rf’Y d>Z 
dv ’ do 


pour les forces accélératrices dont le point « est sollicité 


suivant la direction des espaces rfX, rfY, rfZ, qu’il parcourt dans l’in- 
stant dty et il faudra, par le principe général de la Dynamique, que ces 

forces prises en sens contraire et combinées avec les forces — tien- 
nent le système de tous les points a, c’est-à-dire la masse entière de la 
Lune, en équilibre autour de son centre de gravité supposé fixe. 


111 . 

C’est un principe généralement vrai en Statique que, si un système 
quelconque de tant de corps ou de points que l’on veut, tirés chacun 
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par des puissances quelconques, est en équilihre, et (ju’on donne à ce 
système un petit luouveiuent quelconque, en vertu duquel cluujue point 
parcoure un espace infiniment petit, la somme des puissaiici's, multi- 
pliées chacune par l’espace que h* point oii elle est appliquée parcourt 
suivant la direction de cette même puissance, s«*i*a toujours éj»alc a zéro. 

Dans la (|ucstion présente, si l’on iinapiine que les lif^nes X, Y, Z, R, R' 
<leviennenl, en variant iiitininicnt peu la position de la Lune autour de 
son centre, 

X-f-ôX, V + oY, Z + oZ, H-eÔH, 
il est facile de voir que les did'ércnccs 

oX, oY. ÔZ. oB, ôlt' 


cxpriineronl les espac<‘s parcourus en même temps par le point « dans 
des directions opposées à celles des |»uissanc<‘s 

(/^\ ^/’Y J» Z T S 

* (//• ’ ’ “iV’ 

(|ui sont censées ajijir sur ce jioint; on aura donc, pour les conditions de 
l’éijuilihre, l’équation générale 

O'lt')|r.o; 

savoir, en changeant hîs signes, 

( A I I X' (t ^ X dX -f- d’ Y rîY -f- </’Z dZ ' + ^ ^ ‘ 


Les quantités dX, fîY, 5Z, dR, »)R' ne sont autre chose que lesiliflércn- 
tielles des lignes X, Y, Z prises à l’ordinaire et aU’eclées de la caractéri.s- 
tique $ au lieu de la commune d, pour les distinguer des autres din'éren- 
tielles des mêmes lignes qui ont rapport au mouvement réel du corps. 

Quant au signe d’intégration i > il est mis pour marquer la somme 

de toutes les formules semhlahles qui répondent à tous les éléments a 
de la masse de la Lune. 


VL 
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IV. 

ScoiJK. — Le principe de Statique que je viens d'exposer n’est, dans 
le fond, qu’une },M'!néralisation de celui qu’on nomme communément le 
principe des vitesses virtuelles, et qui est reconnu depuis longtemps par 
les (jéomètres pour le principe fondamental de ré(|uilil>re. M. Jean Ber- 
noulli est le premier, que je sache, qui ait envisagé ce principe sous un 
point de vue général (!t applicable à toutes les questions de Statique, 
comme on le p(!Ut voir dans la Section IX de la nouvelle Mécanique de 
M. Varignon, où cet habile Géomètre, après avoir rapporté d’après 
M. Bernoulli le princip<! dont il s’agit, fait voir, par dilférentes appli- 
cations, qu’il conduit aux mêmes conclusions que celui de la composf- 
lion des forces. 

t’.’est aussi ce même principe qui sert de hase à celui que M. de Mau- 
pertuis a donné dans les Mémoires de l’Académie (h^ sous le nom 
de loi du repos, et qu(* M. Kuler a développé ensuite et rendu très-gé- 
néral dans hïs Mémoires de l’Académie de Berlin pour l’année lyfii . 

Enfin c’est de ce principe que dépend celui de la conservation des 
forces vives, comme M. d’Alcmhert l’a remar(|iic le premier à la lin de 
sa Dynamique; ce (|ui peut d’ailleurs .se démontrer généralement ainsi. 

Soit un système quelconque de tant d(! corps qu’on voudra m, m', 

m" qui pèsent, ou qui soient attirés vers des centres par des forces 

(pielconques; soient P, Q, R,... les forces qui agissent .sur le corps m, 
et p, q, r, ... les distances respectives de ce corps aux centres de ces 
forces; soient aussi P, Q', R',..., P", Q", R",... les forces «les corps 
m', m",..., et p , q', p", q", r",.,. leurs distances aux centres des 

forces: si l’on imagine que tous ces corps .se meuvent, durant un instant 
(juelconqne dt, par les espaces ds, ds', ds",... avec les vitesses c, e', e",..., 
il famira, par le principe général de la Dynamique, que le système des 
corps m, m , m ',..., animés chacun des forces 
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dans la direction même des espaces ds. ds, ds" soit en é(|uilibre ave( 

les forces 

mP, mi}, /n'P', m'Q', m'R',..., /«"P", in"i}", /«" R", • 

Or, si l’on considère le système pendant que les corps changent inlini- 
« 

ment peu de position en parcourant les espaces ds, ds', ds",..., il est 
clair que 

d[t, dif, dr,..., dp', dq', dr',..., dp", dq', dr, ....... 

cx|>rimeront les espaces parcourus par chacun des corps, dans des direc- 
tions contraires à c«'lles des forces P, Q, R,..., P', Q', R' ; on aura 

donc, par le principt* de réquilihia* dont nous parlons, 

ds «I P -- <lp) -t- /«Ov — dq) -¥ /«Ri — <h') 4 ... j 

— ,/g' (II' V ‘ - dp' \ m' i}' ’ dq' +- //i' R' dr' -4- . . . I 

di ) O. 

- - ds” -V- m” V” — dp -h m” {)”{ - dq" ) 4- m" K" - dr” ) 4- . . . 


au 11(41 de dt, se.s valiMirs — » » 

t’ i' r 


aura 


(‘I iuléf^ranl, en 


///t'* 4- fn' 4- tn ' t'"- 4 - ... - m V ^ 4- tn' V"* 4- fn" \"‘ f . 

- 9. m ( i P dp 4- Q dq 4- K dr 4- , . . • 

« ' 

- .. m' j I P' dp' -h ü'dq' 4 Wdr' ■+...) 

- ■} m" 1 1 l*"dp"-hi}"dq"-^- \{"dr -h ..., 


V, V , V",... étant les valeurs primitives de c, e , c' ,...; et celte équation 
renferme, comme on le voit, la conservation des forces vives prise dans 
toute .son étendue. 
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Au reste le principe de Statique que je viens d’exposer, étant combiné 
avec le principe de Dynamique donné par M. d’Alembert, constitue une 
espèce de formule générale qui renferme la solution de tous les Pro- 
blèmes qui regardent le mouvement des corps. Car on aura toujours une 
équation semblable à l’équation (A) (Article précédent), et toi\te la dif- 
ficulté ne consistera plus qu’à trouver l’expression analytique des forces 
qu’on suppose! agir sur les corps et des lignes suivant lesquelles ces 
forces agissent, en n’employant dans ces expressions que le plus petit 
nombre possible de variables indéterminées, de manière que leurs diffé- 
r(!ntielles désignées par le $ soient entièrement indépendantes les unes 
des autres; après quoi, faisant séparément égaux à zéro les termes qui 
se trouveront multipliés par chacune des dilférentielles «lont j(! parle, 
on aura tout d’un coup autant d’érjuations particulières (ju’il en faudra 
pour la solution du Problème, comme on le verra dans les Articles (|ui 
suivent. 


Soient présentement : 

n rinclinaison du plan de l’équateur lunaire par rapport à celui de 
l’écliptique; 

= la longitude du nœud descendant de l’équateur lunaire, c’est-à-dire 
l’angle (jue l’intersection de cet équateur avec l’écliptique, ou avec 
le plan parallèle à l’écliptiquc et passant par le centre <le la Lune, 
fait avec l’axe des abscisses (Article II); 
la distance «l’un méridien lunaire pris à volonté sur la surface de la 
Lune, et qu’on appellera dorénavant le premier méridien, au nœud 
descendant <le l’équateur, celle distance étant comptée à l’ordinaire 
sur l’équateur et selon la suite des signes. 


Il est aisé de voir que ces trois variables suffiront pour déterminer, à 
chaque instant, la situation de la Lune par rapport à son centre, qui est 
censé immobile; aussi ce seront les seules qu’il faudra faire varier dans 
les dillérenliellcs des lignes X, Y, Z, R, R'. 
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Soient de plus : 

r le rayon ou la distance d’un point ([uelconque a au centre de gravité 
de la Lune; 

P l’angle que ce rayon fait avec le plan de l’équateur, ou la distance du 
point a à l’équateur comptée sur le méridien qui passe par ce point; 
Q l’angle que le méridien passant parle point a fait avec le premier mé- 
ridien, c’est-à-dire la distance entre ces deux méridiens comptée 
sur ré(|uateur en allant d’occident en orient. 

Il est visible que ces trois nouvelles indéterminées ne dépendent nul- 
lement de la position de la Lune sur son centre, mais seulement de la si- 
tuation particulière de chacun de ces points a par rapport à tous les 
autres. Ainsi ces quantités r, P, Q ne seront variables dans nos formules 

que relativement aux intégrations indi(|uées par le signe ^ dans l’écpia- 
tion (A). 

.Vu reste il est bon de remarquer d’avance (|ue, comme on suppose (jue 
le centre de rotation de la Lune soit dans son centre même de gravité, on 
aura, par la propriété connue de ce centre, les trois conditions suivantes 

iR' J* a/sinP:=o, ^ arcosPsinQ =;o, j a/cusPcosQ = <>. 


VI. 


Maintenant, pour avoir les valeurs des coordonnées X, Y, Z exprimées 
en r, P, Q, u, £, rr, je considère que l’angle P peut être regardé comme 
exprimant la déclinaison du point « vu du centre de la Lune, et rapporté 
à l’équateur lunaire; et que, dans cette supposition, l’angle Q-t- o, que 
je nommerai Q', pour abréger, sera l’ascension droite du même point 
comptée à l’ordinaire depuis le nœud de.seendant de l’équateur. Donc, 
en rapportant le point a au plan de l’écliptique lunaire (j’appelle ainsi le 
plan que nous avons imaginé parallèle à réclipti<|ue et passant par le 
centre de la Lunej, lequel est incliné à l’équateur de l’angle n, on trou- 
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ver;» facilement, par les formules de la Trigonométrie, sa latilude que 
j’appellerai p et sa longitude que je nommerai q'\ car on aura, comme il 
est aisé de le démontrer, 

sin// — sinP cos^r — cosPsinQ'sinTr, 

, sinP siriîr -I- cosPsinQ'cosr 

sino — ) 

’ Qosp 

, cos P cosQ' 

cos fl 

^ cosp 

Mais il est clair d’autre part que l’angle p n’est autre chose que l’angle 
fait parle rayon r avec le plan des X et Y ; et que^r'-t- î, que je nomme q, 
est l’angle (jue la projection de r sur ce plan fait avec l’axe des X ; on 
aura donc, comme il est facile de le concevoir môme sans figure, 

I Z rs'mp, 

Y = rcosp sinf/ rcoap coaq' sine + rcospsiuq'coss, 

X =: rcospeosq -- rcosp cosq'cose — rcosp siny'siiu» 

et, snhstituant pour sin^, pour sin^' etccsç»' leur valeurs ci-devanl, 

I X - - r cosP cos Q' cos e — r cosP sinQ'sine costt — r sinP sine sin t:, 

Y — r cos P oosQ'sine + r cosP sinQ'cosê cosn 4 - /■ sin P cos £ sin-, 

Z = r sinP cos 7: — /• cos P sin O' sin r, 

où l’on se resouviendra que Q — Q - 1 - r,,. 



On ditlérentiera d’ahord ces valeurs de X, Y, Z, en faisant varier seu- 
lement w, Ê, TT (Article V), et en mettant la caractéristique § au lien de 
la f/, pour avoir celles de 5X, ^Y, ÔZ; on différentiera ensuite les mêmes 
valeurs X, Y, Z deux fois à l’ordinaire, pour avoir les dilférentio-dilTéren- 
tiellesr/*X, </*Y, </*Z; après quoi on fera les produits </*X ÔX, Y ôY, 
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5Z; et, après avoir effacé ce qui sc détruit, et mis pour 
sinQ'cosQ', sin'Q', cos’Q' 


leurs valeurs 


(II) aura 


j siiiJ.Q', i — i cossQ', i 4- ; COS7.Q', 


+ (l-Y -i- dW 


I l■’cos’P[(/((/a)^-cos7r(/e)+■jsill•.>.0'^sin’;r(/£'- </;:') + cosî.Q'sinTTi/Tri/sJ 


— ( + f’sinPcosP[sinQ'! sinTrr/’£4- cosi: di: de) 

1 4- rosQ'(</’7: — sin7reosTr(/£’) I 


X ÔM 


j (•'('os’P[(/(cos7r(/6)4-rf£ — {sin’7;d£) — sin2Q'[sin’ïï(/&)(/£4-|(/(sinj:(/7T)| ' 
i •. 4- eos7.Q'[|d(sin’ïï(/£ > — sin7t(/fiw/îr]|l 

-f- ' + r^siiiP cosP[sinQ'| sinTtd’oi -I- ^/(sin 77 rr/£) j ' X ^£ 

I -h cosQ'[sinnd(,)’-hsin'27:dedrj) ■+ dirosnd7:)jj I 

1 4 r‘ sin*P| (/(sin’7r(/£) | 


+ 


r'eos’P[sin7r(/(>)(/£4- ■sin7rcos7r(/£’4- 5(/’7r4-sin7Q'((/wrf7r — \s\nnd‘i] 

— cosîQ'i siiiTT (/&)(/£ 4- isin7r(^osrrf£- + 1 d’n | j 

4- l 'sinP cosPI — sinQ'(7 c.osndM de + cos^Tt (/$’ -l- (/'•>’) iXdn. 

+ cosQ' ( (/’o) 4 cos n (/’ £ 1 ] i 

4 r’sin’PI (i’ïï — sinîroos7r(/£’] / 


Ou multipliera cette quantité par a, et l’on en prendra l’intégrale en 
taisant varier seulemiint r, P, Q (Article V); on aura ainsi la valeur di* 

J«(rf’xax 4 </’YaY 4 (/»zaz), 


(ju'il faudra substituer dans l’équation (Aj, Article 111. 
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Vill. 


REMARQirE. 
I(*ur (le 


Il y a plusieurs moyens d’abréger le calcul de la va- 
+ 8Y + d>ZèZ; 


eu voici un qui (juoi(jue indirect est néanmoins préférable par sa siinpli- 
et sa généralité. On commencera par cbercher la valeur de 


r/X’ 4- dY^ ■+■ </Z>; 


et pour ce j’observerai, dans la supposition présente, que la valeur de X 
devient celle de Y, en mettant simplement — cosî à la place de siiu, et 
siiu à la place de coss, c’est-à-dire en augmentant l’angle î de 90 degrés; 
ce (|ui aura par conséquent lieu aussi dans les valeurs de dX^ et de d\^\ 
d’où il s’ensuit que, dès que l’on aura la valeur de dX, on en pourra tirer 
tout de suite celle de dX^+dY"^, en négligeant simplement dans le carré 
de dX tous les termes qui renfermeraient sinecoss, el effaçant dans les 



carré de dZ, et l’on aura, après quel(|ues réductions, 


d\-' + dY^ -h dZ‘ 

--- r’ cos’I*[(/ft)’ -f- 9 . cosTi dwdt dt‘ — { sin’rr/e’ -+- [dr,' 

• 4 - ^cos?.Q'isin’r#/e’ — rfrrM — sin?.Q'sin7:f/7:f/c | 

+- ■}. r‘ sin P cos P [ sin Q'( sin t. dw dt 4- sin - cosn de ) 

-i- cosQ'(f/wf/7T 4 - cos-Kdtd::) ] 

4 - /■’ silPP I Sin^TT (/£’ -4 f/TT'*]. 


Je différentie à présent cette é((uation par 5 , c’(‘st-à-dire en affectant 
les différentielles de B au lieu de d; j’aurai, après avoir divisé par 


d\ 8 d\ 4 - dY à dY 4 - dZ ô dZ 

~ cos’ P[(/&j 8 d(x\ -4 coSTT o/e 8 1/03 -4 costt t/oi ô o/e — sin r t/o) t/e ôtt - 4 . . . ] 4 - . . . . 


Je ne mets pas cette différentielle en entier parce que je ne veux’que 
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donner une idée de la méthode que je propose. Maintenant je considère 
que d dX est la même chose que d $X, comme il est aisé de s’en convain- 
cre en considérant la nature du Calcul différentiel; il en est de même des 
autres différences affectées de $d: on peut donc mettre partout d$ au 
lieu de ^d, et l’on aura 

d\ f/âX -h d\ d$Y 4 - dZ dSZ 

— r’ ros’Pfrfw dèfi\ •+- cosn dt d d'tt ■+■ costrdo) d$€ — sinTrdox/e âîr. ..) + ••• • 


On prendra l’intégrale de cette équation, et, regardant les diirérences 
affectées de îi comme de simples variables, on fera disparaître leurs dif- 
férentielles par l’opération assez connue des intégrations par partie; ce 
qui donneia 


ff\ SX -h dYS\ H- dZSZ - J {æxsx + eP\SY -H (PZSZ) 

- COS^ P ( fhi OW 4“ COS TT //s fîw cmr riùi Si -h . . -h . . . 

— J j^/’ cos^ P [ rP O) Soi -d- d ( cos t: r/£ ) tîw -H COS tt doi )Ss -h sin t: do) dt Sr, 




Or il est aisé de comprendre que cette équation doit être identique et 
que par conséquent il faut que la partie algébrique du premier membre 
soit égale à la partie algébrique du second, et la partie intégrale à la par- 
tie intégrale; donc, n’ayant égard qu’à la partie intégrale de l’un et <le 

l’autre membre, et ôtant le signe on aura sur-le-champ 

æ\sx-\-<p\SY d‘zsz 

^ 4- d{ C0S7Tf/î) Soi -t- r/(co8rr/o)) 4- sillT: doidiSi: J 

On peut remarquer encore que cette valeur no diffisre de celle de 


dXodX-hd\ Sd\ 4 dZSd\, 


qu’en ce que la lettre d qui était après la $ dans les différentielles affec- 
tées de $</ se trouve maintenant devant les quantités mêmes qui multi- 
plient ces différentielles, et que les autres termes, qui ne renferment 
VI. 3 
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point de semblables différentielles, ont des signes contraires. Ainsi, ayant 
la valeur de 

dX’ dY’ + dZ*, 

on aura facilement celle de 

d>XdX-l- d>YÔY-f-d>Z3Z, 

dont on a besoin dans la solution de tous les Problèmes de Dynamique 
qu’on voudra traiter suivant notre méthode. 


IX. 

Jusqu’ici la position de l’axe de rotation, autour duquel nous suppo- 
sons (jue la Lune tourne en décrivant d’occident en orient l’angb! w, est 
absolument arbitraire, et nous pourrons prendre telle ligne qu’il nous 
plaira pourvu qu’elle passe par le centre de gravité; mais le calcul sera 
beaucoup simplifié si l’on suppose qu’abstraction faite des forces étran- 
gères, la rotation de la Lune doive être uniforme, et son axe une ligne 
fixe et invariable. Voyons donc les conditions qui résultent de ces suppo- 
sitions; pour cela il n’y a qu’à faire 

T r- O, S — O 

dans l’équation (A), ce qui la réduit à 

~ ^’a(d>XaX + d‘YaY-+-d>Z5Z)r^o; 
et il faudra que cette équation soit vraie en faisant 

d’ût = O, dï = o, d7r = o; 

or, dans ce cas, on aura (Article VU) 
d»XÔX-l-d'YdY + d>ZdZ 

= /•’ sinPcosPcpsQ'sinTrdcù’dc — r’sinPcosPstnQ'dw’iJTr; 
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donc l’équation à vérifier sera 

sinn^/6)’Ô£ f , . „ „ «/wMtt T , . „ n • r»- 

I ar‘sinP cosP cosQ' I ar’ sin P cosP sinQ = o, 

laquelle donne séparément les deux suivantes (Article IV, à la tin) 


1 !) 


(F) 


j ar'sinPcosPcosQ' — O, ^ ar’sInPoosPsinQ'— o. 


Telles sont les conditions nécessaires pour que la Lune puisse d’elle- 
même tourner uniformément autour d’un axe fixe ; par conséquent si l’on 
suppose, comme les observations de la libration paraissent le démontrer, 
que ces conditions aient lieu dan» la rotation de la Lune, il faudra négli- 
ger, dans la valeur (Article VII) de 

^/’X ax f/' Y av -e (/•/ dZ, 


tous les termes où se trouvent sinPcosPcosQ' et sinPcosPsinQ'; et 
pour avoir l’intégrale 

J a{ X ax - 4 - Y a Y 4- f/>z az ), 

il n’y aura plus qu’à mettre au lieu de Q' sa valeur Q -f- ce <|ui donne 

cosaQ'— cosaQ cos?.'«) — sinaQsinar.), 
sinaQ'-.. cosaQsinaoi -t- sinaQ cosaoi. 


En supposant, pour abréger, 

1 r«r^cos’P- H, ^ar’sin’P = K, 

(U) 

ar’COS’PCOSaQ r::; M, li 

on trouvera pour la valeur de 


!/“ 


ar’cos’PsinaQ ~ N, 



xax-t-f/'Yav-t-fAzaz) 


3 . 
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line expression de cette forme 

Ü<îû)4-E5« + nd7r, 

dans laquelle 


,, «/(</&) 4- cos TT rfs) „ sin*n ds^ — dn^ 

ü= H + 


(M sln2M -I- N COS2Û)) 


sim: dn de 

dF 


M cosaw — N sinaw), 


E 


(/(cosirrfw 4- Je) „ rf(sfn’7r</£) 

H + Sii (K - tH) 

sin’7r(/«e/£ 4- î</(sin7rd7r) „ , 

dF — ^ ** ^ COS 2 Co) 


Ÿt/(sin’ff c/ê) — sinTTt/wrfff 

__ 


M C0S2&) — N sln2w), 


II- 


8in7r</f.)</c ,, d^n 


dt^ 




sin 7 TCOS 7 r</e* 

dF 


(JH- K 


f/wrfff — -JsinTrrf’c . .. 

77; (M Sin2W 4- N COS20)) 

dt‘ 


siuTTf/wrfi 4- {-d’îr 4- ysinTt cosTTc/s’ . , 

— Î dF~~ (M cos 2 0) — N 810 2 0)). 


X. 

Sr.oME I. — On aurait tort de croire que les conditions 

slnP cosPcosQ'==: O, ^ ocr'sinP cosPsinQ'— o 

icnilissent notre solution moins générale; car je vais démontrer que, 
dans quelque corps que ce soit, on peut toujours trouver trois axes qui 
passent par le centre de gravité, par rapport à chacun desquels ces deux 
équations aient lieu en même temps. 

Pour cela, imaginons pour un moment que la position de la Lune, 
que je considérerai ici comme un corps quelconque, soit fixe par rap- 
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port au plan de son écliptique; et cherchons la pOvsition du plan de 
l’équateur de manière que l’on ait 


j* zr’sinPcosPcosQ'- - o, yar‘9lnPcosPsinQ^— o; 


on aura d’abord, en combinant les formules fC) de l’Article VI, 


sinP — sinTt cosp sinq' -+■ cosir sin/>, 
cosPsinQ'— cosTTCospsin^'— slnTtsin/;, 
cos P cos Q' ~ cos P cos q’ ; 

donc 


sinP cosP sinO' = sirirr cos7r(cos*/? sinV/'— sinV>) (cos^ir — sin*7r) cos/>> sin/> siny', 
sin P cosP cosO^ = sinrr cos’/? 8107 ' cos </' -h costt sin/^ cos/^ cos 7 ', 

et, en mettant pour q' sa valeur q — 6 afin que l’angle q' ait une origine 
fixe. 


sinP cos P sinO' 

- sinrr cos TT (cos’/? sin’ 7 cos’ s — icos’/? sin7 cos 7 sin« coss cos’/? cos’ 7 sin’s ~ sln’/y ) 

-H (cas’TT — sin’rr) (cos/? sin/> sin7 coss — cos/^sin/?co87 8ine), 

sinP cos P cos Q' 

~ sin7rcos’/^sin7cos7(co8’5 — sin’e) -+- sin tt sinîcosi (cos’/^sinVy — cos’/>cos’7) 
-l-cos7r(sin/^cos/vsin78ine -f- 8in/?cos/^cos7co9f ). 

Donc si l’on fait, pour abréger. 


i xr^ cos' P sin’^ =; A, j xr' cos'p cos'q ~ B, 

t/ t, 

I xr' cos' P siii 7 cos^ — C. j xr' cosp sin/7 sin^ “ I), 

fxr' cosp sinp cosq = E, j xr'sin'p=zF, 
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oïl aura 

I a/’sinPcosPsinO' 

■ -sinîTco87r(Aco8’t->- 'iC^inicoBi + Usinai — F) -i- (cos’w — 8m’»r)(Dco8c~Ksin«) = o, 
y a /■’ si n P cos P co8 Q' 

- siruT [ ( A — B ) sin « cose -H C (cos’ e — sin ) J -t- costt ( D sin « -+- E cos « ) -- o , 

<l(“ux (iquaüons d’oü l’on tircM’a lus valeurs de ê et ti. 

Ca première nous donne 

laiigTT _ Esine — Dcose 

I — tâng’rr ~ A cos’e — aC sine cose -+- B sin’e — F’ 

et la seeonde nous donne aussi 


— Dsine — E cose 

langir — ^ sijjjcose 4- C(cos’ê — sin’e)’ 


donc*, chassant tangiret faisant sine = r, on aura, après les réductions, 
une équation de cette forme • 

a.r 4- é jr’ 4- {/+■ ~ o, 

dans laquelle 

a - CDK 4- EHK - C’E - 2CHD 4- aD’E - E\ 

h ... - 2CDK - EHR + 3 CDH -f ?.C>E - 3 D’E 4- E’, 

/=rCEK-C’D4-E’D, 

DHK - 2CEK - CEH 4- 2C’J) 4- \r - HM) - 3 E’I), 


K étant =A — F et 11 = A — B. Cette équation, étant dégagée des 
signes radicaux, devient celle-ci 


X' 


lab 4 - z fg ■ 




A’ 4- g'’ 


X' 


+/’ - 2 fg 
4- ff’ 


é’ 4- g^ 


laquelle, ayant son dernier terme négatif, et ne renfermant aucune puis- 
sance impaire de x, aura nécessairement, comme on sait, au moins deux 
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racines réelles et égales, Tune positive et l’autre négative; «loue, puisque 


lange— 

y/l — X’ 


a 7*- Ax ' 


un aura au moins une valeur de tange, et par conséquent de l’angle 
et cette valeur étant substituée dans l’expression de tangjr ci-ilessus, ou 
avra l’angle n correspondant. Ayant les angles e et n, on aura, comme 
on le voit, la position du plan cherché de l’équateur |)ar rapport au plan 
donné de l’écliptique. Si D = o et E — o, alors tangir = o, et le plan 
cherché tomberait dans le plan donné, ce qui est évident, parce (|in* les 
deux équations 


J a:/’cos/>sinpslnY - o, J st/-’ cosp sinp fos^ -- «> 
sont analogues aux équations de condition 

^ otr’cosPsInP 9inQ'=: o, cosPsin P cosQ'~ d; 


mais, en reprenant les équations qui résultent immédiatement de c<*s 
deux dernières équations et y mettant D — o et E = o, on trouve 


sinîT cosTrf A cos’e — ?.U sins rose -t- B sin’f — F i -■ o, 
sin 7 r[( A — B) sin&cose -i- C( cos’« -- sin’î i ) ■ - o, 

é(juations qui, outre la racine n — o, donnent encore 

cos TT = 0, (A — B) siiiê cose 4- C( cos’e — sin*î i o; 

savoir, en faisant tang£ — t, 

B - A 

4- -J,— / - I o, 

V À 


dont les deux racines sont nécessairement réelles, à cau.se du dernier 
terme négatif; de là il s’ensuit que si, après avoir trouvé par les équa- 
tions ci-dessus la position du plan cherché, on regarde maintenant < <• 
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plan cuinme donné, on trouvera encore deux autres plans qui auront la 
mênic propriété, et dont la position par rapport à celui-là sera détermi- 
née j)ar les équations 

« B - A , 

COSTT = O, H / — I == O. 

Donc : i” ces deux derniers plans couperont le premier à angles droits; 
a" ils se couperont l’un l’autre avec un angle égal à la diirérence des 
angles qui ont pour tangentes les deux racines de l’équation en t; c’est- 
à-dire qu’en nommant <'et /"ces racines, la tangente de l’angle en ques- 
tion sera, à cause de /'/"= — i , 

t' — t" /' — t" 


XI. 


ScoLiK II. — A l’égard des quantités H, K, lüf, N de l’Article IX [é<|ua- 
tions (G) ], il est clair que leur valeur dépend entièrement de la ligure et 
de la constitution intérieure de la Lune;, car, soit D la densité d’une 
particule quelconque «, on trouvera aisément 


3t — 1); ’ rosP^/Qf/Pr/z , 


c*t l’on aura 

n — ^ l)/'*z//cos’Pz/Pf/Q, 

M - jf Dz'V// eos^Pz/P ros?.Q</0, 



N 


/ 

/ 


l)/V//sin’P eosPz/Pz/Q, 
l) ;• V/r r OS" P J P s i 1 1 ?. 0 f /Q ; 


et, pour avoir la valeur complète de ces inlégrafes, il faudra, après avoir 
substitué pour D sa valeur en r, P et Q, intégrer : i" en faisant varier r 
et en mettant, après l’intégration, sa valeur eu P et en Q, qui dépend 
de la ligure de la Lune; 2" en faisant varier Q et en mettant, après l’in- 
tégration Q = c, c étant la circonférence d’un cercle dont le rayon = i ; 

:V’ en faisant varier P et en mettant, après l’intégration, P = 7? et dou- 
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blanl les termes. Comme la figure de la Lune eslsensiblemenl spliéruju»*, 
on ne s’éloignera pas de la vérité en la regardant comme formée de dil- 
férenles couches à peu près sphériques et dont chacune soit partout de 
la même densité; soit donc r'{i -h e^) le rayon variable d’une couche 
(|uelconque de densité uniforme, /•' étant le rayon de cette couche, qui 
est perpendiculaire au plan de ré(|uateur, e une quantité constante très- 
petite, et ^ une fonction quelcoiujue de /•', P et Q, cjui soit nulle, lorsipie 
P = ç)o". On remarijuera : i" que la quantité D sera une fonction de /•' 
seulement; 2" (|ue, si l’on néglige les carrés et les puissances plus 

hautes de e, on aura, en faisant, pour abréger, - ' — X, 

r* dr -r /•'* dr' -t- e dr' r ' ' dr' ■+■ ff\ dr' ; 


d’oii il suit qu’on aura 

! H ( \) r'*dr' cos’' P dV dQ -i- e j dr' cos^P dP dQ, 

1 t/ t./ 

i J' l)r''dr' sinO* cosP^/P</Q DXJ/' sin’P coslN/Pr/O, 
j I) r'* dr' cos’ P cos 9. QdPdQ+ e J\)\dr ' cos’ P cos?. Q</P//0, 
\ j Ü/'V/c' cos’Pc/P sin^.Qr/Q -e e J' \)\dr' cos'P dP sin^.QdiJ. 


K 

M 


Soit 


on aura 




V/r' F; 


j* Dr'Ulr' COS® p</p^/Q=F y* cos® IO/Pf/Qr_cF J COS* PdP = ‘,cF; 
on trouvera de la même manière 

J* D ;•'* dr' siri*P cosPf/Pr/Q — \ch\ 

J* Dr'^rfr' cos®P^/P cos^Qt/Q m O, J" Ur^*<tr' cos^V dV siu jlQ (/Q ^o; 


VL 
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on aura donc 


( 1 ) 


H = ioF-)-« JoXdr'cos'PdPrfQ 
K-lcF-heJ DXf/r' sin’PcosPrfPrfQ 
M~eJ' DXrfr'cos‘P(/P cosaQt/Q, 

N y*nXrfr' cos* P r/P sin 2 QrfQ. 


à irès-peu près 


H=:icF, 
K = |cFi 


D’ou l’on voit : i“ que les quantités H et K sont des (|uantités finies; 
2 " ()ue les quantités M et N sont des quantités très-petites par rapporl 
à H et K, étant do l’ordre de e; 3® que la quantité K — est aussi une 
(juantité très-petite du même ordre, étant égale à 


e J DX(/r'(s|ii*P — j cos'P) cosPrfPr/Q. 


Quant à la masse de la Lune, on la trouve en intégrant l’expression 
de savoir, dans la supposition présente, 

I) r’r/r cosP </P <IQ =--- 1) r’^dr’ cos P d? dQ + c DX'r// ' cos I» r/P dQ, 

et son intégrale sera 


7.0 j Dr'V/r' e j I)X’r/r'cosPr/Pr/y, 


en prenant ici X' pour la valeur de • 

Donc, nommant cette masse L, on aura, aux quantités de l’ordre de e 
-près, 

L = 2cJ Dr'^dr', «t’où J'ï)i '‘dr' 

Or, quoique sans connaître la valeur de D on ne puisse déterminer le 
rapport de F ou de J Dr''dr' à j'Dr'^dr, on peut néanmoins trouver 
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des iiinites entre lesquelles ce rapport doit nécessairement demeurer. 
Il est clair : r* que, si f exprime la valeur de r' à la surface, 


l'Dr'U/r'<pj'hr'^dr\ 
parce que r * est toujours «le plus on a 

l)r'‘«/r' iD/'- ; |'l)r'V// '= Jr 'db; 


ce qui donne 


3/' r r ï)r'*dr'= ^r'>( r'> -/’)(/!) 

•/ 


égale à une quantité positive si dD est négatif, et a une quantité néga- 
tive si </D est positif, parce que r'* </*; donc, a" si la densité diminue 
du centre à la circonférence. 


^ïir'Ulr'<\pj\^r'Ulr'\ 

mais si elle augmente, 

fl)r'^dr'>l/‘ fl)r"dr'; 

«y 

ainsi, dans ce dernier cas, la valeur de F sera contenue ent^e les limites 


/•L 3 f'I 

ftC 5 2C 

si la densité était partout la meme, on aurait alors 

5 7. C 


XII. 

ScoLiE III. — On peut au reste déterminer la figure de la Lune par la 
Théorie, en supposant qu’elle ait été originairement Iluide, et qu’elle ait 
conservé, en se durcissant, la forme qu’elle aurait dû prendre, «n vertu 
de. la gravitation mutuelle de ses parties, combinée avec la force centri- 

4 . 
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luge et avec l’attraction de la Terre. Pour cela, nous supposerons que le 
premier méridien de la Lune, d’o'ù l’on commence à compter les angles Q, 
soit celui (jui passe par la Terre, lorsque le lieu moyen de cette Planète 
est égal à son lieu vrai, et nous regarderons l’attraction de la Terre 
comme agissant dans le sens du diamètre de l’équateur qui se trouve 
dans le premier méridien; ce qui est vrai à très-peu près, à cause <jU(! la 
Lune nous présente toujours sensiblement la même face. Ür soient le 
rapport de la force centrifuge à la pesanteur sous l’équateur de la Lune 
cl (5 la distance moyenne du centre de la Lune à la Terre; on trouvera 
généralement pour la figure de clia4|ue couche 

'^=z X cos4* 4 - B oos4* cos^Q, 

et les deux quantités A et B seront déterminées par les deux éijuations 
snivanU's 


K 


1 e 

SLc'^A 1 

- 

I)d{\r'^) -f- r'*' ^[3 — j 

I rr 5/'^ 

5 Le'’ B , 

t 1 

[ Ür/(Bc'‘)-e - 1 

\ e 7.f,^ '.>,c 

o.C J 


fi e 


. t fl étant égales à ce (jue deviennent j Dr/A et j Dr/B, lorsque / 

la démonstrallion de ces formules est facile à trouver par les principes 
établis par MM. t^lairaut et d’Alembert; je ne la donne point ici, pour 
ne pas m’écarter trop de mon objet principal. On aura donc dans cette 
hypothèse 


X~- 






<lr' 


dr' 


-, — cos'P -1 -JP — cos’I* cos^Q; 


et par conséijuent on trouvera 

DXr//'cos»P(/I»r/Q = ;;-c f D(/( Ar'*) -f- j* c j l)(/( B/' ), 
^l)X <//’'sln’ P cos P r/P r/Q = “f J'l)d{\r'^)-h c j* D</'B/'‘), 

y l)Xf/c' cos’Pr/P cos 7.QdQ^ — c j* Dr/(Br'‘), 
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et 


^l)X</r'(O5»P(/PsmaQ(/0 = o. 

P:tr là on aura 

j M ^ N o, 

I K~ !)</; Ar M ^ 

Si l’on suppose 1) — i, on aura alors 


(L) 


Vf _ 4e<./‘B' 

M 


N o, K-;n 


i^(A' + iB'), 


en prenant A' et B' pour les valeurs de A et B, lors(|ue /' =/. Mais, si 
l’on vent avoir égard aux j'ondilions de ré(piilil)re, on aura,- par les 
é((uations (Kj, (pielle (|ue soit d’ailleurs la densité D, 



en mettant r' —f. Si l’on supposait de plus la densité eonstante et égaL; 
à r, 011 aurait, à cause de L =- dans cette hypothèse. 


AV =. 



B'e 


i5T/» 

'.’.p’(5L — 


I ^'172 

Jlf 


Üu reste on remar(|uera que e(A'-t- B') sera dans ce cas l’ellipticité du 
premier méridien, et eA' celle du méridien qui est à 90 degrés de là; 
d’où il suit que les deux (kîini-axes de l’équateur seront J{\ -t- e A'-f- «B') 
(ît f{ \ -h eA'j, et (|ue son ellipticité sera, à très-peu près, cB'. 


XIII. 

Il reste encore à trouver la valeur des deux termes j et j de 
l’équation (A). Pour cela, soient 

0 le rayon de l’orbite de la Terre autour de la Lune, projeté sur le plan 
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de récliptique lunaire; ou, ce qui revient au même, le rayon de 
l’orbite de la Lune autour de la Terre, réduit a l’écliptique; 

•J la longitude de la Terre, vue du centre de la Lune, ce qui est. la même 
chose que la longitude de la Lune vue du centre de la Terre et 
augmentée de i8o degrés; 

X la tangente de la latitude de la Terre, vue de la Lune, et supposée au- 
dessus de l’écliptique lunaire, laquelle est égale, mais de signe 
contraire à celle de la Lune vue de la Terre. 


On aura, comme il est très-facile de le concevoir, 
a:=tpcosü, 7 = psiny, z = pX; 

et, si Ç exprime la longitude du nœud ascendant de la Lune et i la tan- 
gente de l’inclinaison de l’orbite, la valeur de X sera, suivant les déiio- 
minalions qu’on vient de poser, 

X — /.sln(u — i8o® — Ç) J sin( U O* 

Soient aussi 


p' le rayon de l’orbite apparente du Soleil autour de la Terre, 

•j' sa longitude. 

Il est visible qu’on aura 

æ:' — x = p'oosy', >■' — >• = p' sinu', z' — z, 

savoir 

p'cosu' + pcOSu, y'' = p'sinu'- 4 -psinu, a' = 2 m p),. 

On fera donc toutes ces substitutions dans l’expression de R et de R' 
(Article II), et l’on aura, après quelques réductions fort simples, en 
substituant pour X, Y, Z leurs valeurs [Article VI, équations (E).^, et 
réduisant, 

lP = p*(i 4- Xm — 2p(Xcosu Ysinu-r-ZX'i -+-X’ Z* 

--p’4 ■+■ X’) — ?.prsinP[sin(u — £)Sin 7 r-(-Xcosrr] 

— 2p>'CosPsinQ'[sin(u — e) oosft — Xsinr]— apreosPeosQ' cosiv — £)-+-/ ’. 
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On aura de mén^e 

R'‘r=p'»-f- ap'p cos(ii' — ü) + p’(i -4- X’) — ap'( X cosu' -4- Y sinu' ) 

— 2p(Xcosti-+- YsInu-f-ZX) -f- X* -t- Y’ - 4 - Z’ 

— p'^ ■+■ 2p'p cos(u' — u) 4 -p’(n- X’) — 2p'rsinPsln(i»' — e) sin:: 

— 2 p'rcosPsinQ' sin(ii' — e)cos 7 r — 2p'r(0sP oosQ'ros( u' — e) 

— 2prsinP[siii(u — £)sinTr + Xoos;r] 

--2prcosP sinO'[sin(ii — £)cos7r — XsinTr']— 2prrosP oosQ' rosty — 


Sub-slituant au lieu de Q' sa valeur Q-i- w, et faisant, pour abréf^er, 
après avoir développé les sinus et les cosinus <le Q -+- w, 


(M) 


1 


r = sin(ü — £ ) sioTT -4- X cosn, 

A -- siiiù) sin(u — £) eosTT -4- cosw cosiu — 6) — Xsio'*> sinn, 
A r-: cosw sin y — £)cos7r — sino» cos( y — £) — X roswsinn, 
r— -sin(y' — £)3ln7T, 

A' - sinoi sin( y' -- i) cosr. 4- coso) cos y' — £), 

A'' COSO) sin (y' — £) cosk — sin6)Cos(y' — £), 


on aura 


R» - :p'; 1 -4-X') — 2 prsinP X F— 2 prcosP cosQ X A — 2 prcosP siiiQ X A 4- /•', 


K'' :p'*4- 2 p'pcos(y' — y)4-p’(i 4-X’) — 2 r sin P X (p'r'4-pr) 


— 2 ;' cos P cosQ X ip'A' 4-pA; — 2 r eus P sin Q x i p'A'4- pA ) -t- /•^ 


XIV. 

» 

Je dilférentie maintenant la valeur de R* qu’on vient «le trouver, en 
faisant varier seulement w, s, n, et en écrivant 5 au lieu de d\ j’aurai, «m 
retenant les lettres T, A, A, et divisant par 2 , 


RdR = — pr(6in PiF 4- cosP cosQdA 4 - cosP sinQ^A), 
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Ou a (l(! plus, en négligeant les carrés et les autres puissances de r vis- 
à-vis (le p, 

— J H ^ (FsinP -t- A cosP cosQ 4 - A cosP sinQ). 

p’(l -t- X'*)’ p‘(l4-X’)’ 

On multipliera donc ensemble ces valeurs de R$R et de en ayant 


/■siiiP, / cosPsinQ, rcosPcosQ, r’sinPcosPcosQ, r’sinPcosP sinQ, 

par la raison (|ue l’intégrale de ces termes, après avoir été nmltipli('“s 
par a, ((St égale à o [Arlichî.V, (B); Article IX, (F)] ; on multipliera en- 
suite cluKiue ternie du produit par a, et l’on en prendra l’intégrale, en 
se souvenant (|ue l’on a [Article IX, (G) J 


/"■ 


cos’ P 


-H, 

a /•’ cos* P cos ?. 0 


:r K, 

1^ «/•’ cos’P sina Q 

-r-N, 


ce (|ui donne 


f 


ar’ cos’P cos'Q r- J { II -(- M), / a/ ’ cos’ P sin’Q — ^ ( H — M ), 

1 «/•’cos’PsinQcosQ - -^N. 

Pai‘ ce moyen, on aura 

/•a<5R _ 3 P’ 

f R’ - 

■' p»(i-+-XM’ 


[Rr5r + {H(A5A + AoA) 


-f-;-MiAâA- AôA) + iN(A(îA 4 - AP'A i]. 
Or on trouve, par la dilférentiation de F, A, A (Article précédent), 
ôF — cos(ii — e) siOTTÔe -f- [sinfw — e) costt — X sinrjâ;:, 

âA := [cosr()sin(i» — e) costt — sinw cos(ü — e) — X cosm siiir]âc.> 

— [sinw cos( U — s) cosr — cosw sin(ü — £)]o£ 

— [sinw sin(i/ — « i siOTr -+- Xsinwcosi:]6r; 
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savoir, comme il est facile de le voir, par la seule inspection des for- 
mules (M), Article précédent, 

5A Aôw - 4 - (Acostt + r cosw sin 7 t)ôe — F siiiwin. 

On a de même 

<îA — — Aof,) — A cos TT -f- Fsinw sin7r)d£ — Fcosoids; 

don<‘ 

A(ÎA - 4 - AdA — r(A CO.S6) — A sinw ) sinTrde — r(A siru.) -+- A coswjdîr, 

AdA — AêA — 3. AAdw -f- a AA cosTrde 4- Fl, A cosw -+- A sinw) sinTrds 
— F ( A si n O) — A cos 6) ) dr, 

AdA AdA (A’ ~ A’jdw -(- (A’ — A’) costt de 4- F( A cosw — A sinw) siiiTrde 
— F (A sinw 4- A cosw id;r. 

Donc, si l’on fait, pour abréger, 

f~ = (Û'dw 4- E'de 4- n'dîT), 

on aura 

i2'^MAA4- ;-N A’-A’;, 

E' = 1 — K 4- 1 n)F cos(i; — e)sin;r -1- 7M[^aAAcos7r 4- F(A cosw4~ Asinw)sin7:J 
-f- yN [(A’ — A’) cosTT 4- F (A cosw — A sinw) sin;:], 

n':= (K — -jII)F[sin(i; — e)cos 7 r — Xsinr] — ',MF(Asinw — A cosw) 

— |NF(Asinw 4- Acoso)). 

On remarquera que dans ces formules j’ai mis pour A cosw — A sinw 
sa valeur cos(y —s), et pour Asinw-+-Acosw, sin(u — e) cosrt — Xsin;t; 
mais j’ai conservé dans les autres termes les lettres T, A, A, tant pour 
rendre les expressions moins composées que pour les raisons qu’on verra 
plus bas. 

VI. 


5 
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XV. 

On chcrcliera d’une manière seinbiahie la valeur de J -îp-^ et pour 

cela il sulïira de remarquer : 1 “ que, dans l’expression de R'** (Ar- 
licle XIII), on peut négliger les lermes pF, pA, pA vis-à-vi^de pT', 
p'A', p'A', parce que le rayon p' de l’orbite du Soleil est incomparable- 
ment plus grand qu/le rayon p de l’orbite de la lame; que la valeur 
d(^ IF’* ne différera, après cela, de celle de R’*, (pi’en ce qu’il y aura, 
au lieu de p*(i 4- )/•), 


[/'' + 9 .r/p cos{i>' — ü) 4- p" I 4- 


(piantité qu’on peut réduire par la mênu“ raison à et au lieu îles 
( F, A, A, p et X), (F', A', A', p' et /éro); d’oii il s’ensuit que, si l’ori fait 
par(>ill(mieni 

FaâK' 

.1 


.:iro\)a E'Me e II"(Î7T), 


on ti'ouvera aussi 


il"- - MA'A'4iN(A'’- A'’), 

F/' =- ( — K-)-J H)rcos(ü' — £)siu7:4 J-M[9,A'A'oos;:4- rfA'cosw-t- A'siuf.i'. siOTr] 
•4- jN [(A'“ — A'4 COS7T 4 r'( A'coso) — A'sino) ) siiitt], 

11".“^ ( K — J H)r'sin(i/' — e) costt — |Mr'(A'siii'.» — Vcos^») 

— j N r'( A'sin^.) 4- A' eosw). 


XVI. 


Ri;ma«qiie. — La valeur de R de l’Arlicle Xlirnous fournit un moyen 
commode et simple de trouver la position du centre apparent de la Lune 
par rappoi'l à son équateur et à son premier méridien, (’ar, comme la 
quantité R exprime la distance de cbaque point « de la Lune au centre 
de la Terre, il est évident qu’elle sera la plus petite, lorsque le rayon r 
sera dans la ligne qui joint les centres de la Lune et de la Terre, c’est- 
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à-dii*e qui passe par le centre apparent de la Lune: donc si l’on l'ail : la 
distance du centre apparent de la Lune au plan de l’équateur lunaire 
la distance du méridien (jui passe par le centre appanmt au premier mé- 
ridien = 0, il n’y aura qu’à niellre, dans l’expression de R, «l* 
de P, et 0 au lieu de Q, et faire ensuite sa diirérentielle égale à zéro, en 
regardant et 5 comme variaMes; ce qui donnera 

— 2 p/ (r cüs>|; — A cosO siii'j' — A sin0 

-t- 2 P ;■ ( A eus 'I sin 0 — A cos ip cos 0 1 c/0 - o : 

d’üù Pon tire séparément les deux é(|uations 

rcos'j/ — A cosG sinijc — A siiiO o, A cosili sinO — A cosi{/ cosO o; 


la dernière donne d’abord 


siiiO A 
cos fj A 


SinG —r:—-. -■> COSO— 

V A' -t- A-’ + A' 


•nsuite la première nous donnera 


sin i{/ r 

cos'ji A cosO -f- A sinO’ 


•t, en substituant pour sinO et < os5 les valeurs qu’on vient de trouver, 


V 

cos-l/ ’^A^ A^ 


d’oil l’on tire 


, r , y/A’ -I- A' 

^ Vp + yp -I- A’ -f- A’ 

mais on a par les valeurs de F, A, A f Article XIII. (M )|, 

4 - A' + A’ r= I -t- 

donc, substituant cette valeur, on aura 


r -■ siii'l V I *•" A’ ~ cos (Je y/ 1 H- X’, 
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et par ik 

A = cos0cos4'v/‘-+-^’> A = slnScos'j^ yT+T*. 

Ainsi l’on aura les valeurs de F, A, A exprimées par les angles ô et vf, 
et vice versâ on aura ces angles exprimés par les quantités F, A, A, 
c’est-à-dire par les angles w, s, ;r et u. 

On trouvera de la même manière, en changeant simplement P, A, A 
en F', A', A', et faisant X = o, les angles Q' et (|/' qui donnent le centiuî 
apparent de la Lune vue du Soleil, c’est-à-dire du centre de rhéinisphère 
éclairé; et, combinant ces angles avec les angles 0 et (|/, il serait aisé de 
déterminer généralement les phases de cette Planète. 


XVII. 


(>>KOLi,AiKB ('.KNÉHAL. — Il laut maintenant substituer dans l’écjua- 
lion (A) les valeurs que nous avons trouvées (Articles IX, XIV et XV); 
ce (jiii la changera en celle-ci 


il' - P il»\ -f- / E ■ 


;rr 


p*(i •+■ 


n 


^E- 

7 ^ '''' ; 
/ 

é' 



il 

^0 


71" 1 

p'’{ I - 4 - 




la(|uelle devant être vraie, quelles que soient les valeurs des diHéreii- 
ti('lles §£, (in (Articles III et IV), nous fournit les trois suivantes 


(>) 


1 ) 

(S) 


3 T 

12 '- 

3 S 

12 " - 0, 

P'M' -+-X’)’ 

P'* 

3 T 

E'- 

3 S 


p>(l 4 -X>)‘ 

P" 

C4 — 0, 

3 T 

n - 

3 S 

H' ^ 0 


p'> 


La première de cès équations servira à déterminer les lois de la rota- 
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lion de ia Lune autour de son axe, la seconde à déterminer la nuialion. 
et la troisième à déterminer la précession. 

XVIII. 

ScoLFE. — Les équations (i), (a). ( 3 ), que nous venons de trouver, 
répondent exactement aux équations (G). (H), (K) données par M. d’A- 
lembert, dans les Mémoires de l’Académie de l’année 175/4, paj^es /ia/i 
et 425, pour la précession des é(|uinoxes et la nutation de l'axe de la 
Terre, en vertu de l’action du Soleil et <le la Lune. 

Pour en faire la comparaison, on reman(uera : 

Que les angles P, î, n, dans les formules (l(^ M. d’Alemherl, répon- 
dent dans les nôtres aux compléments <les angles w, î, ;r; 

a“ Que les lignes/ et a — h dans celles-là ont dans celles-ci pour va- 
leurs rcosP et rsinP, et que les angles X" sont la même chose qim les 
compléments des angles Q'; 

3 ® Que les angles V', X', V, X répondent aux compléimmis des angles 
>|/- i8o«, Q - 5 , f- i8o«, Q - 0 '\ 

4 " Que les angles v' et v répondent ici aux anglt>s v (c -i- 270'^], 
y' — (c -l-- 270"), 

Enfin on mettra dans les formules citées T au lieu de L, et js, /s' et ). 
au lieu de u' , u et p. 

XIX. 


Résolution de l'équation (i) 


i2 


3 T 


pM-4- 


12 ' - 

P 


J’ohserverai d’abord qu’en regardant la Lune comme peu dill'érente 
d’un globe, ainsi qu’elle l’est en effet, les quantités M, N sont incompa- 
rablement plus petites que les quantités H, K ^VrlicleXI;; d’<tù il suit 
(|ue, dans l’expression de 12 C Article IX), on peut négliger les termes qui 
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:J8 

l•(fn^■t*^lnent M et N vis à vis de ceux qui renferment H; ce qui la réduit à 

■+■ C0STr«/e) I, 
dt' 

J’()l)serv<ï ensuite qu’au lieu de l’angle 'a, qui représente le mouvement 
de rotation de la Lune, il est beaucoup plus commode d’employer l’angle 5 
{ Article XVI J, lequel est toujours nécessairement très-petit, à cause que 
la Lune montre toujours à peu près la même face à la Terre. Or, pour 
trouver la valeur <le o> en 5, on aura recours aux formules de l’Article 
cité, et l’on remarquera : 

Que 

A siiuo - hA cosw — cos4‘feos0sinw-+-sin(3 cosw)=:V‘"t"^’ eosij' sini&)-(-5), 

cl (|ue d(î même 

A oosM — A sin w — i~-l- X* eos(]< cosi m -4- d) ; 

2 " Qu’en substituant pour A et pour A leurs valeurs [Article XIV, (M )j, 

Asino) •+■ Acosw sin(u — e) costt — ^.sinir, 

et que, par les mêmes substitutions, 

Acosw — Asinw — cos(ii — e); 

d’où il s’ensuit que l’on aura 

sin(w -+- 0 ) _ sin(u — e) cosTt — >. sin;: 

COS(W-l-8)~ C0S(ü-“8) ’ 

ou bien 

lang(&) -1-0) =: lang(K — £)C0S7r — Xsin7rséc(ü — e) 

~ taiig^u — e) — 2 sin’ ^ tang( u — e) — )vsin7r sé(;(!; — £), 

parce que, comme l’on sait, 

. r I — rosff 

sin’- = j 

2 2 
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3" Que la quantité X, qui dénote la tangente de la latitude de la Lune 
(Article XIII), est toujours une quantité assez petite, puisque sa plus 
grande valeur est d’environ tang5"9'; 

If Que l’angle n, qui représente rinclinaison de ré<|uateur lunaiia* ii 
l’écliptique (Article V), est aussi très-petit; car, suivant les observations 
de M. Cassini, on a ;r = 2"3o', et, suivant celles de M. Mayer, on a seu- 
lement n — i" 29 '. 

D’oii il s’ensuit (|u’on aura à très-peu près 


et par conséquent 


lang(6) -I- 0) == laiigi u — £), 


0) 4- 0 — y — s, 


ou, si l’on veut faire le calcul plus exaclc'iuent, t'ii m* négligeant (pic les 
quantités de l’ordre sin*;: et de X^sin^n 


r,) 0 — £ — 


2 sin’- langi d — i) 


-+- taiig‘'( ü — c ) 


X siuTr S('*Ct U ~ £ ) 

I -4- langMu — £' 


— i — sin’- sin(2i; — 2si — X siUT; ros( u — i -, 

‘A 


Mais nous nous contenterons ici de prendre siinpleinenl u — j pour la 
valeur de (a-k-0, ce qui nous donnera 

(.) rr: ü — £ — 0, (h>^ (h — <k — dQ 

et 

TC 

f/o) 4- cosr, (h • (Iv - ( I — costt) ^/e — dO dv — > siîi^ - dt — dO " du dO, 

?. 


en négligeant, comme on vient de le laire, les ternies de l’ordre de 

sin* -• Faisant donc cette substitution dans la valeur de il ci-dessus, on 
2 

aura 


12 


d'v — d‘0 „ 
~ dr “ 


Soit maintenant V le mouvement moven de la Lune autour de la Tenc. 
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on aura, en regardant l’orbite de cette Planète comme circulaire, 


rfV’ 

dt‘ 


p*(i X’) 


(il faudrait mettre à la vérité T-i-L au lieu de T, mais la difl'érence qui 
en résulte est trop petite pour qu’il soit nécessaire d’en tenir compte ici). 


Donc 


3 T 

p>(l 4- 


3</V’ I _ 3</V^ 
(W 14 - X'* ~ dp ’ 


en négligeant le carré de la quantité très-petite À. 

On trouvera de même, en nommant V' le mouvement moyen de la 'ferre 
autour du Soleil, 

3S _ Zd\'\ 
p'» “■ dp ’ 


. V 

mais on remarquera que V'= à très-peu près, et par conséquent 

I O 2 


3</V'’ I 3rfV’ 

— nr- = “G environ; 

dP i8o dP 


6d\'‘ 


d’où il s’ensuit que l’on peutnégligerentièrementle terme -~j- ii" venant 

' . . 3r/V’ 

(le l’action du Soleil, vis-à-vis du terme iî' qui vient de l’action de 
la Terre, de sorte que l’équation (i) deviendra simplement, après avoir 

flfi 

fait les substitutions précédentes et divisé par -^p 


( 4 ) 


3^/V* 


Or, par l’Article XIV, on a 

i2'~MAA4-iN(A= — A“), 

et, par l’Article XVI, 


A = cosô cosi]; V I X% A = sin0 cos<|> v'' 
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donc, puisque 

sin6ros0 = ysinaO, et sin’6 — cos’6 = — cos2Ô, 


on aura , 

£i' — - J cos’ 4 ' (i -H (M sin 2 0 — N COS26); 

mais on a (Articles XVI et XIII) 

sin(J> y/i -+- X- = r — sin(u — e)sin;T + X oostt, 


d’où l’on lire 

cos'l y' I 1 X’ sin’TT — 2X siuTT cos 7: sin(u — e) — sin’;r sin’(u — e i , 

en négligeant, comme nous l’avons fait jusqu’ici, les termes oii .se Irou- 
V('nl les quantités très-petites X et sinn formant des produits de deux on 
de plusieurs dimensions. 

D(! plus, si l’on suppose, ce (jui est permis, que le premier méridien 
de la Lune soit celui qui passe par la Terre, lorsque le lieu vrai de celte 
Planète est égal à son lieu moy(!n, il est clair (jue l’angle 0 , (|ui représente 
la distance du méridien (|ui pas.s<; par le centre appanmt de la Lune à 
son premier méridien (XVI), sera toujours lrès-p(!lil; car, suivant les ob- 
servations de la libration, cet angle ne va guère au delà de H degrés; 
par conséquent on aura à très-peu près, et avec une exactitude sulIlsanU; 
pour notre objet, sin ’zQ = 2O et cos 2 5 = 1 . Donc enfin 

ü'=- - N - 4 - Mo. 

Il ne reste plus qu’à trouver la valeur d(i d^v; pour <'ela, on remar- 
quera que U — 180" est la longitude vraie de la Lune (Article XIII ); par 
conséquent, si l’on appelle m le rapport du mouvement de l’anomalie 
moyenne de la Lune à son mouvement moyen, et qu’on n’ait égard (|u’à 
sa première inégalité, on aura 


VL 


U — 180" long. moy. Q, — a sinm V, 


6 
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a étant, suivant M. Clairaut, 6® 19', et m un nombre très-peu différent 
de Tunité; d’où l’on tire 

= m’a sinmV dV’. 

Faisant donc ces substitutions dans l’équation ( 4 ) ci-dessus, on la 
changera en celle-ci 

3M 3N 

— (/’ 0 jj- 9 f/V’ -t — îj- (/V’ -+- m’ a sin m V r/V’ = o, 

H 2 H 


d’où l’on aura, par lés méthodes connues, 

m JJ 


Cest l’une des deux constantes indéterminées introduites par la double 
intégration, l’autre ayant été supposée telle que l’angle 0 soit nul lois- 
que V = o, c’est-à-dire lorsque le lieu vrai de la Lune est le inêm«‘ que 
son lieu moyen. 

De là il est facile de voir que, si l’on veut tenir compte des autres iné- 
galités du mouvement vrai de la Lune, et qu’on suppose pour cela 

V — 180" = long. inoy. ® — asinm V — 6 sinnV — csinpV — . . . , 
on trouvera pareillement 


0 =:C: 




m‘a 


ni' 


3 M 

H 


sinmV — 


n'h 


3 M 

H 


sirirt V — . 


XX. 

Conséquences qui résultent de la formule précédente par rapport 
à la libration de la Lune et à sa rotation. 

Comme l’équateur lunaire n’est que très-peu incliné à l’écliptique, il 
est clair que l’angle B représentera, sans erreur sensible, la libration de 
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i;) 

la Lune en longitude: d’où l’on voit que celte libration différera un peu 
de celle qui a été supposée jusqu’à présent par les Astronomes. Pour en 
faire la comparaison avec plus de facilité, on mettra l’expression de 0 
sous la forme suivante 


. 3M a . 3M h • v 

9 — — asinmV— osin/tV — ... — -i-ü sinmV — îj- — ..-.-j sinnV- ... 

H , 3M II , 

m - n -JJ 


Lsiril V 




et l’on remarquera qu’elle comprend, pour ainsi dire, trois sortes de li- 
brations. 

l.a |»remière est représentée par les termes 


a sin niV — h sio« V — . , 


qui ex[>riinenl la dilféronce tmln; le mouvement vrai et le mouvcHienl 
moyen (b; la Lune; ainsi (!(‘lt«‘ libration est purement optique, et <‘’esl la 
seule qu’on ait observée jusqu’ici. 

La sec<)n(le est contenue dans les termes 


3M 

It 


m‘ 


3iVl 

II 


sinm V 


3^ _ 6 

Il , 3M 

n‘ Tï- 


sin/t V — . . 


<■( vimit en partie de l’irrégularité du mouvement de la Lune et en partie 
de la non-spbéricité de cette Planète; mais elle sera presque insensible, 
en supposant, comme on l’a fait au commencement de l’Article précé- 
dent, M incomparablement plus petite (jue H, et cela doit en elfet être 
ainsi; autrement il serait impossible que les Astronomes ne .s’en fussent 
pas emmre aperçus. 

La troisième enfin est celle ([ui est représentée par les termes 


Csin Vl/^ 


(vVf)} 


et qui ne dépend aucunement du mouvement de la Lune autour de la 

(i. 



kit 
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Terre, mais simplement de sa figure non sphérique. Elle sera la plus 
grande, lorsque 



et alors sa valeur sera 

N ± v/N^TrÔM» 
2M ’ 


l(! signe a lieu lorsque la libration se fait dans le sens de la rotation 
de la Lune, c’est-à-dire d’occident en orient par rapport au centre de la 
Lune, et d’orient en occident par rapport h la Terre; et le signe — est 
pour la libration du côté opposé, d’où l’on voit que ces deux librations 
ne seront jamais égales, excepté si N = o, auquel cas elles seront en- 
tièrement analogues aux os(ûllations d’un pendule simple de la lon- 
gueur <|ui décrirait des arcs égaux à atL 

Au reste, soit que N = o, ou non, la durée d’une libration entière com- 
posée (l’une allé(( et d’un retour, sera toujours égale à la durée d’une 
oscillation totale du même pendule, ou bien elle sera au temps pério- 


(li(|ue de la Lune comme 



A l’égard de la rotation de la Lune, comme oji a trouvé dans l’Ar- 
ticle XIX 


r.) -f- 0 — y ~ e, à très-peu près. 


(»n aura, en substituant b^s valeurs de v et de 0, 


. /-T. U a . • , 31V! b . 

(.> — loufi. inoy. ® -t- ibo" — e-i- — — sino» V -jr sin/tV- 

11 , 3M 11 , 3M 

“ TT " ~ TT 




D’où l’on voit : 

i“ Que la rotation moyenne de la Lune est égale à son mouvement 
moyen autour de la Terre, moins le mouvement moyen de ses points 
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équinoxiaux; condition nécessaire pour que celte Planète nous présente 
toujours à peu près la même face; 

2® Que la vitesse de la rotation vraie de la Lune est variable; cette 
vitesse étant à celle du mouvement moyen autour de la Terre dans le 
rapport de à dY, c’est-à-dire de- 



à I . 

Ainsi, faisant V = o, on a 


di 3M ma ^ 3M nb 

^ TT m ^ If ■ 

m’ - -T.- - -TT- 



pour la valeur de la vitesse primitive <le rotation, (jui aura dù être impri- 
mée à la Lune au commencement de son mouvement. Donc, à cause de 
l’indéterminée G, il est (dair (|ue (;elte vitesse aura pu être ((uelcon(|ue, 
pourvu qu’elle dilféràt très-peu de i, c’est-à-dire de la vitesse du mouve- 
ment moyen, et que d’ailleurs la valeur de M m; soit pas null(‘, ni né- 
},fative. 

XXL 


Remarque, — Jusqu’ici les Astronomes avaient toujours supposé cpie 
la Lune tournait autour de son centre d’un inonveinent parfaitement 
uniforme, et ils avaient été obligés, en conséijuence, pour sauver le plié- 
nomène de la non-rotation apparente de cette Planèt»;, d’imaginer qu’elle 
eût reçu d’abord une vitesse de rotation exactement égale à celle d»; son 
mouvement moyen autour de la Terre, ou plutôt de celui de s«*s points 
équinoxiaux; ce qui était néanmoins très-dillicilc à comprendre. Il nn* 
semble que la Théorie précédente fournit un dénouement tout simple de 
ce paradoxe, ou, pour mieux dire, ce paradoxe n’a point lieu dans la 
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Théorie que je viens de donner de la rotation de la Lune. Ainsi je puis, à 
cel égard, me flatter d’avoir pleinement satisfait à la première partie de 
la ({uestion proposée par l’Académiie. 


XXII. 


ScoLiK. ~ Si l’on suppose la Lune homogène, et que sa ligure soit 
celle d’un sphéroïde dont l’équateur et les méridiens seraient des el- 
lipses, ( omme dans l’Article XII, on trouvera (Articles XI et XII j, en fai- 
sant D = t , 


H 


;cF 


Ml 

i 5 


M 


4e/‘eR' 


N^:o; 


(I 011 I on aura 


y - en 


à l’ellipticité de réquateur, c’est-à-dire à la 


quantité dont le demi-axe de l’équateur, (jui est à peu priis dans la même 
ligne que le centre de la Terre, surpasse l’autre demi-axe, (u;tte quaîitité 
étant supposée divisée par le rayon de la Lune; donc, suivant l’Ar- 
ticle XX, la Lune fera réellement autour de son axe, en vertu de l’action 
de la Terre, des oscillations exprimées par la formule 


Csin(Vs/3«R'). 


Si l’on veut que rallongement de la Lune vers la Terre ait été produit 
par l’action même de la Terre sur cette Planète supposée fluide, alors on 
aura (Article XII j 


eB' 


i 5 /* T 
4 p‘ l’ 


Pour évaluer celte expression, nous ferons, avec M. Clairaut, 


T 

L 


= ti7, 


et avec M. de Lalande 


/_ 3 
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( f est le rayon de la Terre); ensuite nous prendrons 




ce qui donnera 


P == 6 o/', 


f ^ 3 . 

P 1 1 X 6o ’ 


de là je trouve 


eB': 


236 


I U ouo ooo 


v/3eR' = - Mil- 

^ I OOO ooo 


Donc le temps d’une oscillation totalé sera de 


I ooo ooo . , . . ,0,0 . 

— mois périodiques ” environ 3 040 jours. 

On peut regarder au reste tout ce que nous venons de dire sur la libra- 
tion de la Lune comme un commentaire de la Proposition XXXVlll, 
Livre III des Principes Malhématiques. 


XXIII. 


Uésolution de l’équation i 2 ) 


E ^ E'- — E"^::0. 


On aura d’abord, en négligeant dans la valeur de L (Article IX j les 
termes ([ui renferment les quantités très-petites M, N et K — JH, 


„ d{ cos TT do) -I- rfe ) ,, 

H. 


expression qu’on peut mettre sous cette forme 


cos 77 </(f/&) -I- cosff rfe) „ sin7r</Tt</6) „ sin'ff i/d -f- sinircosTn/xn/e ,, 

dû ** dû — ” 
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ou simplement, à cause de sinTr très-petit, et de dn et di très-petits aussi 
par rapport à </co, comme on le verra dans la suite, 

cosTrd(</M 4- cosTcde) „ sin:TÉ?7T(/w „ 

H 


e’esl-à-dire (Article XIX) 


r, sxnndnda ,, 

E = il cosTT 7- H, 

dt^ 


lin second lieu, on aura (Article XIV) 


E' — — ( K — ^ U) r cos(v — e)sin7r-f- M AA costt -t- , Mr(A coso) -4- A sin w) siiiTi 
4- -jNf A’ — A’) COSTT 4- |Nr(A cosw — A sin&>) sinTT, 


c’est-à-dire, en substituant pour A et pour A (Article XVI) les expressions 

cosO cos<l/ v^i 4- X*, sin6cosil/v/i 4- X^ 

(4t mettant il' à la place de MAA 4-4N( A* — A'*) (Article XIV), 


E' il' COSTT 4- r sin TT [(|i| _ K) cos( ü — e) 4 - { M cosil; \/ 1 4- X'' cos(&) — 6) 

— ~N cos (il \J I 4- X- silK r,) — 0 ) J . 

On mettra ici, comme dans l’Article XIX, i au lieu de costl/y i + X* et 
•J — i — 0 au lieu de w, c’est-à-dire v — i — aî au lieu de w — 0, ou bien 
simplement n — s, à cause (|ue l’angle 0 est toujours très-petit, et l’on 
aura 

E':— ü'coStt r siiiTT] (i-H — K 4- j M)cos(ü — £) — ‘ M sinio — e, |. 


On substituera donc ces valeurs dans l’équation proposée (a), et, ôtant 


ce qui se détruit en vertu de l’équation (i), on aura, après avoir mis 


• • 
dt^' 


au lieu de — ^ ; et elTacé les termes qui contiennent -tj comme dans 

p’(i-t-XM^ ^ 
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l’Article XIX, l’équation 


((V; 


«/tt iI>j) 


3 H - M) 

l^ii 


3N 

r cos ( L» — £ y </V' -f- - r sin ( U — £ ) (/V> : 
9. Il 


Or f Article XIII) 

r - sin( U — £) siuT: 4- \ cosr 


et ( Article cité j 


1 =- / sin ( y - Ç ) ; 


donc 

rcos(u — £) -- 1 Siu^ay— •>.£)sin7:-)- y / siii(ay — £ — Çi cos;r— - [i sin(Ç — £) eus-, 

r sin (y •—£)—- 7(1 — cos { a y — a.£ ; ] siiiT:— -I, i cos( ay — £ — Ç) costt 
+ ; i cosiK — £ cosr. 


De plus 


M y — £ — 6 et (l'i) — du — dt — dO -- -t- u)d\, à très-peu près, 


IJ. étant le rapport do la précession moyenne des points équinoxiaux lu- 
naires au mouvement moyen V; en faisant ces substitutions, on remar- 
(|uera que les termes (|ui renferment les aiif^les 'Ç 3 deviendront, par 
l’intégration, beaucoup |)lus grands <|ne les autres, |)arce (ju’ils auront 
alors pour diviseur la quantité très-ptdite ii— p, p exprimatit le rapport 
du mouvement rétrograde moyen des nœuds de la Lune à son mouve- 
ment moyen V; donc, n’ayant égard (ju’aux termes dont nous parlons, 
on changera l’équation ((>) en celle-ci ' 


(7) dr.-- 


3 (Il — A K -h M ) / (’OS TT 
4 ( I -h tA ) il 




J N I ( OS rr 
4 (l -L- a)II 






IN sinr 

j ( I -f- y.) H 


r/y. 


D’où l’on tire, en prenant ® pour la valeur moyenne de tt, lorsque V =0, 


3 ( H - 2 K H- M ) / COS a 


3N / C/Osa 


3 N sinnr 


( 8 ) n = U .Si - - cos { C —■ I j 4 - r-r î'in ( - “' Si 1-7-7 

4 ( I -Hfx) (a —/;) H - 


)ll 


VI. 
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Et, en supposant que n\ Ç', soient les valeurs de n, Ç, s lorsque V ~ o, 
on aura 


. 3(H — aK + M)/cosiïj SNicosro . ,, 

ro = n'+ -—7—. — —ri-— cos(Ç'— e') — •zT-.-T-Trrrr— „Tfî sinlC- e ). 


i{i-h — p)n 




XXIV. 

Résolution de V équfLtion (3) 

U- 




i" La valeur de 11 est, par l’Article IX, en négligeant les tenues mul- 
tipliés par les constantes très-petites M, N, ( J H — K), 

sin ;:(/&) f/e ,, </’îr , , n i., 

La valeur de Fl' est, par l’Article XIV [en mettant sin(y — e) au lieu 
de Asinw — Acosw, et cos(y — e) au lieu de Asinw -i- Acosfi), comme 
dans l’Article précédent, et négligeant de plus la quantité iuliniment pe- 
tite du second ordre Xsinr:, comme on l’a fait toujours]* 

[(K — - |H) OOS 7 T — ; Mjr sin{u — e) — j-NT oos(y — ti; 

3" On mettra, comme dans l’Article précédent, ^sin^r-t-lt cosfÇ—ejcosTr 
au lieu de i''sin(y — e), — ^/sin(Ç — ej cosn au lieu de rcos(’j-— e), 

(i -H au lieu de </w, et — ^ au lieu de ï; on ellacera le 


3 S 




tonne ^rr, par les raisons alléguées {Article XIX), et, divisant tout»' 
l’équation (3) par -”^^11, on aura 

. H-t-aK (Rn - K — H ) costt — M 
a(i 4- a)H siOTTf/V + ^ 

,, (2 K— H)cos 7 r— M costt . , ,, N/cosr . „ ... 

— r , — ; — Tü ^ — icos Ç— e)rfV-f 37 - n - sin.î:— £|</V. 

4(i-»-u}H sinTT 4(i-t-i^ H siiir. 
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Ca qui donne, en intégrant, après avoir mis zs au lieu de ti (*), 


) 


H -4- 9. K rfff (sK — H)coscj — M„ 

9(1-+-//) H siriBjfl^V 


Hjcosci— M coscj 
4 ( 1 -+-//)(//—/)) H slnro 


isln(Ç— e)— 3 


N i C0SV3 


4 ( I -+-// ! (//— p) H si n oj 


cos( 


r) étant égal à 


, „ (9K— H)rosro— M rosnr . . , Nfcos® , 

e —i-rjTT '77 ;ir ' sin(!; — e ) — 3^;^ --rp- i — ('Os(Ç — c ). 

4(n- //)(//—//) H sinm ■ 4(>+p)(,“— 

On remarquera que la valeur de peut être négligée, parce qu’elle 
ne contiendra pas le diviseur \i.—p qui se trouve dans les autres termes. 


XXV. 


Conséquences qui résultent des formules précédentes (8), (9), par rapport 
à la précession des équinoxes et à la nutation de l’axe de la Lune, 

Si l’on fait, ce qui est permis, 

H — 9 K -+- M -- A cosg, N r- A sin g-, 


.savoir 


N 


A H - 2 + M )» + N’, langg: = , 

♦ 

et qu’on mette i au lieu de cosw, on aura, en négligeant fx vis-à-vis de 1 , 

3A/ 3NsinnT-, 

T: — rs— T. -rr cos(Ç — e 4-grj H jpi — V, 


t — n — 


4 (//-//) H 
3(11 -9K + M 


411 


4H 


..‘Jv- 


3 Ai 


Tu-^ — sin(Ç — £ H- g-) (*‘i. 

itHcinvrr O'' 


4(jüt— /^)Hsin?n 


(*) Le proci'Mlé d’intégration employé ici par l^grange est tout à fait défectueux ; la substi- 
tution de ü à TT, avant l’intégration^ ne saurait effectivement être regardtV comme légitime. 

[Note de r Éditeur,] 

(** ) n y a, dans le texte primitif plusieurs fautes de signes qui ont peu d’importance ; nous 
avons cru devoir toutefois les faire disparaître. [Note de V Éditeur. ) 

7 - 



52 


RECHERCHES 


D’où l’on voit : 

I® Que, si N n’est pas = o, l’inclinaison de l’équateur sera sujette à 
une diminution ou augmentation constante selon que N sera positive ou 
négative ; 

U® Que la valeur de ’x, c’est-à-dire la précession moyenne des é(|ui- 
noxes, sera 

3(H-?K-i-M) 

411 ’ 


1® Que le pôle de ré(juateur de la Lune décrira, pendant umï révolu- 
lion des nœuds de l’orbite par rapport aux nœuds de ré(|uateur, un petit 
«•erele dont le rayon sera 

3/1/ 

4 ( IJ- — P I H 

Mais, si [x -p, c’est-à-dire si le mouvement des points é(|uinoxiaiix 
de la Lune est égal au mouvement des nœuds de l’orbiU', comme l’a 
trouvé M. Cassini, les formules précédentes ne serviront plus; mais il 
famlra mettre d’abord au lieu de tsr sa valeur 


Tr'4- 


Mù 


cos( Ç' — e' 4- g]. 


et au lieu de vj sa valeur 

, 34/ . w , 

e 4 - j-î ■; sin(;l -•£ 4-iJ-i; 

4 (/Ji — p)\l sin?ïT ^ 

* 

on mettra ensuite s' — [xV au lieu de î, et Ç —pV au lieu de ;iprès 
(|Uoi, l'egardant (rx—p)V comme umi (juantilé infiniment p(Uit(‘, ou aura 


cos( Ç — £ 4 - j") - = cos(?'— s' 4- g) — {;x — p) V sin( — e' 4 - g , 
sin(Ç - i -h g) -- siiuÇ'— e'4- g) 4- {u — p) V ros(!;'— £' 4 - g); 

(>t les valeurs de £ (U de n deviendront les suivantes 


3Nsiim 34/ . _ 

-p- + pj-sm.Ç-£ + 


ÿ' 


V, 


3(H-2K4-M) 

“Th 


_ ^hi_ 

411 siim 


cosv?'- 
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D’où il s’ensuit que 

a^H-aK+M) 3A/ 




COS(Ç'~ c'4-g , 


4 H , 'illsinro 
et qu’il n’v aura plus «le nutation stînsihle dans l’axe «l«* la Lune. 


XXVI. 

Remarqiik. — il est hou «le iemai«|u«“r «|u«“, si l’en voulait appli«|uei' 
à la Terre r«‘^ar«l«^e eoinine un sph(''roi«l<‘ quel«‘on«|ue l«‘s l’orinules (8) 
et («)), il rau«lrait ell'aecr |»artoul les lettres M et N. La raison «le «•«•la est 
«|U«*, l’angle 0 n’«*lant plus alois très-p«‘til pai‘ rapport à v, il n«‘ s«‘rail 
plus permis «le mettre, eoinme nous l’avons l’ait, sin/y —e) «‘t eosfv — cl 
au lieu de A siuw — A eos'»» et «!«* \ siii'i) + A «‘««sm «laiis les «;xpr«‘ssions 
de K' et «le H'; mais il famlrail sul)stitu«*r pour A «‘l poni' A leurs vaùmrs 
r^rliele XIII (M) | ; e«‘pen«lant, «•omm«' les term«‘s venant «le ees snLstitu- 
tions seraient tous multipliés par sinao) on «'osaw, «ù «ju«‘ w sei’ail dans 
«•«* «’as l»eaueoup pins grand «pie V, étant i« très-peu près «lans !«* rapporl 
«le 27 à I , il est elair «pie ees l«‘rm«‘s |)ourrai«*nt étr«‘ négligés enlii'reiinml 
comme devant être, après l’intégration, considérahlement [dus p«‘lils 
«pie les autres. .M. d’Alemherl a l’ail l«' pi«‘mi«‘r «■«•ll«‘ importante «d»s«*r- 
valion, sans laipndle il eût été «■omme imj»ossil)l«i «l«‘ résoinire le Pro- 
l)l«‘me de la préc«'ssion des é«piinoxes dans la Terr«‘ consi«lérée eoniim* 
un spliérüi«l«‘ à méridi«*ns «lissemlilaliL's; mais ell«‘ n’a plus li«*u à l’éganl 
de la Lune, dans laquelle = V à peu près; «-t «•’«“st «•«• «pii l’ait qin- mis 
résultats «lilTèrenl un p«‘U «le «•«mx «l«i «■«* grainl (iéom«‘lr«‘, «•onm)«‘ «m va 
l«‘ voir. 

XXVII. 

ScoLiE L — Kn sulipo.sant la L«in«! Iionmgène et «le ligure elliptiipie, 
« omme dans l’Article XXII, on aura ( Article XII; 
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donc (Article XXVj 

ff—o, /j — H — aK 4- M ~ (eA'-t- eB' J, 4— 

I vJ 11 


doni 


3i{eA’-heB') 

^-'cosK — 6), 

T-ilJ. — p) 

V 3/(eA'-4-eB') . 3e(A'+B') 

e — ïî — //V — sin(C— êj, IX — — i 1 ; 

2{ix—p)sium ^ x 


oii l’on remarquera que cA'-t-eB' représente l’ellipticité du premier 
méridien, c’est-à-dire l’allongement de la Lune (dans le sens de la ligne 
qui joint le centre de la Lune et de la Terre à très-peu près), par rapport 
au demi-axe de la Lune; et que par conséquent le mouvement de l’axe 
de cette Planète dépend en ce cas uniquement de la quantité de cet 
allongement. 

Par la théorie de la figure de la Lune, on a (Articles XII et XXII) 


eB':= 


i5^T 

4p*ir 


a 36 

> 

I O ooo ooo 


et eA' = 79; 


or (p exprime le rapport de la force centrifuge à la pesanteur sous l’équa- 
teur de la Lune; donc, si l’on nomme f' ce même rapport sous l’équa- 
teur de la Terre,/' le rayon de la Terre, t, C les temps de la rotation de la 
Lune et de la Terre, on voit facilement qu’on aura 


TT y‘2 ’ 


•e qui donne 


/'• I, ■ 


mettant -yy- au lieu de f', — au lieu de 67 au lieu de et ~ 

J 1-* ^ 7 V 


au 


/' . 


lieu de y> je trouve 


? = 


63a6 


I ooo ooo ooo 



SUR LA LIBRATION DE LA LUNE. 


55 


d’où 


ek' = 


79 


I O ooo ooo 


et par conséquent 


eA'+eB': 


3i5 


I O ooo ooo 


donc 


47 * 

a — » 

‘ I O OOO OOO 


et, inuilipiiâiUcc nombre par degrés, on aura, en secondes, Oi" pour 
la précession moyenne des points équinoxiaux lunaires dans un mois 
périodique. 

Pour avoir la nutation, il faut multiplier o. par |>î'>’ 

simplement, à cause de a extrêmement petit. 

Or, en prenant pour la tangente t de l’inclinaisott de l’orbite lunaire 
tang 5 "()', et pour le rapport du mouvement moyen <les nœuds au mou- 


vement périodique de la Lum; 




je trouv»! la nutation de l’axe 


= et, divisant ce nombre par siim (en prenant pour®, 2 degrés, 

valeur moyenne entre celles de M. (lassini et d(^ M. Mayer), j’ai r’/j/i'i .V' 
pour la plus grande é(|uation de la précession. 

Selon M. d’Alembert (voyez le dernier Mémoire d»; ses Opuscules), la 
pi‘éc<‘ssion moyenne des é([uinox<is dans l’Iiypotbèse présente est seule- 

ment de - - — 1 et la nutation est aussi diminuée a proportion; 


c’est ce ()ui fait que nos résultats ne s’accordait point; mais j’ai donné 
ci-dessus (Article XVII) la raison de lîette dill'érence mitre les formules 
de ce grand Géomètre et les miennes. 


XXVIII. 

ScoLiE II. - Voyons maintenant quelle devrait être la valeur de 
cA’-t-eB', pour que la précession moyenne des équinoxes lunaires fût 
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égale au inouveinent des nœuds de la Lune; dans ce cas, on aura (Ar- 
ticle XXVj 

SiH-aK-f-M) 3/</ , 

IJ. 1--- P ~ — + . „ . - cos( c — e' 4- g-; 


i + cosir-e') ; 

’ siiinj 


e\'+eVi' 


3 I H — . «'OS if — t' \ 

sinro 


Donc, si l’on veut, avec M. de. Oussini, que le nœud descendant: de 
l’équaleur lunaire soit toujours au inênie point que le nœud ascendant 
lie l’orhiti* de la Lune, on fera e'— Ç', et l’on aura 


cA'-4-eB' 


I ooo 1)00 


I, dans ce cas, il n’y aura plus de nutation sensible dans l’axc'. 


XXIX. 


Scol.iK III. -- Au reste, quelle que soit la valeur de cA'-i-cB', pourvu 

uu’elic surpasse — ~ — > je dis que le mou veinent des éiiuinoxes lii- 

iiaires deviendra toujours de lui-mèine égal au mouvement des nœuds 
de la Lune; car il est clair qu’ou pourra toujours trouvm* un angle T— h' 
tel, que l’on ait 


e.V ^eW 


3 I 4- — cos(i:;' — t' 

sinnr 


donc lorsque les nœuds de l’équateur et de l’orbite, à force de s’éloigner, 
seront parvenus à la distance 'Ç — a' entre eux, le nœud de l’équateur 
recevra un mouvement égal à celui de l’orbite. 

Il est vrai que l’inclinaison de l’axe sera sujette à une augmentation 
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ou diminution constante, selon que £'> Ç' ou < Ç', en vertu de laquelle 
la valeur sinor changera un peu, et l’équation 

e A' + e B' =r - r . 

I sincT I 

cessera d’être vraie; mais elle se rétablira ensuite par la variation de la 
distance Ç' — e'. Peut-être poiirrait-on démontrer, par ce raisonnement, 
que les nœuds de l’équateur lunaire devront enfin coinrider pour tou- 
jours avec ceux de l’orbite. 

XXX. 

ScoLiR IV. — Un moyen d(‘ déterminer si le mouvement des nœuds 
de l’équateur lunaire est exactement égal à celui des nœuds de l’orbite, 
ce serait d’observer pendant une longue suite de révolutions de la Lune 
la quantité de sa plus grande libration en latitude. Car il est clair que 
cette libration peut être représentée sans erreur sensible par l’angle (jue 
nous avons nommé (p (Article XVI), à cause que l’inclinaison de l’équa- 
teur à l’écliptique est extrêmement petite; or f Articles XV.I et XIII) 

_ r sin(ü — e j siurt 4-X cost: siu(ti — e) sin--+-/ sin(u — ^cost: 

y/i-l-X’ — Ç) 

[en mettant pourX sa valeur isinfii “ Ç) 1* Uonc, si Ç = î, on aura 
. sin(v — ï) 

Smd/ : — — - , SIUTT l COSTT), 

y''i j’ sin’iK — $ ' 
et comme (Article XIII) 

U lon}{. ® i8o" et ’Ç = lou}?- Q> 
lorsque la Lune sera dans ses plus grandes latitudes boréales, on aura 

U — iSo* — 'C 90", 

savoir 

V — Ç = 270® et sim J — - — 1 ; 

on trouvera de même sin(ü — Ç) = i pour les plus grandes latitudes 
VI. 8 
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méridionales; donc la libration totale en latitude sera 


sinir 4 - 1 cos TT 

2 — > 

4- 

Cf! qui va à I environ du rayon de la Lune. Soit maintenant £> ou <Ç. 

il e.sl évident qu’après quelques révolutions de la Lune, on devra avoir 
£ ~ Ç 4- iBo"; et alors 8in«J/ sera égal à ^ 

siniü — i:) , . 

' ■■ - ( — SIU n 4- « eOSTT ), 

y/i 4- J sinMü — Ç) * 


el la libration totale égale à 

— SinTT 4- / COSTT I , , . . , 

?. - soulenienl du lavon de la Lune. • 

v/i 4- 9 


XXXI. 

ScolieV. — Je finirai ees recherches par exposer une méthode par 
la(|uelle, ayant trois observations d’une inèine tache de la Lune, on 
pourra connaître la position de l’équateur de cette Planète par rapport à 
l’écliptique. Soient, comme dans l’Article XIII, v — iBo" la longitude du 
centre de la Lune el X sa latitude suppo.sée australe, U -- iBo^* la longi- 
tude de la tache et X — / la tangente de la latitude, dans une observa- 
tion (juclcoiKpie; il est facile de voir, en conservant les suppositions et 
les noms de l’Article II, que l’on aura 

x JC y y . Z Z . 

r "t - — — rosy, ^ . - •- sm;;, — - /.; 

v'x’4-e’ P VX’4 -k’ P y^.r“4-,>'* P 

et de même 

>■ — V , Z -- Z . , 

v/iÆ' — X)' 4- (,r — Y )’ — \y 4- (r — VV 

01 * 


(■V — X)’ 4 - Ij' — Y )• — x'‘ -f-/'' — 2.^X — ?.yY ~ j»^ — 2j"X — zy V, 
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à très-peu près; donc, en négligeant les carrés et les puissances plus 
hautes de X, Y, aussi bien que leurs produits, on aura 


v(j:-X)’+(r-V)’ P P P‘ P* 


r Y r’Y , Xslnw — Ycosü 

• 1 SlllU -+- COSW -^-1 


en incitant siny et coso au lieu de par conséquent, si l’on (ait 


sinü sinu — S, 


on aura l’équation 


pS 

COSV 


Y cosw — X sinu. 


On trouvera de la même manière 


z-Z 


Z Z zx\ zrY 


,(x-X)’ + (7-Y)» P P P’ 


Z "k 

= X h - (X cosv - 4 - Y sinv) — > - - / (hypotlièse); 

P P 


ce qui donnera 

(^) 


Z — ç>l 


■ X cosu 4- Y siny. 


Il faut tirer de ces deux équations les valeurs de X, Y, Z; et pour cela 
on remarquera que, r étant le rayon de la Lune, on aura 

X»4- Y’4-Z»:^.r% 

et que 

(Y cosu — Xsinu)’ -+- (X cosu 4- Y sinu)’ X’ 4- Y’ = r‘‘ — Z’; 


on aura donc 


r’ — Z* = 


(Z-p/)' 

V 


p^s» 
cos* U 




8 . 
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d’oii l’on tire 

7 p/4-/lX 

4 = ^ 

I 4- A* 

• « 

en faisant, pour abréger, 

A=y/(I + V) 

Ayant la valeur de Z, on trouvera aussitôt celle de X et de Y par les 
équations (i), (2), car 

V Z — p/ £J ,, Z pi . O 

A". — COSU — pS langu, Y SI nu -f- P s. 

(Jiî fera le même calcul pour chacune des deux autres observations, 
et l’on appellera X', Y', Z'; X", Y", Z" les valeurs correspondantes «le 
X, Y, Z. 

Maintenant on a [Article VI, (D)J 

Z^rsinp,. \ = rcospsinq, \ = rcospcosq; 

de plus, en combinant les deux premières formules ((^j, 

siiil* - sinp cost: h- cosp sinç' siiiTr 

— siny» cosTT cosp sln^ cose sinr — cosp cosq sine sîiitt, 

en mettant, au lieu de q', q — donc, substituant pour siii/;, eos/ysiu<y, 

Z Y X 

vospcosq leurs valeurs —•> on aura 

(3) /'sinP ~ Z cosTT -t- Y cose siUr — X sine sitiTT 

et de même pour les deux autres observations 

4) rsinP = Z' cost: -f- Y' oosesiu;r — X' sine sinrr, 

; 5) rsinP — Z" cost: Y'cosesinTr — X"siii e sin?:, 


en supposant que la position de l’équateur demeure la même. 
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Retranchant l’équation (4) «le réquation (3) et l’équation 
l’équation (4), on aura deux nouvelles équations 


(6 (Z — Z' ) cosTT -4- ( Y — Y',) cos'£ siiiz — i \ — V ) sine sîiitt n, 

( 7 ) (,Z'— Z") cosrr -+- ( Y'— Y")ros£ siiiTt — (X'— \")sin£ siiirr ~ o. 

d’où l’on tire 

(X— X'isiiu- (Y — Y')cos£ oostt __ ( X' - X"i sine — i Y' - Y" 
Z- Z' siiiTT ■■■ '' Z' -Z" 


et par conséquent 



Y' — Y" 
Z'— Z" 



X' 

Z' 


('.oniiaissaiK c, on trouveia n par la tormule 


Z' ^ Z" J ' 


Z - Z' 

■* (X-X')sine-(Y- Y')fosë’ 


Ui 

(■), de 


I f‘OS£ 
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CHAPITRE PREMIER. 

FORMULES (ÎÉNÉRALES POUR LE MOUVEMENT DES SATELLITES DE JUPITER. 

I. 

SoitMit noiniués : 

/■ !<' rayon verlour l’orbite d’un satcdliU; (|uel(‘onque projetée sur le 
plan de l’orbite de Jupiter; 

P la tangente de la latitude du satellite par rapport à ce même plan; 

F la force que Jupiter exerce sur le satellite à la distance i . 

On aura la distance du satellite au plan de l’orbite de Jupiter égale à rp. 

Donc la distance du satellite au centre de Jupiter sera rsj i p^. 

Par conséquent la force par laquelle le satellite est poussé vers Jupi- 

, F 

ter sera — 

r^(i 

Cette force peut être regardée comme composée de deux autres : l’une 


9 - 



68 


RECHEHGHES SUR LES INÉGALITÉS 


parallèl»^ au rayon vecteur et égale à j-; l’autre perpendiculaire 

au plan de l’orhite do Jupiter et égale à 

y(i 4- p'‘Y 

Or on peut, en général, réduire les forces perturbatrices du satellite 
à trois forces uniques, dont : 

l.a première, que j’appelle R, soit parallèle au rayon r; 

La seconde, (|ue j’appelle Q, soit perpendiculaire au rayon vecteur, 
et parallèle au plan de l’orbite de Jupiter; 

La troisiiiine, que j’appelbi P, soit perpendiculaire à ce même plan. 

Donc le sat(dlite sera sollicité, dans les directions dont nous parlons, 


par les forces 


- --4- R, 


dont les deux premières déterminent le mouvement que le satellite doit 
avoir dans le plan de l’orbite de Jupiter, ou pour mieux dire, parallèle- 
• ment à ce plan. 


Lola posé, soient : 

t le temps écoulé depuis le commencement du mouvement; 
'j? l’angle décrit par le rayon r durant ce temps; 
l’élément du temps dt constant, c’est-à-dire, ddt ~ o. 


On aura pour la vitssse circulatoire du satellite, parallèlement an plan 
d(ï l’orbite de Jupiter, d’où résulte la force centrifuge 

P 

laquelle étant retranchée de la force — ^ 4- R, on aura la véritable 


i-Yi+p^y 


force <jui tend à diminuer le rayon r. 

Donc, par le principe des forces accélératrices, on aura 


(A) 


d^r 

(IP 



rYi-hp^y 


rd^ 

~dF‘ 
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.Maintenant on sait que, si la force perpeinliculairc Q clail mill»*, le 
rayon r décrirait des aires proportiosnielles aux temps, de sorte (|ue l’on 
aurait, à cause de dt constant, 



mais la force Q fait parcourir per|>endiculaircm(‘nt à r l’espace Q^//* 

v '^ (.1 '-J 

pondant le temps dt\ donc le secteur ----- croilra pendant ce tt'inps de 
la quantité par consé((uent on aura ré(|uation 


d(r-d(^)- QrdP. 


dont l’intéj'rale. <'n ajoutant cdt, est 


d’oii l’on tire 
K 


r’d<^ - cdt -I- dt I Qr</t; 




,/<p c + fQrdt 
dt r- 


Kntin ou aura, en vertu de la force perpendiculaire an plan de l’or- 
bite de .lupit(M', 


d^pr) _ F/> 


dP 


- + P, 


/■■il -h p- 


OU bien 


d^p /.dpd/' pd^/- Vp I* 

dP rdP rdP ^ 

H' ï 4- p‘) 


d’où, en mettant pour sa valeur 


dŸ 

dP 


F |{ 


;•’( I -l- p^ 


/■ 


tirée de ré<juation fA), et effaçant <‘e (pii se détruit, on auia réipiation 
suivante 


(C) 


d'‘p d<f^ 7.dpd/’ F — \{p 

dp P Jp^ -~r<ÎP^ 
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rkchkhchës sur les inégalités 


III. 


Les équations (A), (B), (G) donneront r, et p en L ce qui suffira 
pour laire connaître le lieu du satellite à chaque instant. Que si l’on 
voulait connaître la figure même de l’orhite qu’il décrit, il faudrait éli- 
miner des équations (A), (G) l’élément dt. Or de l’équation (B) on tire, 
après quelques réductions fort simples, 

</<= ; 

- 1 - 

donc, si Ton substitue cette valeur dans (A), ((Ij, et qu’on tasse pour 
plus d(^ simplicité y a, on aura, en prenant (h conslanl, 

r (Jr 


il' U 


I''( I + p'Ÿ t K r' + Q 


r/9 


~ O, 


( c] 


+ l> -+ J ‘ — —O. 

”9 c‘ -h 9 . 1 Q r^d<p 




Supposons pour un moment que les forces perlurhatrices P, Q, R 
soient nulles; on aura par l’équation (e) 

(ht) 


dont l’intégrale (>st. coiiiine on sait, 


ou hien 


P — G sin<p ■+■ Il foscp, 
P — Xsin((p — £), 


/ et ê étant deux constantes arbitraires. Gette dernière expression de p 
fait voir que l’orbite est toute dans un plan fixe, dont la position dépend 
des (juantités X, s, qui expriment, la première, la tangente de l’incli- 
naison, et la seconde, la longitude du nœud. Retenons maintenant cette 
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même expression de p, et supposons, ^ cause des forces perturbatrices, 
X.et t variables; on aura 


dp- (/Xsin((p- £) - 4 - Xcos(<p —£)(</()) - di). 

Or, afin que le corps puisse être regardé comme se mouvant réellement 
dans le plan déterminé par X et £, il faut (|ue la valeur de dp soit la inènie 
que si ces quantités demeuraient constantes, c’est-à-din*, (|ue 


donc 


dp-r X cos(ç — e)df; 
</Xsin((p-- £) = Xcos(9— i) dt; 


par conséquent, à cause de d'p constant. 


d‘‘p 

df^ 


Xsin((p — £) 


X(h 


sin (9 — £ ) f/9 


et 


d^p _ Xde 

d<ji^ ■+■/'— ^ _ J ) ’ 


On réduira ainsi l’équation (c) ci-dessus à deux équations du premier 
degré, qui donneront X et s en «p; d’où l’on connaitra la variation de l’in- 
clinaison de l’orbite et le mouvement de la ligne des nœuds. C’(‘St ainsi 
que la plupart des Géomètres en ont usé jusqu’ici dans la recherche des 
orbites des Planètes; mais il nous parait plus court de chercher directe- 
ment la latitude p par une seule équation, d’autant plus (jue les quan- 
tités X et £ s’en déduiront plus aisément; car, puisque 


on aura 


p --- Xsini,9 — £), 



f/9 


Xcos(9 -- £), 


tang(9 — £) 


Pjlî. 

dp 


On pourrait faire une pareille transformation sur l’équation (aj; ce 
qui réduirait l’orbite à une ellipse dont l’excentricité et la position de la 
ligne des apsides seraient variables, ainsi que M. Newton l’a pratifjué 
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par l•appol•t à la Lune. En effet, si l’on suppose d’abord 


Q O, R 1= O, — O, 

ré(|uation [a) devient 

rf’M F 

dont l’intégrale, étant mise sous cette forme 

F 

^ — pcos(9 — a), 

donne une ellipse dans laquelle — est le demi-paramètre, l’exeeii- 

(ricité, et a la longitude de l’apside inlerienre. Qu’on regarde mainte- 
nant P et a comiin* variables, et (jii’on suppose, par une raison analogin' 
à e(dl(f (|ue nous avons expli((ué<^ ci-dessiis, 

<hi - - • P siu''9 — «) r/c^. 

on trouvera 

r/pcos (9 - a' -t- P sin( 9 — aW/a o, 

<l‘u F pf/jt 

-, - 4 - K — - — , • 

do- c‘ COS (9 — a}(l'^ 

Ainsi ré(jualion (a) se réduira à deux écpialions du pri'inier degré, d’oi'i 
l’on tirera aisément p et «. 

IV. 

Les ol)S(U‘vations nous apprennent que les inégalités des mouvenienis 
d(;s satellil(*s <le Jupiter sont très-petites, aussi bic'ii (jue les inclinaisons 
de leurs orbites, |)ar rapport à l’orbite de cette Planète; d’oii il suit que, 

si l’on nomme a la valeur movenne de r, a la valeur movcunn; de 

' . • (Il 

c’est-à-dire la vite.sse angulaire moyenne, et qu’on dénote par n un coef- 
ticient très-petit, et par æ, r, = des quantités variables, on aura les ex- 
pressions suivantes 


r zn a^i -t- «.r ), 9 — p nz, 
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fi y' * 

où l’on remarquera que les valeurs de a; et de ^ ne doivent contenir 
aucun terme constant; autrement a et |jl ne seraient plus les valeurs 
moyennes de r et de ce qui est contre rhypothese. 


V. 


Substituons maintenant ces expressions de r, cp, p dans les é(jualions 
de l’Article II, et négligeons les termes <jui se trouveraient multipliés 
par des puissances de n plus hautes (jue parce qu’une plus grande 
exactitude serait superflue dans le sujet que nous traitons; nous chan- 
gerons d’abord ré((uation (A) en celle-ci 


ou bien 



— (I — xnx -f- I (i — 

«• 


Z^‘ ' 4 - It 


— 0(1 


n.r 


+"47 f)’ 


na 


d^x F 

T/F 


F / F \ F . 

(( tj? — n[ - - a tj.^ 1 X H- { 3.r'* — ' z'^ 


r». n a u. 


•ft . 


■1 

'yjiUiux — 
( t 


, dy' 

nUi- , h H O. 

dr 


Si n était = o, on aurait 


^ a -y l{ rrr. O ; 

a- ‘ 

donc, n étant trés-petite, la (juantité 

F 

- — H 

devra l’étre aussi; de sorte qu’on pourra supposer 

F F 

a u" -f- R M — X. 

a* ^ 


VI, 


lO 
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Cette substitution faite, on divisera toute l’équation par na, et l’on 

F 

aura, en mettant pour plus de simplicité/ au lieu de —■> 

— - ( 2 /- 1 - />■*) ^ -- +/X nf{3x^ - fz’) - ^ »• 


VI. 


L’équation (B) deviendra, par les mêmes substitutions, 


dr 


r c fQt* n.r )</<! 

H- ï (i — 

L<* . J 


x -+- '.\n‘x'‘) 


Si n était = o, on aurait 


^ {idl ail. — 


supposons donc 




C F 

0(i -f- nx] dt — afx h w— Y ; 

^ ^ ^ ' a (t‘ 


on aura, après les réductions, 

^ ’+'/V -H ^nixx‘ — 9.nfx\. 


VU. 


Entin réciuation (C) se cbangera en celle-ci 


d^z j dy'\ dzdx 


I»- 

U' V -h nx^ 


et l’on prouvera ici, comme on a fait ci-dessus, <ju’il faut (|ue la (jiian- 
lité P soit très-petite de l’ordre n\ c’est pourquoi nous supposerons 

P — M R Z F 

= n—l, 

I -I- nx 


d’oil nous aurons l’équation 


r/»2 

di^ 


-f- [J.^Z -y- fl 


dy' dzdx 

^xnyLZ 4 - 


dt^ 


1 ^- O . 
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VIII. 


Voilà les formules par lesquelles on pourra <lélerniiner les inégalités 
des satellites de Jupiter, dès qu’on aura trouvé les valeurs des quanlités 
X, Y, Z qui résultent de leur action mutuelle. 

Pour rendre ces formules encore plus commodes pour le calcul, nous 

substituerons dans celles dc^s Articles V et VII la vabmr de ^ tirée de 
l’Article VI. 

De cette manière, on aura, en négligeant toujours les termes affectés 
(b‘ n*, «%..., 


(D' 


(li 


(F) 


7/F 


-4- (3/7.'^ — 

— 3/) — I nfz^ -4- i\nafx\ 



O, 


<ly 

fi 


4- -ifxx /'Y — 3nixx^ -h 9.nf x\ -- o, 


d'^z 

77F 


H- fj/^Z -} // 


^/i [j:^zx 4 - 2// 


dz dx 
~d~ 


4- n u. f Z V 


- O. 


(f y* , ^ 

Nous avons dit (jue les valeurs de .r et ne doivent renlermcr aucun 

terme constant; on rem[)lira c<*s deux conditions par le moven des con- 
stantes/ et c. 


CHAPITRE II. 

DKTEIl M I NATION I)KS FOHCES l> K «1 C K B AT H II, ES DES SATELLITES DE JCI'ITEB. 

IX. 

Soient : 

V la masse de Jupiter, 

< 2 - , la masse du premier satellite, 

©2 la mas.se du second .satellite, 

©3 la ma.sse du troisième satellite, 

C, la ma.s.se du quatrième satellite. 


Il) 



RECHERCHES SUR LES INÉGALITÉS 


7 « 

Supposons de plus que toutes les quantités que nous avons nommées 

r, p, (f, F, R, Q, P dans le Chapitre précédent, soient désignées ici, 

relativement au premier satellite, par 

/)„ 9,, F„ R„ Q,, P,,. . 

relativement au second satellite, par 

rj. Pli fit F,, R,, Q2, Pj,...; 

relativement au troisième, par 

r;i, P'it fit F3, Rj, Qaj^Pa»* • 'î 

(U relativement au (|uatrième, par 

Pit fit l'it R4, Ot, P», • • • • 

En général, nous conserverons toujours dans la suite les noms donnés 
dans les Articles précédents, avec celte seule dinèrence (|iie nous mar- 
(|uerous les lettres d’un trait pour le premier satellite, de deux traits 
pour le second satellite, etc. (*). 

Enfin nous dénoterons, pour plus de simplicité, la distance entre deux 
satellites (|uelcon(jues, c’est-à-dire, la ligne droite (pii joint leurs centres, 
par A(/‘, /■); r, r étant les rayons vecteurs des deux satellites; ainsi la 
distance entre le premier et le second satellite sera désignée par A(/-, , r.^], 
la distance entre le premier et le troisième par A(r,, rj), et ainsi des 
autres. 

X. 

Cela posé, il est visible : 

i” Que le satellite ©, est attiré vers Jupiter avec une force 

Tu 

r\{x'^yS' 


(*) Il nous a paru indispensable, au point de vue de l'exécution typographiciue, de rein- 
;>!aeer les traits par des indices en chiffres arabes. [Note de l'Éditeur. ) 
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et qu’en même temps Jupiter est attiré lui-même vers le satellite avec 
une forte 


€, 

rî(i4-7;)’ 


d’oii il suit que la force totale ([ui tcntl à rai)pro('lier le satellite de Ju- 
piter est 

/•Mi +//?)’ 


(.ette expression doit être comparée avec l’expression de la force centrale 
(Article I), c’est-à-dire, en la rapportant au premier saléllile, 

avec ^ — T-) ce qui donne d’abord 


F, €,. 


2” Que le satellite est attiré vers le satellite avec une force! 

_ a. 

A{r„ /■•;)•’ 

laquelle, peut se décomposer en deux autres : l’une dans la dirtîclion du 
rayon mené du satellite ©, à Jupiter, (|ui sera 

® 2 /’i V I -t- P J 

A (;•,,/•,)’ ’ 

l’autre parallèle au rayon mené du satellite à Jupiter, et qui sera 


Q- J /’i y/ I -l- pi 

A(/',, /•,;•’ 

De plus le même satellite ©, doit être regardé comme attiré [)ar une 
force égale, et en sens contraire, à celle avec laquelle Jupiter est attiré 
par le satellite © j, c’est-à-dire par une force 

/■;(i-H/>î)’ 


et dirigée parallèlement au rayon mené de ce dernier satellite à Jupiter. 



78 IIECHEKCHES SU» LES INEGALITES 

Donc l’action du satellite C2 produit dans le satellite C, deux forces : 


I + p', 

Â(r„ r,)’ 


dii ij^éc vers Jupiter, l’autre 


(£ r J 

) A(r„r,;VJ 


dans une direction |)arallèlc à celle qui va du satellite C2 à Jupiter. 

'V' Or la force 

y/i + />? 

A (Cl, r,f 

se décompose en deux autres ; l’une perpendiculaire au plan de l’orbite 
de Jupiter 

©jCi/», 

Air,, rO’’ 

l’autre parallèle au même plan dans la direction du rayon r,, (|ui sera 


C ■, /'i 

Air,, r,)’ 


Pareillement la fon’c 


F ' __ 'jV 


se cliange en deux autres forces : l’une perpendiculaire au plan de l’or- 
bite de Jupiter 

®.| 


rlii-hpiy 


(C|, l't 


et l’autre parallèle à ce plan, dans la dircîction du rayon a. 




Entin cette dernière force se décompose encore en deux autres : l’ime 
dans la direction du rayon r,, avec le rayon fait l’angle 92—15?,; l’autre 
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perpendiculaire à cette direction; la première sera exprimée par 


la seconde par 


@3 


\ 

r2 

n 

C0S(<P3 — cpi). 

rUi-vplY 

A(r„ 


I 

r. 

- 1 

sin(9, — 9, ), 

rlii-hplY 

Â ( /'i , 

"‘■J 

er l’angb! y, 

, au 

li«Mi que nous 


(Article II) que la force perpendiculaire Q tendait à aujtnnoiler 
l’angle f; c’est pour(|uoi il faudra la prendre négativement. 

4" Comparant donc toutes c(‘s forces avec h's forces R, Q, P f Article I 
ou bien R,, Q,, P, (Article! IX), on aura en consé<|iience de l’aclioii du 
satellite les expressions suivantes 


II, ^ 

@2 

"e, — i\ 008(9.3 - 

— 9, i ros( 9..— 9, )'] 

. -f- . , . . 1 y 



A(o„ 0-3 )’ 

ri i+plYi 

Q, - 


"r, 801(9.3 — 9,' 

A( /•„ 

_ l, 




/•;; 1 )■ J 

P, = 

€3 

-- 

P‘ l 



A /•„ 


. «le la 

1 même manière les expiessions d«‘s forc«‘s R,, Q 


en tant (|u’elles résultent de l’action des satcdlites ©3 cl C »; <•! il est claii' 
que l’on aura bîs mêmes formules <|U(! ci-dessus, (“ii mar(|uant senbunent 
de trois traits ou de quatre traits les lettres qui sont inanjuées de dmix 
traits (’). 

XI. 


Si l’on veut avoir égard aussi à l’action «lu Soleil sur le satellite C,, 
on nommera : 

© la masse du Soleil, 

<î, la distance du satellite Ci au Soleil, 

p, le rayon vecteur «le l’orbite du Soleil autour «!«• Jupiter, 

ip la longitude du Soleil vu du c«‘ntr«* de %’ \ 


( * ) Voir la Note de la i)age 7G. 
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et il n’y aura qu’à mettre, dans les expressions de R,, Q,, P, de l’Ar- 
ticle X, O au lieu de ad lieu de A(r, , r^), p, au lieu de r^, ip au 

lieu d(! fg, et supposer = o. De cette manière on aura, en vertu de 
l’action du Soleil, 


R, - ■ © I — ~ Y — Y>J — Y' ) 1 

o''.‘ pî r 


nP' — ? |) cos(tj> — cp,) " 

sim 


Q, — © | >i sin('|/ — y,] _ sin(>|/ — y.) 


P. rrz © 


l’i />! 


XII. 


Donc, en joignant ensemidc les forces qui proviennent de l’action des 
trois satellites Ca, © 3 , C*, et du Soleil sur le satellite C,, on aura les 
valeurs complètes de R,, Q,, P, exprimées de la manière suivante 


@3 


Q,^ @3 

-f- (2-4 

-h © I 


r, — fiCosifi- 

-9,) , cos(92 — 9,)' 

A(r,,r 3 P 

' a 

/i(i -^plŸ 

r, — l’s cos (9., - 

-9,) 005(93 — 91) 

A ( , ; 3 )•’ 



'1(1 + p‘,Y 

>> — C4 ros (94 - 

-9,) 1 008(94 — 9,) 

A (Cl, r»)" 

-- 


r\ (I -¥-p\ Ÿ 

>, — p, C.OS( 4 ' - 

- 9,) ^ cos(v}> — 9,) 


' 2 

Pi 

■/’jsinl 92 — 9,) 

sin(92 — 9,)q 

A(r,, /•,)’ 

- 


'H' + plY J 

■/■3sin(9, — 9,) 

sin (93 — 9,)1 

A ( /•, , r, 

'1(i+/'’3f J 

1 

C 

sin (94 — 9,)1 

A(r,, r,)’ 

ri il pif J 

>4sin(tJ/ — 9,) 

sin(<p — 9,)! 


PÎ J’ 


J' 
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r, />. — Cj/Jj 

P» 

A(r,, rj)’ 

'• 5 (' +P3)’ 

r.Pi — C3/>3 

p. 

A(/-,,r3? 


r, p, — '•4 />. 

P‘ 

A(r,, n)' 



4 o^. 
(î: 


TelUvssonI les expressions «les (bcees perturbalriees «lu salelliU* 

(l’oii il est lacihî de «hbliiire celles des trois autres salelliles (S-î, ©j, 

Kn effet, un peu de rétlexion sullit pour faire voir «pie l«*s «pianlitiis R,, 
Qi, P, «leviendront Ra, Q^, P.^, en inanjuant seulement de «leux traits les 
lettres qui sont marquées d’un trait, et réciproquement (*); ainsi l’on 
aura pour les forces perturbatrices du second sateHit«‘ l«‘s «'xpr«‘ssi«(ns 
suivantes 


R,-- a, 

+ ©4 


r fl — r, cos( 9 i — ç-, ) _ £ps(_cp^— 1 

L J 

[ f, — ■ r, cos ( cp, — cpb ^ co s ( cp , — cf\ , j 

-ai,-,;..)'-- 




co s ( cp , — (f \ , ■ 

..2 , _ 1 _ W’ 


fj — p, cos{ (j' — 9^) , ( 4' ~ ) 


r /■, siri( 9 , — 93 ) _ sin( 9 i — 9 ;) 'j 

L /•U' + pî)U 

f? r ?■ — 9 -i) _ sin( 93 — 9 ») ’l 

L ,.=^(, 4 -^ 5 /J 

«T r nsin (94 — 9 - 4 ) __ sin :94 — 94 T ] 

rp,sin :(|^- 9 ,) siri(i| - 9 ,) I 


(*) Voir la Note de la page yO. 
VI. 
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P, = € 


[ClPlIZJlPl ^ I 

I A(r„r,)’ rj(n-/)î)^J 

1 /’5('+/>n0 

r , pl 1 


>']{' + P. 



On aura pareillement les expressions de R,, Q,, P,, et de R,, Q,, P^, 
en marquant successivement de trois et de quatre traits les lettres qui 
ne sont marquées que d’un seul trait dans les expressions de R,, Q(, P,, 
et réciproquement (*). 

XIV. 

Il reste à chercher les valeurs des quantités A(/‘, .Tj), A(a,, r,),..., 
qui expriment les distances entre le premier sat<dlite et le second, entre 
le premier et le troisième, etc. (Article IX). Or il est facile de trouver 
(|u’on aura 

A(/’,, >-,)= = (/■,/?, - r,p,y 4- [/•,sin( 9 ,— cp,)]’ + [r, — r, cos((ï>, — 9i)J^ 

— r]ii+p]) — ‘xrt r,[cos((p, — cp.) -l- p,p,] 4- /^(i 4- pl)-, 

donc, tirant la racine carrée, 

A( /■„ r,) =3 ^rï(i 4- p]) — o.r, r, [cos( 9 j— cp,) 4- p,pï] + r\{i pD . 

On trouvera pareillement 

A(/n, r,) — s/r]{i 4- p]) — 9.r, r,[cos( 9 ,— cp,) 4-’7.>TI + /'Ui +71). 
et ainsi des autres. On voit par là que 

Air,, r,)r:= A(r„ m, 

car l’expression de cette dernière quantité demeure la même, en chan- 
geant r,, /),, (p, en /*,, p^, et réciproquement; ce qui est d’ailleurs 
évident. 


{*) r oir la Note de la paj<e 7O. 
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XV. 

Pour avoir maintenant la valeur de il n’y aura qu’à changer, dans 
celle de A(r, , r.^ en p,, -pj en ({;, et eiïacer la quantité /Jj (Article XI); 

on aura donc ainsi 

\J r\{i + p\) ~ ?.r, p, cos( ^ p]; 

on trouvera pareillement 

' />j[— 2rjp,cos'(i|/ — 9,) 4 - p’, 

et ainsi des autres. 

XVI. 

Nous avons supposé (Article X) que l’attraction de Jupiter sur les sa- 
tellites était exactement en raison inverse du carré des distances; c’est 
ce qui n’est rigoureusement vrai <ju’en regardant Jupiter eomim^ un 
^lobe de densité unirorim;. 

Or on sail par his ohservations et par la Théorie que c(‘tte Planète est 
(a)nsidérahlement ajdatie; de plus il peut se faire (ju’elic ne soit pas par- 
tout de la même densité : deux circonstances (jui peuvent aussi inlluer 
sur le mouvement d(;s satellites, et aux<juelles il est hon par conséquent 
d’avoir égard ici. Pour cela nous supposerons : 1 " (pie la ligure de Ju- 
piter soit celle d’un sphéroïde elliptique peu dilférent d’une sphère; 
2 " que ce sphéroïde; soit formé d’une infinité de couches toutes sphé- 
roïdiques, et de d(;nsités dillérenliîs; 3” que l’équateur de Jupiter .soit 
dans le plan de l’orhite de cette Planète. 

Cette dernière supposition n’est pas tout à fait exacte; car on sait (jue 
réquateur de Jupiter est incliné d’environ 3 degrés sur le plan de .son 
orbite; mais l’erreur ipii en résulte est si petite qu’il serait .superflu d’mi 
tenir compte. 

Cela posé : soient A le demi-axe d’une couche quelconque, E son ellip- 
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ticitô et 1 ) sa densité; on trouvera par les Théorèmes tle la ligure de la 
Terr<î de M. Clairaut (§§ XXVI et XLVI, seconde Partie) que l’attraction 
<lc Jupiter sur un satellite quelconque produit deux forces : l’une, dirigée 
au centre de Jupiter, égale a 

,7^^^ I TdAV/A + ^ f Drf(A^E) I + f I)rf(A‘K); 

r‘ii-^p^)lJ 3 J ' j 5r*(i + p^yj 


l’autre, perpendiculaire à cette direction dans le plan d’un méridien, 


égale à 




(rs dénote ici la périphérie d’un cercle dont le rayon est égal à 1). La 
partie 

de la première de ces deux forces, étant réciproquement proporlionnelle 
au carré de la distance, doit être comparée avec la force ,777 
(Article X); d’où l’on aura 


V r.. acT / DAV/A -f ^ / D</{ A’E) • 


L’autre partie de la même force 


7; - A)rf(A*Ei, 

5r*(ï -}- J 


aussi bien que la force perpendiculaire 


5r^(i 4 - 


l)rf(A‘E), 


devront être regardées comme des forces perturbatrices, et par consé- 
(|uent décomposées suivant les directions de R, Q, P; cette décomposi- 
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lion ôtant faitft, on aura les deux forces suivantes 




I — 

5 r* , 

(l -4- /i 

dans la direction de la force R, et 


(I + ()■)■■• 


9. CT 

5r^ 




dans la direction de ta force P; donc, si l’on suppose 


/D</(A4î) 

A^l / DA’ JA 4- î /‘D Ji A’E)]’ 


les forces p(;rturhatric<‘s R et P, (jui résultent de raplatissenieni de Ju- 
piter et de riiétérogénéité de ses couches, seront, en général, 

. vK‘‘Tlf{i — ^p‘] P V T {ip — y.p^) 

Sr*{i-\-p^y 5r*(i4-/J)’' 

d’oîi l’on tire : par rapport au premier satellite, 


V A’ 2i'(i — 4Pi ) 
5;'|(i -f- />;)' 


v_A\ÎK^( 3/7, ■— 9 . !>])_ 
5;';(i + p\Ÿ 


par rapport au second satellite. 


vA’ jTIi — 4pj ) 
5r,](i -t- p\Ÿ 


i» - ^ . 

5r\{i-\-p\y 


ainsi des autres. 

Il n’y aura donc qu’si ajouter ces valeur- à celles des Articles XII 
et XIII. Au reste, comme raplatissement de Jupiter n’(!St (jue d’environ 

suivant les dernières observations, la quantité K sera fort petite, 

aussi bien (|ue la quantité v; de plus le ra[)port de A'^ à r'^ sera toujours 
exprimé par une fraction fort petite; de sorte que les forces perturba- 
trices dont nous venons de parler seront nécessairement très-petites. 
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Si l’on suppose D constante, on aura 

3E 


V = 


H-aE 


En général, quelle que soit D, on aura, par les conditions de l’équilibre, 
J'l)d(A^E)=^5A^(E-i6) DA’rfA 

(§ étant le rapport de la force centrifuge à la pesanteur,. sous l’équa- 
teur); donc 


à très-piju près. 


V-5E-I6 


XVII. 


Il faut inainlenant développer les expressions des forces perturba- 
trices P, Q, R, en employant les suppositions de l’article V. Pour cela 
nous remarquerons d’abord que nous pouvons négliger dans ce calcul 
tous les termes de l’ordre n'\ parce que les (juantités P, Q, R sont déjà 
elles-mêmes de l’ordre n, comme nous le verrons plus bas. Donc, met- 
tant premièrement dans lavaleurde A(r, ,r2) [Article XIVJ, au lieu de/-,, 
a, ( ( -h no!,), au lieu de p,, nz,; et de meme, au lieu de r^, «2(1 + /la?^), 
et au lieu de p.j, nzj, suivant ce que nous avons dit à l’Article IX, on aura 

A(/,, rj ~ ’inx^) — 2^/, nx^-h nx^) cos((î^ 2 “?!)■+■ (i4- 2/^/;J 

~ \/a] — cos(y.^ — cp,) -i- «J -h ^n{a]x^ -h — ^ina^a^[x^ -+-'^2) cos(y.^ — cp,) , 

d’où l’on tire, par les séries, 

I 

A(r ;7T* ~ iv, — tt) -+■ «n ’ 

- fl, (jî,4-x,) cos(t,-?,)] [«î—'.ii'///., cos(Ÿ.,-r, 

On trouvera de même 

[«î - 2 fl, flj cos (cp, - 1),) -H fl j]‘ * 

, S 

- 3// [rt^t',-4- a\x,- fl, fl,(x,-4- a;,) cos{f^— v,)] [«ï - 2 fl, cos(ÿ; - v.) + «î]' ' -h. . . . 
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Et pareillement 

= [«; - a a, «, cos(f , - ?,) -H «;]' ’ 

— 3rt [a|a;,-+- a\x^—a,a^ (x.-hx,) C 08 (y,- ly,)] [«j- aa/i, cos(?,- y,) -+- 


et ainsi des autres. 


XVIII. 

Mais il se présente ici une difficulté, par rapport aux quantités 

- A « 

L«î — 2a,a,cos(cpj— cp,) -+- «rj S [a? — aa, a, cosicp, — 9,) + a^f’, , 

c’est de pouvoir les réduire à une forme rationnelle, condition absolu- 
ment nécessaire pour l’intégration des équations des .satellites. 

Pour résoudre cette difficulté, on écrira d’abord les radicaux proposés 
ainsi 



et la question se réduira à changer en une fonction rationnelle une 
quantité de cette forme 

(1 — iq cosô -t- 

dans laquelle q est un nombre moindre que l’unité. 

Pour y parvenir, je remarque que la quantité i — 2ycos&4 q^ est 
égale au produit de ces deux quantités 

I — g(cos 0 4- siney--i), et i — ^(oose — sinô y — i ); 

je les élève donc l’une et l’autre à la puissance -- X, en écrivant au lieu 
du carré de cosSisinô^— 1 , cosaô ± sinaô V~ *• »’nsi de suite; 
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j’ai 

1 1 • (/ (cos0 ±; sinÔ y/— I j — I + Xg (cos0 ± sin0 y/— i ) 

-t- ^»(cos2 0d:;sin2 0\/— ij 

+ ^:tiM±ilç>{cos30±sin30v/=^)-t-... 

Soit, |)our abréger, 

. - X(X + l) . X(X + l)(X+2) -jn' ij 

I + ïq COS0 H — — • q‘ COS 2 O 4 - - ^ cos30 4- . . . = M, 

-, . A X(X4-ï) . * X{X “1“ ï)(X“4 2) . * 

Iq sin 0 H — — - q‘sm'26 4- - ^ ^ q^ sin 30 4- . . . = N; 


oi) aura 

[i — (/(cosO 4 - siu0 y/— — M4-N y/— I , 

• 

[ I — 7( COS0 — sinO y/— I )J~’' = M — N y/— 1 ; 

( I — -.y.q cosO + q'‘)-'- ;:i: (M + N v'— T) (M — N v'— >" ) -- M’ 4- IN4 


Or, si l’oii fait les carrés dés deux séries M et N, qu’on ajoute enscuiibb 
les termes qui ont le même coelïicient, et qu’on reinar(|ue que 

cosm0 X cosn0 4- sinm0 x siri«0 = cos(/n — n } 0, 

m et n étant des nombres quelconques, on trouvera 

— 2 ^ COS0 4- q^)-'- — A 4- B COS0 4- C cosaO 4- 1) cos 30 4- . . . . 


El les coelïicients A, B, C,... seront exprimés de la manière suivanU' 


4 1,7 i X 4- I )* , X*( X 4- I )^ ( X 4- 2 

A ,, , 4. 4 - -- </' 


„ , -XX-M X(X -4- I) X x -4- I (X 4- •->.] , 

B 2 X 0 4- 2 X q^ 4 - 2 - - 4 ; fj' 

* 2 2 2.3 ' 

X ( X 4“ I ) t X -4“ 2 ) X ( X 4- I ) ( X -f” 2 ) (X 4" 3 ‘ 

2 rr— ^ 7--' q' + . . . 


2.3 


2 . 3.4 


, X(X4-i) .^X(X4 -i)(X4-2) 

C 2 -4 4- 2 X- — -< -4- . . . ; 


2.3 


et ainsi de suite. 
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Au reste il ntî stu-a nécessaire que de eonnailre h's deux premiers coeC- 
tieients A, B, pour avoir tous les autres C, D,...; car on trouvera par les 
lorinules de l’AiTielt^ XXVI de la 'Pièce sur le mouvement de Suturne 
■ Prix ry/jS J f‘) 

r (I + — 2 X 7 A 

[‘î. — ï'.q- ’ 


n _ '*• ( — i I + >> i ^ ii 

P 3 1 1 + ) D — ^ 4 - X ( : 

■■ ■■ ’ 


et ainsi de suite 


XIX. 


roui consiste donc à déterminer l<‘s vahmrs de A cl B. Or, ilans la 
Théorie des satellites de Jupiter, la plus grande valeur de </ est d’envi- 
ron |, comnu! on le verra plus bas; donc y sera loii jours moindre (pie 
donc, si l’on tait ) == |, les suili;s A et B seront assez convergenl(‘s pour 
qu’on puisse se contenter d’un petit nombre de termes, tics snil(>s seront 
représentées, en général, par celle.s-ci 




C) 3,5 4t) 
4 i<> 3(1 


if 4- 


3 n 5 , (* 3.5 ^ 

■ </ 4- 7 • 7 - 0 ’ 4- 7 • - 7 ; • A <i 4- . . . , 

1 ’ 4 4 4 i(» (' 


dont les coelficients numériques sont très-aisés à calculer. 

Voici b's logarithmes de ces coellicients pour les didérenles pui.ssances 
de q qui entrent dans les deux séries dont il s’agit; les logarithmes (pii 
répondont aux puissances paires de q sont ceux des e(K‘nicieiits des ter- 
mes de la série A, et les logarithmes qui répondent aux puissances ini- 

B 

paires de q sont ceux des coelficients des termes de la sm ie — ■ 


(*) La pièce dont il es! ici (jueslion est le iMèmoire d’Euèîr inséré diin> le tome VII des 
Prix de P .Iradéinie Rnyiile des Srienres. (Ao/c de l hdileiii .) 

VI. 
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y 

0,170091 


1,047096 

y" 

i, 3 i 56 i 2 

1 

y’ 

0, 35a 182 

1 

y” 

• 

1,070577 

y” 

1 , 328976 

1 

0,44909'^ 


I ,o 94 o 58 

y- 

1,341 565 

i ''' 

0,540002 


1 , 116247 

y»‘ 

1 ,354154 

7‘ 

0,6 1-2949 

<r 

i,i 36436 i 

y- 

1 , 366 o 53 

7*' 

0,079896 

7 " 

','55741 ! 

y»“ 

1 , 377952 

<p 

0, 781049 

7 '' 

1,176046 1 

r/’ 

1,389233 

<r 

0,782202 

y" 

1 

t 

' , '9*775 ! 


1 ,400614 

't 

o, 8235()5 

y" 

1 

I, 210604 ! 

j 

y- 

1 

I ,4 I 1238 


0,864988 

<r 

1,226896 j 

r/‘ 

1,421962 

1 

y" 

0,899750 


1 ,243286 

y" 

1,432181 

y" 

0,934512 

y" 

1 ,268626 

y” 

1 ,4424^^0 

y" 

0,964475 

y’* 

1 ,273766 


1 , ^ 62 160 

<r 

0,994438 

<r 

1,288007 1 

y., 

i,46i9,>o 


r , 020767 

y’» 

1 ,302248 




Il ne s’agira donc pins que d’ajouter à chacun de ces logarithmes celui 
de la puissance correspondante de q, et de chercher ensuite le nombre 
(jui répond à chaque somme; on aura ainsi les valeurs d’autant de termes 

des deux séries A et ~ qu’on voudra; d’où Von pourra tirer pour A et B 
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des valeurs aussi approchées qu’on le croira nécessaire. Pour juger de la 
quantité de rapproxiination, on reniar<|uera <|ue les dilTérences des lo- 
garithmes de la Table précédente forment une progression décroissante; 
d’où il suit que, si après avoir pris la somme d’un nombre quelconque 

de termes de la série A ou — on regarde le reste d(' la série c(»inm(‘ une 

propression géométrique, l’erreur sera toujours moindre que la somme 
de cette progression. Au reste, dans le cas même on q sera la plus grande 

( ce cas est celui où q -- comme on le verra dans la suile ) > 

il sutlira de prendre les dix premiers termes des séries A et pour ;ivoii' 

les valeurs d(! ces coefricients en millièmes, c’est-à-dire aux dix luillièmes 
près, et en prenant encore trois ou quatre terim's, on poussera l’exacli- 
tude jus(|u’aux dix-millièines <*t au <lelà. 


\X. 


Ayant ainsi les valeurs des coelTicionIs A, B, (1,. . . de la suite qui re 
présente 

( I cosé -Jr q‘ < % 

on trouvera aisément ceux de la suite <|ui exprime 


(I — f.if eos6 -+- 

car, dénotant ces derniers par (A), (B), (Lj il faudra (|ue la série 

( A) ■+- ( B) cosO + (L) eos-’.ô -e . . . , 


étant multipliée par 


I -- f.q f'osO -h (j‘, 


devienne égale ii la série 


A -f B eos 0 -+- eos ?. 6 -v- . . . . 
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La multiplication faite, on trouvera, en comparant les deux premiers 
termes, 

A (IH- ç')(A) — ^(B), 

R ---(1 -i- q^)[h) — 9.q(\) — q({]). 

Or ((^) est donné en (Ajet(B) de la même manière que C estd(mné en A 
et H ; il suffira pour c(da de mettre dans l’expression de C, Article XVIII, 
(A) au lieu de A, (B) au lieu de B, (C) au lieu de C, et X 1 au lieu de X; 
ce (|ui donnera 

(H-y')(B)-'î(X4-i)v(A)_ 

"''^7l-X)(, ■’ 

donc, si l’on substitue cette valeur de (C), on aura deux équations en A, 
R, fA), (B), d’où l’on tirera 

I -h q'‘) \ H — ^ — q B 


( 14 - ^’)B 4 - 4 ^ A 

B^ -J. 

Connaissant (A) et (B), on connaitra tous les suivants (Article XVIII). 

XXL 

De (•(; qu’on vient d<i démontrer, il suit (ju’on peut supposée 

_ 

[rt/j — ?.rCrt 5 cos! (fj — cPi ) 4- rt’] ^ 

= !’(«,, (h) 4 - r,(«i, a.) cos(çj — cj>,} 

4 - r.(a,, a-j) CüS2! ®, — cp, i 4 - r3(a,,«,) cos 3 (9, — 9, j 4-. . . , 

.3 

— îairti cos! 9, — 9, ' 4 - «j] ^ 

= A(rt,, «a) 4 - A,(rti, a,} COSI92 — 9,) 

4 - A-i(rt|, rt,) (•üST!(9, — 9i) 4- A,(e',, «,) oos 3 ( 9 , -9,1-1-.... 

J’entends par 

l ( 1 1 { !, A((ï|, ^ 2 ), Al ( ^i, cti ) , A'.>( fc , ] , . . . 
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(les füiiclions données de a,, «i, dont on trouvera la valeur par les mé- 
thodes des Articles précédents. 

Donc, si l’on fait ces substitutions dans la (Quantité i Arti- 

cle XVII), et que l’on développ(( les produits des sinus (U des cosinus, ou 
trouvera 

Â(c,* r))’ ~ + r,(rt„ «,) cos(9, — 9,) -+- Titrt,, rtj) cos?. 9, — 9,) 


+ iMrti, 

aj) cos3(9., — 9,) -e . . . 


— inXi 

, 4 , \ A. fti) 1 

1 a; A (a,, a,) — 1 


— 3 nXi 

“ 21 , X ?Alrt,,a2)-t- A2(«.,«2) 

a; A, («„ «2) — rtirti ' “ 

ros( 9, — V, ) 

— 3 nXi 

, . , , A,(rt,,(?,'-c A,(c(,,a2) 

a; A, a,, a,) — a^Ui - — — 

ros?. (cp2 v 

— 3 nx 2 

r JA/ \ A 1 ^ ^ 1 , rt -2 ) 1 

ai A {a, y a,) — a,a^ 


— 3 nx 2 

[34, , 2A(a,,a.2)-f-A2U^i,a-) ' 

j cos(9, -■ 9, 

— 3 nx 2 

A, f «2) 4 - Aj («1, «M j 
a\ A2(ai, a,) — a^Ui 

cos 2 (92 — 9 

xxn. 


Soit fait, pour plus de simplicité, 

, rtia,A,(a,, a,) — A(rt,, «,) 

n(a„a 2 )— > 

„ , , rt,rt.,A..(a,, rtj) — Ai(a,, I/,) -I- ?aia.jA(rt,, «j) 

n, (a,, «î) • 

, «,«;A,(ai, rtj) — A,(rt,, -t- «.«iA.irt,, 

02(0,, «2)-- ’ 

,, , , a,n,\,l(Ji, d-}) — ?rtîAi(flfi,rt 2 -(-«i«>A,(a,,a 2 ) 

1 L(«.,« 2 )— — 


2 



9^ 


RECHERCHES SUR LES INÉGALITÉS 


Soit aussi 


^ a,a,A,(a„a,) — 2a*A(a,,«>) 

T — 9 


'F, 


a,a 2 Aj(a,, a^) — 7.a\ A, (a,, a,) 4- 2 a,ajA(a,, a,) 


^ «,rtjA,(a„a2) — 2a’A2(a,,«,) 4-a,a2A,(rti, rtj) 

“• ■" — — ’ 


^ «,a.jA»(ai, aj) — 2a’ Ajla,, «2 ) a,a2A2(«„ aa) 

T 3 \ ûl , Ü2 ) ■- — ? 


Ou aura la quaiililc . ‘ p exprimée de la manière suivante 

Uki /*i , t'i y 

rr- {i~- r(a,, a,) 4 - !',!«„ a2)oos((j>2 — q?, ) 4 - r2(«,, Oi) cos'.>.(cp2 — cp, ) 4 -. . . 

^ \ r, , r-i) 

4-3na:,[ll(a,,a2)4-lI,(a,,a2) cos((p2— (pO+lLlai.a,) cos 2 (92—9 , )4 ... | 
4-3«ar2['F(ai,a2)4-'F,(a,,a2) 008(92— 9. )+'F2 (a,, «2) 0082(92— 9, ) 4 -... |. 

On trouvera d(! mènu!, en ehangeant simplement en r\, a.^ en a^, 
fi en 9)3 et en a?,, 

Y,-, “-XJ '-'■T(a,, aj) 4- r,(a„ a.,! 008(93 — 9, ) 4- r2(a,, a, cos2(.93 — 9,) -4 . . . 

4-3rt.î7|[lI(a,, aj)+n,(a,,a3) 008(93— 9, ;4-Il2(ai, a.,) 0082(93— 9,. 4-. ..J 
-+-3/i4-3l_M''!«,,a3)4-'F,(a,,a,)oo,s(,9j— 9,)4-4^(a,,a3) cos 2 (93— 9,)-!-...]; 

»’l pareillement 

“*■ rt(«i. «>) 008(94 — 9,) 4- r2(a., a») 0082(9, — 9,1 4- . . . 
4-3;ta',[n(a,,a4)4-n,ia,,a4) oos(9«— 9,)4-na(a,, a ,) 0082(9,— 9,14-... | 
4 3Ha-4['F(«,,rt4)4-'F,(a,,a4)cos(94— 9,)4-'F,(a,, a ,) 0082(9,- • 9, .4-. ..J. 
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XXIII. 

Cola posé, on aura 

_Aj «i(i + nx,) 

A{r„r,)’ “ A(r„r,)> 

— a,[r(ai,aî)4-r,(a,,a,)cos(()>i— <p,) + r,((i„a,)eos7,(9,-- 9,) + . . -J 

4- nxtttt [ 3 n(a,, «2) 4-r(a„ a,) + [ 311 , («„ a,) 4- F, («„ a,)] cos(9i— 9,1 

4- [3II,(a,, a,i 4- Fila,, «2)] ms •.>.(92 - 9,)4 -. . . | 

4- 3 « ^^2 a, ( T ( a„ «2 ) 4- 'F, ( a, , «2 ) oos ( 92 — 9, ) 4- 'I' 2 ( a, , «2 ) cos 2 { 92 - 9 , 1 4 

On trouvera de la même manière 


/ -7^ =:a2[F{a„a,)4-F,(a,,a2) 003(92- 9, ) 4- F, (a„ 82)0082(92- 9,)4- . . .] 

’n f\y 

4- 3/ia;,a2[n(ai,a,)4-II,(a,,a2)oos(92 — 9 ,) 4 - n,(a„a;)oos2.i9, -9,14- 
4-/ia;2a2[3'F(a„a2)4-r(a„a,)4-[3T',(a„a2)4-F,(a,,a,)]cos(92- 9,) 
4-[3¥,ta„a2)4-F2(«„a,) 1 0952(9,- 9,) 4-. . .J. 

On aura ensuite 

— A (i _ o.na:, -h , . . 

r](i+p]Ÿ 

Donc 


A(r„ 02 1’ 


[y+plŸ 


- : ~ - aiï(a„ai) — a2Ï,(at,a^) 008(92-9,)- 'ijFjia,, 82)0082:92-9,)- . . . 
^2 

- 3 7 tXia 2 [ 11 ( 8 ,, 82)4-11,(8,, a, 1005(9,-9, 14 - 112(8, , 8 ,) 0082(92 -9,1 4 -. . .] 

— «.r, 4 - 3a2'F(8„o/2) •+ 82F(8„a2) 

[«2 

4- [3a,'F,(a„82,4-a2F,(a„82)]oos(92— 9,1 

-i- [* 38 , ^2 (a, , 82 } 4- 82 F, (8,, 8, ) J oos 2 f 9, — ' 9’ : * * * j * 
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Celle quanlilé étanl multipliée par cos((p2 — y,), on aura 


r, (:o.s( 9, — cos (9, — y, ) 




«aF, I a2T2{a^j a:) -h 2a-jTiài, (h) i 


t cos((pj — 9,) 


^XiFsla,, a^) 4 - «aF.trt,, < 7 a) 


ros?,((pj — 9,) 


nxi ôa^ ^ hôüj rüs(92 — 9, 


3^,. 0,082(9, - 9,)4-.. 


3a2W^{a^, 4 - a,r,(rt,, a,) 


/. rri4-2Tia,, ^ï,' rî(^,, o/.,.4- ?.r(a,, a,) 2 \ 

+ ( • — + «= , -+' ^ ?■ 


MC(a„ fl,) («,,<!,) Tala,, «!) + r,ia,, rtj!\ 

3rt, — ^ \-a, — I ros2i9, — 9,) 4- 


Kuliu, mulliplianl la même quaulité par — 8111(92 — 9,), ou aura 


r, sirH9, — 9, ) î^.o, — 9, 


r,(a„aj) — 2r(a,,a,) 1 . 

a, + - sin(9=-9, 


Tjfa,, — Fi-a,, a, ) , , , 

a. 81112(9, - 9,) — . . . 


II,(«,,rt2) — . , 

— 7i.r, .177., sin(9, — 9, ) 


-8102(92— 9,) 4 -, 
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- nx-. 


,, 'Ej(«,,a2) - 3.'F(a,,aj) ■ r,(a„ «,) — 2r2(«,, fl,) . 

,a, . a, L ) sinl cp, ■ 9, 1 


J O 1 fli ) M I ( flt» fl, ! T, ( fl-*, fl( ) - 1 1 ( fli , flj) ' 

I- 1 J«2 - fl, 1 sin?.., 9) - 9, 1 I' 


XXIV. 


Soil niaiiUonanl 


l'irti, fh] 


fl; fl-j r, ( «I, flj) — ?.«■’ r(fl,, fl-j î 


«ji 


«"«J Tî^fli, fl-,) - r,(«,, a,) 4- '.'.fl) fl, r(fl,, rt-j) fl) 


Tjlfli, fl-i) 


a] a. Va. a,, fl,) - 5 .fl) r,(a„ fl,) + fl) fl, T, (fl,, fl,, 


J 4 [ fl,, fl, ) 


fl,'rt,r4(rti, fl,) — 7.a] T,! fl) fl, r,( «I, fl, 


,, ,,«)«., Il, (fli, fl,)— ■>-a)ll(fli, fl, i , ,,, 

ll .rt,, fl,*) > fl, 1 («,, fl, i, 


lL(fl,, fl,) 


, fl)«, II->(«,,rt,) — ?.a) IL(fl,, a,) + 7.fl) fl, ll;rt,,rt,i , ,, 

^ . - r/ , l , ' ^1, , 


■ fl)a, IL(«,,fl,) - - ?.fl) II,(fl„«,) 4- fl)fl, fl, i ,,p,„ , 

ll-,(rt,, fl, ) •— -’ “ — - -■ “ fl,I)lfl,,fl,;. 

a)fl, n, rt,,fl,)- '.*a;il5(fl„a,) 4 -a)a, II, fl,,fl, , 

II-, (fl,, fl, J ■> - - - - — „ “ ^ ” fl, 1, 


VL 


i3 
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'F a,, (11) — 3 


a] « 2 'F,(rt,, flj) — 2 a’ 'Lia,, «i) «î «j F, (a,, a, 


*K ‘ (t (t ) - 3 ~ ^i(«n «i) «ï'É ( a,, a,] 

9. 

^ aj rt,r-.(a,, «ï) 4- ?.aîaj r(«„ 2aJ 

9. Ul 


WA fil, (II) 


(t\ (Il T^(ai, a, ) -- 9.a\ 'I''î(a,, a, l -f- aî a, M‘i(rt,, «, ) 


aj a, r,(rt|, (h) -f- n] a, T, (a,, a, ) 


,V , > n] (hWiifii, (h) — 9.a',W^{a„ (i,) + (}.] (uW,iU„ a,] 

*r 3 (rt,, a.) 3— — 


a] (U r, ( «,, rtj ) -f- aï a, Fii a,, a? ' 


Oii aura 


f/’, — r,, rosio, 

®’| - A«,V,,V? 


9 , ) ^ ros( — 9 , )' 


Q 

- I F(a,, rtï) + F, (a,, ai)ros{9, - ÿ.) + ^'r a,, a..)fos'>.(9; — 9, ). . .J 
a ^ 

— /i - .f Xi 1 11 Ui) -+- Üiifiiy a-i) ros( 9 . - 9 , ; -i'- liai f/,, a-,) ros?. ; 92 — 9 , ). . . 

^ I 

Q, . . 

■ n a'ï ['Li a,, aj -f- 'F, (a,, «j) cos( 9 j — (^i ) -f- T'j^a,, «,) cosim cpj — 


(ï’csl la partie de la force R, (|ui résulte (!(> l’actiou du satellite C. 
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Soit (l(! plus 


r, !' a^^ . 


CO) r 

a] <ii a > 1 


((-iVsKitx, (fi 

IL(«m (l'i) 

_ ^ aj 0 , 11 ,:^/,, 

< 7 ./i 

iLvco, 

ftslrti, 

rt, 11 ,( 0 ,, 

T‘i ( a,, a.) 

^n] a-, ^^(o,, 


4- r r/,, (h 


*F,(rt|, rtj) -r J - '— (-1^^,^^, 


,îr / V „ r/; rt, O; 'l'viO,. O. ,, 

'r.,(a,, rtj) -- -t- 1 r/,. , 


Ou aiiiii 

aT'-’i 


i\ sili (9; — 9, ] sin f 9, — 9, T' 


(Î 

~ [r,l,«,, (h) sin! 9 j — 9,') 4 - /■<..) sin?. v-. - 9, . -4- . . . 


« — r .1^1 I IL(«,, flj) sin( 9, — 9, II,' a/, sin -.>. — v, 4- 

a: 


n - ’ .r , [ 'i^ ! (7|, rt, sin { 9, 


9 i,' 4 'Fj'rt,, sin?- 9, — 9,, 4 -. 

i 3 . 
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C’ost la valour de la forco Q,, en lant <|u’ollc vient de ra( lii»n du sa- 


linlin on ti’ouvci'a 


XXVI. 


r? r P' ~ I-‘ 


Q; 

-- Il Z, [o,T(^/i,rt 2 )-hrt^ Tl (<■((, <h) cos( 92 — 9i)+(7'| a-.) ron-Mcv,- 9 ,)+... J 


Cî 

Il Z: d] ((, r ( rti , (I . ) - - ~ H - «î a . r, ! «, , Ut ) cos I 9. 


Vi ; 


4 - (i\ Ut Fj f «I, «•. ) cos 9. ( 9. ■— cp, ) -+- . • • 


(^(ïsl la partie de tore(^ P,, (jiii vient de l’action dn même satellite 
On ehan^('pa maintenant dans les expressions précédentes les (pian- 
lités C... a-i, 92, x.i, s, en C;,, a», 72, x.;^, Zj, et en C,, a.,, 7,, a’,, z, 
sneeessivement, <!t l’on aura les valom-s de U,, Q,, P,, dues à l’aclioti 
des satellites CE ». 

Il ne restera doue plus (ju’à clierelier les valeurs de ces mêmes lorces, 
(‘U tant (ju’elles viennent de l’action du Soleil. 

Pour c(da nous nunaiapierons d’abord que le rayon 7, de l’orbite de 
.lupiterest eonsidérablem'ent plus grand <jue le rayon r de l’orbite d’uti 
sat(*Hite (pielconque; d’où il suit qin* la valeur de fî, (|ui est exprimée 
généralement (Article .\V) par 

ypi — ■.>.p,/'Cos! — 7) 4 - r'‘{i 4- p^' 

se réduira «m une suite trè.s-convergente, dont il sullira de prendre les 
premiers termes; on aura donc 

I __ I ^ 3 /• cos ( <]; — 9 ) 

- -j-, ... . 
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toi 


(loue 


p, Cüs(i]; — 9) 

<‘osy^ - yj 

- -;! 


PÎ 

..p-; ' 

p, siu(tj> — 9 ) 

sin(<|/ — 9 ) 

sm 


et 


/■ r 

0» p; 


XXVII. 

Soiont à présent a la valeur moyenne de et //i la valeur moyninc 
(l(‘ e’(‘st-à-dire la vitesse ani'nlaire moyenne d(> Inpih'r anionr dii 
Soleil. 

On supposera, à rimitation de ee (|ue nous avons lait f Article l\ , 

Pi ~ a[i 4- n H ■, 'I : nit -+- ii J . 

Dans ees IdrmnU's, représente réqualion de la distance de .liipilci 
au SoI(mI, et //J ré(|ua(ion du centre de Jupiter; lesipudlc's sont ctufiiues 
|)ar la théorie de cell(‘ Planète. |{n ell'et, en n’ayant éi^ard (pi’aux e(iua- 
lions eHipli(jues, (ît supposant (jue ne soit l’exiamtricilé et U l’anomalie 
moyenne, on a à lrès-p(;u |)ri‘s 

? -ecostl, J ’csinli. 

On aura donc 


c a 


( 1 -i- iix lii — >nc, 


I -1 // X - > n : 


donc entin 


© 


/' — - p, cosfi}/ — 9, J co.s(|' — Oi 1 

-j;- . 


“l® h + :t,.„sv,(a,-»,,l -n"'® [x, - îCii + ’ ■i' - 

■J.a’ ^ T . J .yyp 
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r>, sili , ^ — 9 ,] si n(4' — 9() I 

W . , - - I 

ri _I 

w<,© . 3«,© 

smr>,( < 9 -- 9 , -!- « • 3£) siii'P.f iL — 9 , 1 , 

•> X 9,(X’ ■ 

!■,/>, (1,0 

© <' It - -Z,. 

0 ; a:,' 

(>■ soni les valeurs des (brees R,, Q,, P,, (|ui vieinieiit de raclioii du 
Sidt'il I Arliele NI). 

XXVIII. 

Kii joiguaul euseml)le toutes ees diirérentes valeurs, on aura l<*s valeurs 
coiupli'les d(“s (brees R,, Q,. P, exprimées de la ütanière suivante 


■ -7 ! 1 (<■/,, rc-i) + 1 rt.) eos( 9 .. -- 9 , I 

- Tjjr I l ! O,, O, ) + 1 , ■' ( 1 „ (h i eos( 9 , — 9 , )+ ... J 

Q. % 

T <t^ ^ * ‘■'*'*** 9 i — 9 , ) -t- . . . I 

<3- r.., rt . 1 

' " 7 /'" ■ I •‘('■'i» IL(rti, « 2 ) cos( 9 . — 9 ,; . .J 

4-/ (l ^ 

(ï X' 

K J- -.,X, [llî 0 „ llilrt,, «:,) COS( 9 , — 9 ,) 4 -. . . J 

II: <i\ ' 'Il J 

% T - 

n rj,. X, [ II ( a, H- II, • «„ o, ) eos{ 9 , -- 9 ,) J 

4^ (l I 

a O Tu , , , 

" a» V - 9 ,) 

CE 7 2^" 

n~i^ - 7 .r,[T{«,, -t- w,)eos( 9 i — 9,1 4 - .. .J 

(U II I 

V r 

” V ^ «.0 cos (93 — 9 ,) 4 -. . . J 
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10:1 


Tf* 


rr] 2r % 


© a 


7 m -+- tcos^-(4' — ?>)]. 


L>. 


@2 


Tu 

«'{ 

@3 

% 

2 £' 

< 

e. 

TP 


a\ 

«; 

© 

a» 



•J 


®-' 1-11/ — w ^_. 

Hj Jl \ 

d, % r - 

■ n -Tj. -V Æ', I IL («,, fl:. ) sin ( 9, — 9, ) -f- . . 

iU H I 

et : Tl! 

n-^ — ; riL(^^. «1) sin{9« - 9, ) -+- . . 

4 > it , 

a\ ©T , . , 

» “ï- -7^ — r-î^. X jSin^.l^/ — 9,) 

cà ijj <i\ 

T! 

n >,J- -•!- ■ 1 ’: ! T, ■' «,, <1, sin ' 9.. — 9, ) -+- . . 
tP a \ 

« -79- -7 •»■’■> ' »' • ' '''3 ) «"1 ' ?■> ?' ) • ■ 

*!■/ , 


« ^ f ‘l'i '■ ''i' '■*' ' s'i' ' ?'• — ?i ) ■ 

lit (I , 

«; O r , , . , , 

"7 


(£ TP 

1’, * n -™- — 2, [a^ !'(«,, (i: ) -t- al T, a, ; eus' 9. - 9, -)-■...] 

^ al ' 


® TU 

7/r -7 ai[«l r(a,, «;} -I- al r,(</,, rtj) cos^ 9^ - 9, • - 4 - . . . ] 
Ht Cl , 
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© TP 

" P + «îr,(«„ai)ros(94 - 9.) + . . .' 


a’ t a\ 

*•' l 



a, %[ , 1 

%' a\ 

n\ «jriOi, üi) 

_ ''J . 

1- rt'o,r,(«,, (h) 008(9.4 - 9,) 4- . . . 

a, ip 
t a\ 

«JOaTlO,, rtj) 

_ ^ . 
«1 

n\ r,(o/,, rt,) oos( 93 — 9, '.4- . . . 

@4 'IP ^ 
~'IP a[ 

d] 0, Fi o,, rtj ) 

"1 

< 

1 - a, r,(«,, Oi) 00s (94 -- 9,) 4 -, . . j 


Il ne reste plus (ju’k substituer pour 9 ,, 92 , 9 ,, 9 ^ et tj; leurs valeurs 
[J., t 4 - ny^ , IJ..J l -V- ny.i , fx, t + /ij, , p., t + ny^ et ml-\- n}\ e(î (|ui esl 
Iriis-laeile, ear il n’y aura (jii’a cbaifger 9 ,, 92 , 93 , 91 , ']> en juf, 
IJ. J, ml, et ajouter ensuite aux expressions de R, et Q, les (juan- 
lilés suivantes 


Q TP 

n- ! ■ ; (/j — _r,) [r, uo, rtj)sin(f/j — /x,)t -4 4 - . . .j 

Hj il ^ 

Qy TP 

4-«-,J' -, ly-j «;.)sill(/X, - IX, )l +- 4-. . .J 

lli il , 

TP * 

-t- n-r,,'.- -t (,r, ■ •■/, ) [r,(o„ Oi)sin(fX4 U,) / 4- ?. «, ) 4-. . .J 

lij il ^ ' 

4 - « J — r, ) X 3 sin?.( m - - U, ) t, 

cxâ H, (r •' 


TP 

- n 4 — J» ) [r» (^«1» ^^2 ) (:os( f/, - - p.1 ) / -f- a , ) 4 - . . , | 

ih ii ^ 

Œ TJ* 1 ' 

- n -„yr -7 ( j's - - 4 ’| ) *- r, [ rti , 0.1 ) cos ( jU, - [ X , ) / 4 - •?• Tî I O, , o., ; 4 . . . ] 

a J 

Q Tp 

- n —7 (f, - Vi) rU'(Oi« 04) cosi a, — jut.) / 4- 9,r,(rt,, «.,) 4- . . .J 

•y Cl I 

rjji 

"7 7 ^ vr —/')>< 3eos7(wi — u,) /. 
tr tp a . 


Pour trouver les valeurs de R 2 * Qa» Pj» >1 ne faudra qu’ajouter un trait 
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aux lettres qui n’en ont qu’un, et en ôter un à celles qui en ont deux; et 
ainsi des autres quantités Rj, Q„ R,, Q,, P, | Article XllI] (*). 

A l’égard des forces perturbatrices qui viennent de la non-sphéricité 
de Jupiter, on trouvera, en négligeant dans les formules de l’Articb' XVI 
ce qu’on y doit négliger, qu’il faut ajouter aux valeurs de R, et P, les 
(|uantités suivantes 

TP . , 3vA'^ Tu 

5a, 5 ^/; 

et de même aux valeurs de R^, P., les (juaiitités 

vA’ TP , , 3vA’ TP 

r— r “r ( ' — 4 ■ *'1 « -TT-r 


él ainsi de suite. 


CHAPITRE 111. 


CAI.CUL I)KS PEHÏL'llUATIO.NS UES SATKLI.ITKS UE JI'IMTEU. 


XXIX. 

Nous nous contenterons ici de chercher les formules (pii (léU'rmiiieiil 
le mouvement du premier satellite, parce (pie les autres s’en déduiront 
aisément par les remarques des Articles IX et .Xlll. 

Pour apiiliquer au mouvement du premier .sat(!llil(! les éipialions gé- 
nérales de l’Article VIII, il est visible qu’il ne faut que mar(pier les let- 
tres d’un trait(‘), et substituer ensuite pour X, Y,. Z, leurs valeurs tirées 
de celles de R,, Qi. l’i (Article précédent). .Mais, avant (pu* de faire cette 
substitution, nous remarquerons ipie les é(piations ''Arti(;Ies V et VI i 

F 1' C , a ! •' . 

|{ -4- a 'J.- — n - - X , I <J I -h fl. r at a y i « ; 1 

a- J (ta 


•4 


(*) l'hoir la Noie ilo la page yii. 

VI. 
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ne peuvent subsister dans Thypothèse de n très-petit, à moins (|ue les 

F a 

([uanlités constantes — — ap. et les. quantités variables R 

(‘t Q ne soient chacune très-petites de l’ordre n. 

Or, en examinant les valeurs de R et Q (Article précédent), il esl l'a- 
cile de voir qu’elles ne sauraient être supposées très-petites qu’en reji,ar- 

@ (t^ © A ^ 

(lant comme telles les (luantités constantes-™? et v -r- 

< TP a} TP a‘ 

Soit donc, en général. 


TP 


"X. 


a ? TP 


=: ;t K, V — = «x. 


Soit, de plus, 


f 


. “ = «U. 


Nous aurons, à cause de f — — (Article V), 


n‘ R cû /'Q(* + n.T)(/t 

V - + '± ii, Y T- Il -I îr - ^ 

I' « I< n 


c’est-à-dire, à cause de F = (Article X), 


^ ^ ^ n(i + nx)^ 


a' fQ[i-^nx)«ll 

— Il -1 •' 

TP «( I 4 - «7 ) 


A l’egard de la ([uantité Z, (die sera déterminée par l’équalion (Ar- 
(icle Vil) 


P-rtRi: l'\, 

— ~ / 

I -t- nx a‘ 


laquelle se réduit à 


d' P « R Z 

~TP / i(i 4- n/Jii -I- «Æ’)’ 


où l’on remarquera que P est déjà toute multipliée par n (Article XXVllIj. 
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XXX. 

ApplicjUüiis inaiiulcnant ces formules au premier salellile. Nous au- 
rons d’ahord (m subsliluanl la valeur de R, (Article XXIX) 

".) cos I •••I 

I fi 

— [î^("p "J 'M".' "d cos(f/.,- (/,)/’-+- rt,)C0S'/(jy, U.,)/ i . . . ) 

' + /l 

~ *'^''0 '^)COS(y, (/,)/ + r,(«,, rt,)cOS’/(r/, - , ...j 


«y, 


; r; -+- |COS{/// — (^)/] 

.1 




-,r,[n(«|, «■/,)-+- 11, («,,//,] 

.1 

|Cos(;/, 

- tJ-, ) ^ -t- H ^ ) cos 7. ( t/. 

K,)' 

-r, [il («„«,)-♦- ri, 

.1 

1 OOS((/, 

— U, )/'-+-! 1 ,( 0 ,, P,) .'OS ■/(;/. 



)cos([/, 

— 7 J ^ H- 11, (ff, . (t, ) C0S7(f/, 

t 


~ .Z, 7, i ~ 1 

' "/.I 

■>', ( ^ ['•, . " J ("p ", ) COS ( \), - y, ,[(!,. O, ) cos 'A { y-, ) ' '■ ■ • 

* Zi 

~~7 Z^ / y ~ ■C|[V(P|.<-f,) -+-4,(«,,rt,)cos(y., — (y.,)/H-7jK,.'/,)coS2(a, — y,)' i . . . 

-t- ) -f- ^ COS'i (/// - (/., ) 1 1 

1 Zi 


' " /,. 


1 ) t ^ 1 ", 

//Z, 

f r — ' y 

,)[‘^,("p", 


l’ ; J 

"/■ 

(r. - Ji 


//K, 

(J -J) 

3 sina ( m - 


r/J sin '/(//, - y-, )' * • • • . 




i ” ^ \ I 
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XXXI. 


Multipliant la valeur de Q, par i + nx^, et faisant, pour abréger, 

ï/i ^ 

n,(«i,a,) = n,(«„aj)-4- r,(a„a,)» 

nî(fli, Æj) — H}(£(i, û'j) + r,(<zi, <ij), 

Hjla,, a,) — - n,(a„ a,) 4- r,(a„ a,), 


on aura, après l’intégration et la substitution, 




* - 

P» - Pi 

y, 

•'i(Pia,) 

' a X' 

L P., -- P, 


r ''iKii',) 

' -'-"Xi 

L 


3 


— ft, 




COS 'Jt — fit, ) / -f 


•] 


COS2 (//? — fA, )/ 


' + "Xi 41"'- P,) 

f f ( P» - Pi ) ' + ) S'” ( P. - P, )' + ••• ] 

‘ ^ r^x, f ^ ■“ f*' ' ' ® “ P' ) ' • J 

7 '! t x" 3 S'" * ( Pi ) ' 

^‘7^^ J' ■»^,[^i(«P«v) sio(Pi - P,)' -t- î, («,.«,) sini(;/, - ,«,)/ + . . .'\tlt 

“ 7 HiT / Pli s*"(P.. - Pi)' •+- Pi) *>'>■*( P, - P,) '-+-...] Pi 

' 7.\ J 

~ 7 : 7 ^^’^ y* i(p’p) 8 in(p, — p,)/-t-M 7 (a,,a,) sin 2 (p, - ,u,)/ h-. . .] f* 

~ r.77,'x '; / Çxls'n’liw-Pil'i* 

- 77^;^ / “■>' 1 ) r ^1 (''1 - «d C08( P, - P,) i H- 2 >7 (a, , «,) cos 2 ( (/, - U,) / . ]r* 
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> + «X. 

ny , 

«K,_ 


J* (/, - J.) [r, (fl„ «.,) cos ([t,- ( 1 ,) / -f- aP, (rt, , ,) cosa ( fi, - fx,.) / -t- . . . ] 
y (.n - J, )[?,(«,.«<) cos(t*,-fi,)/ + af,,(rt,,rt,) cosalfi,- . . . 1^// 
y (J — X 3 cosa(/M — 


XXXIÎ. 

Enfin, si l’on fait 

f (fl,, a,) ■ «t T t « 1 , <ii) + r 

f, ( «I, «2 ) a\ r, ( rt„ «J ) -f- r, I rt, , «2 

i* 2 («(, «2) «2) - 4 - r 2 (<i,, 02), 

» „ , «î 

r («,,«,) : aJrtjT (a,, rtj) - 

U. J 

r, (rti, rta) - «'IrtiFiIrt,, «2), 

r,(ai,a 2 ) rt^a 2 r 5 (rti, «î). 


ot ainsi de suite, on Uouv(!ra 


Z 


"X-, , 

1-+-//X, ' 


[r(rt,,rtj -f- r',(fl',,«,)C08(,u, 




P,)/ -H... J 


-V-i-., 

+ '‘Xi 


"J' - 


f r(rt„ rtj) + r, {rt|, rt,) cos(,K, — P,) / «,) cosa(p, 

[r’(ni,, rt-,) -+- rt,)cos(p, — P,)' + l',!",. <'i) cosa(p, - 


p,]r- 4 -...j 

Pi ) / J 


"K, , r 

L 

I -+-///, 


3^ 

3 


cosa(/// — p,)«J 


I -h «X, 

"X- 

I + "X, 


i[f (rt„ rt,) -H r,(^7,,rt,)COS(p, -p,)< -+- IM",. « 2 )cosa(.u, 


- /'y-) - 33 [ r («„ rt,) -H f , ( rt, , rt , ) cos ( P, - .ü, ) r -+- 1 ’, ( rt, , rt, ) cosa ( p, 

I -f- W /, 

.."A- zjî'(«„«.) + î’,(«..«.)co8(p. + ‘' 2 («,- ^'.)cosa(p. 

i + ^'X, 


— f*,)/ ■+'•••] 

— p,)< -H. ..j 

— Pl)< -t-. . .j. 


4 - 
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XXXllI. 

Kl le iiiouveineiit du salfdlile sera délt^niiiiié par les (M|uatioiis sui- 
vanles (Article VIIJ) 

,p 


^ ~J\ '’l - '■^"(^1 ■'’? l'i = '-'l 


r/^= 

<h\ 


it! 


, -J /-/ / i ilz,il.r. .. .. 

lit- ^ ~ -t-'i// Jyy ' H O. 


dy\ 


Ou se souviendra (|ue les (|uantilés .r, et ne doivent renreriner 
aucun ternie conslanl, suivant la reinarijue de rArtiele IV. 


XXXIV. 

Il ne s’agit donc plus que d’intégrer les é(|uations (|ue nous venons 
de donner; pour cela, on coinmeneera par rejeter tous les tonnes aHeolés 
de n, et l’on chercliera par l’intégration les valeurs de x,,y,, z, ; on suli- 
sliuiera ensuite^ ces valeurs dans les termes qu’on avait négligés, et l’on 
en tirera do nouvelles valeurs de cc,, y,, z, plus approchées que les pre- 
inii'res. On opérerait ainsi de suite, si nous avions eu égard aux termes 
all'ectés de n*, /r',.... Par ce moyen, l’intégration de la première et de la 
troisième équation de l’Article précédent se réduira à celle d’uin* équa- 
tion de cette forme 

d'ff 

- -+- !V1'« -f 1 - O, 

(/P 

T étant une fonction composée de sinus et de cosinus d'angles multiples 
de t; or l’intégrale de cette équation est, comme l’on sait, 

cosM / J T sinM / t/i — siii M t j T cosM O// 


M — G sinM t -h H cosM/ -f- 
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(le sorte qu’en supposant 

^ — A + B cospt -f- 6 sinpt -i- (] costy/ -t- <• siiuy/ i . . . , 


on aura 


a -y- 


A 

M 


V B 

I ivp * 


pi - </-’ - M ' 

_r!! 7^' 

M'//''— M'^) ÜD; 




U <-• 


</’ — M 


. j cüs M / 
. j sin M / 


Il el G sont l((s valeurs dt^ u et de lorsipu* / - o. 

« 

On voit' de là <|ue, pour avoir la vah'ur de n, il u'v a qu’ii diviser elia- 
eun des sinus el des eosinus (|ui enireul dans T par/>* - - W,p élaiil le 
eoellieicuil d(î t, el y ajout<‘r eneoia* deux aulri’s leruies, (|ui reiilermeul 
sinM/ et eosAM avec des eoellieiiuils arhilraires. 

Il no peut y avoir do dillieullé que dans le eas oii /> serait e;<al à M ; 
car alors le diviseur/;^ - sera nul. et les teruu's 


H ,, B 

•■osVl / ‘ , -, eos/>/, 

— M />- - Al- ' 


aussi bien (pie les tenues 


ph 


sin M / J 



deviendraient — oc , -i- x : ce (pii ne l’ait ri(‘n eoiiuaitre. 

Pour résoudre, cette dillieulte, on supposera (pie p ne soit pas tout à 
fait égale à M, mais qu’elle en diirere d’une (piautité inliniment petite; 
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cl l’on trouvera que les deux premiers termes se réduisent à 

sinM/, 

?,/y 

cl les deux autres à 

bt 

— cosM /; 

ip 

d’où l’on voit que la valeur de u contiendra des termes multipliés par 
l’angle t. 

Au reste, si dans la quantité T il se trouva* des termes de celte t'orim* 
cos/j; ou sin/)/, P étant égal à M -t- nb, il est visible que ces termes aug- 
menteront beaucoup par l’intégration, puisqu’ils se trouveront divisés 
par la quantité très-petite M* — ni( 2M a- nb). 

Donc, si ces sortes de termes ont des coellicients finis dans l’équation 
diflerentielle, ils deviendront comme infinis dans l’intégrale; et, s’ils 
n’ont que des coefiieients très-petits de l’ordre n dans la différentielle, 
ils deviendront finis dans l’intégrale, (>t appartiendront à la premii'ic 
valeur de u. 


J:) I. — Pniiùèrcs fornuilcs du inoiivcnient des satellites 
de Jupiter autour de cette Plau'ete. 

XXX Y. 

Si l’on substitue dans les trois équations de l’Article XXXIII les va- 
leurs X,, Y, et Z,, ({u’on rejette d’abord tous les termes allectés de n, et 
que l’on fasse, pour abréger, 

L, g, - 2p., H, — x-A’io,, «j) -- x,,r(o,,«,i - x>f'(«>> «i ; — -f- 

Wî=r3p?-2/;, p% 
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on trouvera les trois équations suivantes 

1'' 


aj) ^ r,{a„ a,)J cos(fii — 

X^fi [r,(a., a,) -f j n,} j ros ?-(/., ~ )/■ 


^3/|^ri(«i, «3) -f- l'ilaf, aj)J COs(,y., — a, 1/ 

- X./,[r>(«.,a3) + f,(a„«o] ros,(«, 


^h) 1 ros^(u3 y. )/ 


f,(a,, « 4 ) 00 s (p* — (y., îr 


«/î <3!( 




K,/[ 




,0 


~f/l, 

tti) rs(«i,aj) 

Llï^îr ^ ''■■ ïiï:;::: mT)"’”' ''-' - i"' '"' ■■■ 


L /^3 


“a"! , , . ■ Tjiai» «3) 

— coslf/., — -ros;>.i«3- »/, /-i-... 


— 7- cos(p., — fx, i-ros2;«4- v„ (+... 

L 1^4— (X, 2(/Jt, — Ml' . ‘ 


Kl — — 'Li — cos 2{m — M, )/ 
4 (/n--p,J ' 


2(p, — P-, ' 


-■}■ N,^, =- O. 


VI. 
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tu 


XXXVI. 


Lii pieinière équation étant intégrée par la méthode de l’Ar- 
ticle XXXIV, on trouvera que la valeur de renferme premièrement 

fL 

hf terme constant — lequel devant être nul (Article XXXIIl), ou 
aura l’équation L, ~ o. 

Ensuite la valeur de x, renfermera deux ternu's, tels que siuiVI/ (U 
cosM,/, avec des coelficienls arbitraires, lesquels pourront se réduire à 
nu seul terme représenté par s,cos(M,/ -i w,); s,, w, étant pareillement 
des constantes arbitraires. 

De cette manière, si l’on fait 


(l,) 


(h) - 




î I ( O,, II. ) -1- 


Tî («,,«■,) e 


a-i) 


- '^r. 

(J-, - f/., 

{a,, lu) 


s... — , 


■y-p.y 


th) 



— p., 

4 ( p-i — p, Y — 

Mf 

■y. IJ., 

^ T.i ( 1 , 

(h) 

S _ 


‘M'J-l — IJ, 

9( p, — p, V — 

ws 


et de même 


(h) 




1 l il Oi, O,! 

W-1 — IJ y 



Si 


Zjlo,, rtj) = r-i(rt,, rtj) -e 


?. U, 


2 (U 3 


Y j Jh, llyl 




s ___ 

U.l’-Mf’ 




et ainsi des autres, et qu’on suppose de plus 



on îuira 
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X, £, COS(M,/ -4- f,),) 

' Z'iL—i ' ■ <‘OS( '/ï y., / + Z.i rt,, rjj! (•os?.( a, - u, i < 4- . . . ] 

— Xjj ii'rt,, 4. i eus, U.,, ■ y.i ) / I- Z. rt,, rtj) COS'.’.' a, a, / 4- . . . I 

- - ^/,) ros( u^ — a, ) / (■ //, ' cos^ ! a, - f/, / 4- . . .] 

— K, (3, ros-.>. ■ III — y.| 1/. 

XXXVII. 

AyjiilJ trouve la valeur. x,, ou aura r(“X|)ressiou du rayon vc'cleur r, 
de l’orbilc du premier sateMil<‘ rapportée au plan d(‘ l’orliile de .lu|)iler, 
par la formule x, - rt, (i 4- /«.r, j [Article IV j. 

Or, en examinant cette expre.ssion d(; r, , on r(‘coimai(ra aisément cpie 
le terme «a, s, cosfM, / 4- w, ) représente! réejuation cHiptiepie <jui vient 
de rexcentricité de l’orbite*, ele sorte e|ue m, exprime'ia la vale'ur ele 
rexcentricité, e‘t .M,/4-^.), se'ra l’anomalie moyenne*; el’où l’on voit e|U(* 
le mouvement de e*ette anomalie se:ra au mouvement meeyeni élu sate*Hile‘ 
comme M, à u.,; par e*onsée|uent le* me>uveme*nt moyen ele* la ligne* ele*s 
apsiele.s sera au müuveine*nl moyen élu satellite e eunme* a, M, ii ij.,. Neuis 
veirrems plus bas i Artie'b* XLV), epi’en néglige*ant le*s e|nantilés ele* 
l’eerelre «, on a M, -y.,, de sorte* epie* la ligne ele*s apsiele*s se-ra lixe*, au 
moins par ee‘tte [ire*miè!re* ap[ire)xiniatie)n. 

A l’égarel ele 'ù,, een le* eléte*rmine*ra par le moyen el’une* épe)e|ue* epiel- 
e*onejue elonnée* ele l’anomalie moye*nne*; ainsi le*s e|uantités ê, cl elé- 
pendent enlié*re!me!nt eles observatiems. 

Les autres te!rme*s ele* la valeur ele r, eîX|)riment les inégalités ejiii vie*n- 
nent ele* l'ae'tieen ele*s treeis sate*Hite*s et élu S(de*il sur le sa- 

te*liite 

XXXVIII. 

On substituera maintenant la valeur ele .r, élans la seceenele* éepiation 
de; l’Article XXXV, et l’on tirera par l’intégration la valeur ele* y,, mais 
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on aurîi aHiinlion de faire évanouir auparavant (Article XXXHI) le ternie 
constant/, 11, ; ce qui donnera H, — o. 

Soil, pour abréger, 


<t»,{a,, flj) “ 


*1*2 (<l|, Cli] 

Ui) 


2 U fi - 

7 ^ Tl (iZ,, <^2 ), 


II,— fl 


-r-- — - E,{a„a-i) + 

^(li-> - F‘) 


(^2 — /X,)* 

/ 


4 ( |üt2 — fx, 
/ 


r2(<ïi, O.,), 


— - s, (a a,) H-- -J r, Tî!»,, «:), 


et pareillement 

<l>, (rti.aj): 
*p2(rti, rtj) : 


/-*j — {lii — !J-if 


2/X, 


2(fX, — fX,) 


JI2 ( > ^3 ) 


/ 


4(p-3 — 


- r2( 0i, <Ï3 )» 


et ainsi de suite. 
Soil de plus 

on trouvera 


y — _ÜV._ 3 _ 


yi — ^ — sin ( Ml / 4- Wi ) 

4- X2[‘î*'(*^'» **2) sin(,(X2 — iii K 4- *l>2(rt,, «2) sin9.v,u.. — fx,)/ 4 - . . .] 

sin(,u, — a, e -h <b2(rt,, rtj) sinaljtx., — a,'i -h. . .] 

-t- X^f*!*'!**" sin(/x4 — «,)/ *I>2(«,, a.) sin 2 (w, — ,'x, 4 - . . .] 

4- Ki/i sin2(/« — fi,)L 


XXXIX. 

Puisque f^ = iji,l-hny, (Article IV), on aura, en connaissant 7,, 
l’expression du mouvement vrai du premier satellite par son mouvement 
inoven. 
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Le terme sin(M, / -f- w,) représentera l’équalion du ceiiln- 

qui vient de la figure elliptique de l’orbite, et les termes suivants expri- 
meront les inégalités causées par l’action des trois autres satellites et du 
Soleil. 

Enfin l’équation 


donnera 

X, et yj, étant des quantités arbitraires; car il est visible (|ue celU* «'xpres- 
sion G sinN, / + II cosN, laquelle représente généralement la valeur 
d(' 3 , (Article XXXIV), pcml se réduire à eelle-ei : X, sinfN,/ -r- vj,). 

XLI. 

On aura donc, à cause de p^ — nz^ f Arti(‘li‘ IV 
J), ni, sin(N, t + /j, ; 

— laiigente de la latitude du satelliu* par rapport au plan de l’orljite de.lupiler; 

d’où l’on voit tjue l’orbite rétdle dit satellite sera toute dans un plan pas- 
sant par le centre de Jupiter, et dont on eonnaitra la |»osition en remar- 
quant : que nX,, étant la plus grandt! valeur de/t,, i‘\primera la laii- 
gcnle de l’inedinaison ; 2^' (jue N,^-f- v3, sera la distance du satellite au 
nœud ascendant, comptée sur l’orbite dt^ Jupiter, la(|uelle étant retran- 
chée de la longitude moyenne y., (, ou aura ( [j., N, j/ r,, pr)ur la lon- 
gitude moyenne du nœud. 

Au reste, puisque l’on a ici N, “-y, iArlicle XXXVj, le monveuiimt 
du nœud sera nul, et .sa longitude moyenne sera — /j,,!)!! plutôt 
quantité qui dépend des ob.servations; imvis il faut se souvenir que ce ré- 
sultat n’est exact <jn’aux quantités de l’ordre n près. 


XL 




-f- n: 


Zt “ O 


dV 

zr X sin(N,/ I 'n, 
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XLIL 


Ou liouvera de incine, pour le seeond satellite, les formules suivanl(*s 


X’i ■ $2 COS ( M 2 ^ " 4 “ 0)2 ) 

— a,) cos(|üi, — fj.,,) l ^2(^2, a,) cos2(/j., — / -1- . . .] 

X3[S.(«2, «s) CO.S(|!Jl3 — p. 2 ) / 4- E2(«2, a,] cos 21/7.3 — /7.2) / 4- . . .] 

— x 4 — ^») (‘os(w.4 — tA-i) t 4- Ella,, Oi) cos2(//i — u,; / 4- . . .] 

— K, (S, cos 2 ( m — y.., ) t ; 

}\ = ■ Slll ( M; / 4 - r,)2 ) 

31 2 

4 - Xi [‘l’i ( ) Sin ( y., ■ - ) l < 1 > 2 ( (II, rt, ) sin 2 ^ y., — />i, ) / 4- . • . ] 

4 - Xa [ 4 ',( a,, ) sin ( //j — 1J.2 ) / 4- < 1 > 2 ( «2, a, ) sin 2 ( /y,, - - p., ) / 4- . . . J 

4- X4[‘î’i(a3, ai) sin(/7.| — y.^i t 4 - 'Kl a,, a,) 8102.1/7.4 — w.,) / 4 - . . .] 

4- KayaSiny.iw -- - / 7 .,) /; 

3 , — )‘2 sini/;.,/ 4 - Y12). 


Et l’oii aura ensuite 


/•; a, (1 4- nx . ), 9 ;. - y-, I H- «,)■„ “ nz. 

Quant aux quantités marquées par E et <1>, on aura 


E, ( (ij, a, ) — r, ( tti, «, ) 4- - r, i a,, «1 

l - y » 


y, — y-: 

1 U.i 


f‘ 


Eïlrti.a.) r2(rt2,a,)+ — ■ r2(a2, «,) 

L 2,^/7., — y.,! 


( /7i — y-1 1' — M I ' 




.'i(/ 7 ., — y.,)'^ — 


'^,la„ a,) 
a,) 


’■ f 7.2 - 

Jlt\{ clij ^/, ) -4- 


//, — U2 

^ 

2 (y. — y-z) 


.Ji 

(y, — y-z) 


/ T, («2, a,), 


{a, 


A r 


2 , a.) 4- ;-r,(a 2 , rti), 

4 (U, — y.,)' 




Enfin on trouvera les deux condiûons Lj — o et o, (|ui serviront 
à déterminer les deux constantes J\ et t., (Article' XIX j. 

On aura des formules analogues pour le troisième' e'I le ejualrième' 
satellite, e|ue nous nous dispcnse'ieens elc rappeler ici, parce epi’e'lle's se' 
ele'eluisent à l’œil ele celles (|ue nous ve'uons elc donner. 


II. — I' ali'ur s nuntcrinucs des eocjjieieiils <les formules 

préeédentes. 


XLIll. 

Se)it, en gemeiral, suivant l’Article XVllI, 

_ .t 

( I — V». q cos 9 -f- ' - - .V -i- B cosO -f- C r().S'A 0 D eus ^0 f . . . , 

q eUant une fraction moindre ejue l’unité; on aura, en faisant q 

et 0 ■ - y.. -- 9 ,, 

.i 

[rt, — 9.«, rt. cos(cpj~ 9i) -e- Oj] ■ . [ \ -f- H ros'/y. — 9, ; (1 e:os’‘ >9,— 9,) -t ..-l; 

elone- (Article XXI ) 

rirti.rtï)- l'ïi «,,«> ! - f 

On trouvera ele même!, en faisant successiveme!nl 
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on trouvera, dis-je, 




A 

r,(a„ 0 )) — 

B 

T{a„ 

«,)=- 


’ rî’ 




«3 

r(«„ 


A 

r,(a„ a,) ~_ 

B 

« 4 )~ 

“T’ 



< 

< 

r(«3, 


A 

r,(a2, «s) — 

B 

«a)-- 

~3 ’ 

rï"’ 



al 

al 


et ainsi de suite. 

A l’égard des quantités r(a2* a,),..., il est évident qu’elles 

d(tivent être égales à leurs réciproques r(a,, a^), r(«), car les 

Ibnctions 

a] — 2 Cf, «J cos( 93 — (fl,) 4- «2» ?3 — Ÿi ) 4- «j, . . . 

demeurent les mêmes, en eliangeani a, en et en a,, ou bien a, 
en et a,, en a^} 

XLIV. 
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et CCS mêmes formules serviront aussi pour les quantités 

» 

r » ^3 )> 1 ) ^4 ) J r (^2^ Cf 3 )y...y )> • • • > 

en faisant successivement 


<7, a, 

^ 1 —, rjf , an-, 

^ ^ a, ^ a. 


Mais, pour les quantités réciproques f (^^2, a^), f (a.^, r/»), on aura 

les formules suivantes 

r ^2, ^/,) - . ^ 


r, ia.y a, 


1 2 ( ^ 2 , ) - - 


qC ~ -h 2g A i 
9. q^ 

qD — 2C -4-7B 


- tfE — 2 D 4 -(/C 


r,(r/2, a,) 




O , 


I 



1 y ( ^ 3 , rt| ) 


f/ D — g H 

7. 


r.,(« 2 . 


lesquelles auront lieu pareillement pour les quantités Via-^, «,). 
Î’(rt3, a,),... en faisant comme ci-devant g r= — 


XLV. 

On formera ensuite les quantités marquées par E et par 4 » (Arti- 
cles XXXIV et XXXVIll), ce qui n’aura aucune dilficulté. On remar- 
VL 
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(juera seuleineent que, à cause de i — ^ =ng (Article XXIX), on aura, 
cil négligeant la quantité ng qui est de l’ordre n, 

f et de là f, — [xl, f,- — 

par conséquent (Article XXXV) 

M, et pareillemeiil Mî - fXj, M3 y..,, M, 


Donc, supposant s~ on aura 


a,]- 


«ï) -- I T>(«I, 


s — I 


fi(rti, (h 


(s-iY-i 


^ n X • 

) "I" , “ r2(«i,rta) . 

2(4 — 1 ) ' ' 4(4 1 ) 2—1 


^3(a„ a,) 


ï\(a„ a,) + <h) J 


9(4 -• 1 12 — I ’ 


*I>,(rt,,a,)zz; -S,(rt„a3) + 


r,(«i, a,), 


2» I 

a», (a,, «,) =•• :-7-: a,) 4- y— — !%(«,, a,], 


2[S — I 


4(4 — l )2 


‘I>3(a,, (h) - 


2 — , 

*^3 (^1) ^2 ) 


3(5 — 1) 


9(4 — 1)2 


r3(rti, (ti ), 


De même, en faisant s = —3 on aura 

[J., 


rtj) = j^f,(rt,, a-i) 4- r(^f„ «3 J 


{ 4 - I )2 — 1 


2 I 

<î>,(fl„ ûj) = — S,(a„ a,) 4- J- r,(a,, a,), 


4 — I 


(4-1)2 
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Pareillement on trouvera, s étant égal à 


IJ-, 


Z, {(lu rt, } — f,{a,, «, ) -4- f{iiu «,) > - ' , • ^ 

I Æ — I 1 (i- I)^ — I 


2 I 

rti) -- — — H, (a,, a, ) + , -- r,(rt„ «, 

S — I (5 — l)*' 


et ainsi des autres. 


XLVl. 


delà posé, on remarquera : 

i" Que les quantités [x,, [x^, [x.,,, [x^ expriment l(‘s vile.ssc's angulaires 
moyennes des satellites ©,, autour de Jupiter fy\rlieles IV 

('t IX); d’où il suit que ees (juantilés sont réeiprocjiiement proportion- 
nelles aux temps périodiques des mêmes satellites. 

Or on a, par les observations, en négligeant les seeondes, 


Réivolutions pêriodiqui's. 

d. d, d. d. 

iJi8''?,7"‘, 3J i3'‘ i 3‘", 7j3''4^'’', We i()'' 3'.>,"', 


Doue, réduisant ees (juanlités en minutes, on aura 

I l I • 

9,547^ 5ii3’ i()3o9 '>.4039 

2 ’ Que l’on a généralement (Artielo X!.V) 


e’est-à-dire, à cause de /= (Article Vj et de F 

=. '^‘{i -h «/) V , 


r t € (Article X) 


iG. 
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et par conséquent 

25 * Ti: % . t 

d’où l’on voit que les quantités a,, «a, a^, a* sont entre elles coinine les 


quantités ainsi l’on trouvera les valeurs de ces quan- 

Fi y-t H'i H' A 

lités, ou plutôt de leurs rapports, qui sont les seules dont nous ayons 
besoin ici. 

Au reste, comme ces valeurs ne sont exactes qu’aux quantités de 
l’ordre n près, nous emploierons, pour les distances moyennes des sa- 
tellites, les déterminations que M. Cassini a tirées des observations, les- 
quelles ne s’écartent d’ailleurs que très-peu de la loi de Kepler; on 
aura donc, en prenant le demi-diamètre de Jupiter pour l’unité, 


rt, - 5,67 ; “ 9,00; a, i 4 » 38 ; o» - 9.5,30. 


XL VII. 


Par le moyen de ces valeurs numériques et des formules des Arti- 
cles XVIII et XIX, j’ai trouvé les déterminations suivantes 


j 

U -r -i 

^'1 

(i — 

<y ^ -î- 

^2 

y - “ 

(i^ 

^4* 

r --'1 

_ 

A 

3,029 

1 ,450 

1 , 122 

■9,973 

1,342 

2 , 362 j 

B 

1 

4,947 

I ,624 

0,740 

4,811 

1,376 

3,563 , 

C 

3,760 

0,780 

0,204 

3,542 

0,660 

2,410 1 

D 

2,869 

0,341 

0,o4l 

j 

j 9,475 

- 

0,493 

1 ,539 

E 

2,368 

0,107 

0,009 

I ,640 

0,197 

0,924 

F 

2, 3 i I 

0,046 

0,002 

1 , 3 o 8 

0,077 

0,478 

i 


• 

..... 





i 

1» 
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Et de là (Article XLIV) 



(a„ «,) 

(«., «3) 

(«I, a,) 

(«3, «3) 

(« 3 , «4) 

1 

(«3, «i ) j 

r 

0 , 2^4 


0,007 

0 , 2 I 3 

0,027 

0,142 1 

K 

o, 3 c 3 

0 ,o 32 

0 , oo 3 

0,286 

0,021 

0,175 

r, 

o,Gi I 

0, 104 

0,017 

0,559 

0,088 

0 , 38-2 1 

1 


«,499 

0,048 

o,oo 5 

0,4 1 5 

0 ,o 32 

0 , 255 

ï", 

0,436 

0,022 

0 , 00 1 

0,334 

0 , 027 

0, i 56 




i ' . 




• • + - 






— o,o 59 

— 0,010 

— 0,001 

-—0,078 

1 —0,000 

— o,o 5 o 


« 

— o, 4 i^ 

-0,099 

-0,017 

-0,457 

j — 0 , 0.56 

— 0,327 i 


—0,27c 

— 0 ,o 52 

—0 , oo 5 

— 0,365 

1 

j — 0 , 029 

-0,-2l0 

r, 

—0,1 1 1 

—0,024 

—0 , 00 ï 

—0 234 

—0,026 

i 

-0,172 1 





, 

1 






! 

1 





> 




1 

1 

! ! 


«r 


] 


(« 2 , «1) 

j 

(«3, «1 ) i 

1 

i 

(«4, <(,) 

( ( h , (h ) 

(< U , ( h ) 

1 « 4 , «.il 

1 

l 

1 

— 1 , 47 ‘ 

-i,t 3 G 1 

— f , 039 

- 1.467 

-“Ï .097 

-', 3 ,i 9 


-4,373 

-7,328 1 

— 2t) , 375 

-4,395 

-8,684 

-î, 63 i 


— 1 ,298 

-0,393 j 

“ 0,11 6 

— 1 , 262 

- 0,328 

1 -0,960 i 

\ 

- 0,938 

— 0,166 1 

— 0,017 

- 0.853 

—0,341 

— 0,592 

i 


— o,o 3 i 

— 0,004 

- 0,465 

— 0,096 

— o, 35 i 1 

■ j 

i 

1 

i 

i 

! * • • 

1 


. ! 

! 

',796 

6,012 

19,681 

1 , 802 

7,54-2 

2,438 

P, 

1 - 0,654 

— 0,253 

— o,o 53 

-0,731 

-0,1.57 

—0,575 


1 — 0,438 

-o,i 33 

— 0,022 

—0,595 

— 0,082 

-0,422 

r, 

—0,175 

— o,o 58 

— 0,004 

- 0,365 

—0.074 

— o, 3 oi 


1 1 

1 



; 



* • • 

1 ! 

1 
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IVoù (Milin f Article XLV) 



{//,, «j) 

(rtl, (h) 

(a,, a,) 

(a„ a,) 

(«2, «s) 

(«J, «0 

“l 

— <', 73 <j 

—0, i 33 

— 0,025 

-5^43 

— o, 8 i 5 

— o,o 58 


179,000 

0,187 

O,0l() 

w 

— 0,(537 

9 1 , 5(’)2 

0,539 

r 


0,023 

0,001 

— 0 , 1 52 

0,098 

0,012 

I, 

0,180 

0,004 

0,000 

— o,o 54 

0,184 

0,004 


î 







■ 







U, 705 

0,337 

o,o 54 

— 112,714 

2,928 

0,147 


— 33 (j,(j 8 'ji j 

—0,292 

— 0,023 

- - 0,703 

— 182, 1(39 

—0,908 


— 1,023 i 

—0,029 

— 0,001 

— 0, 148 

— 1,081 

— 0 , 0 1 5 


r 1 

— o,2o3 

— o,oo 5 

— 0,000 

— 0 , 00 3 

— o,24i> 

— 0 , oo 5 


j 






1 

• j 







é 


! 

(«3, «1) 

(«3, (h) 

«4) 

(Ui, a , ) 

! « 4 , '«2) 

(« 4 , «3) 


-0,409 

— 3 i , 5 oo 

00 

0 

1 

■ 

— 0,224 

-o, 3 G 3 

-1,243 

!.. 

— 0 , 01 3 

- 0,635 

OC 

ro 

— 0,000 

—0 . 007 

—0 , 0G4 

1 

— 0,002 

— 0 , f 5 o 

0,275 

— 0,000 

— o,oo 3 

— o,o 53 

^4 

—0,000 

— o,o 4 i 

— o,o(>6 

—0,000 

— 0,000 

—0,017 









! 




4 ', 

î o, 38 o 

— Go , 322 

* 1,659 

0 , 224 

1 


—0,492 


— 0,011 

rr> 

0 

00 

1 

S 

f 

i 

0 , 000 j 

— o,oo 4 

—0,129 


—0,002 

— o,i 63 

—0 , 400 

0 , 000 1 

—0,001 

— 0 , o 52 


0 , 000 

— 0,041 

—0,089 

0,000 1 

i 

— 0,000 

-0,017 





i 

1 






1 

1 

! 

1 
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Ln consultant cette dernière Table, on voit qu’il y a des (|uanlités dont 
les valeurs numériques sont fort grandes; telles sont les quantités 

), ( ^ 2 , ), .^2 ( ), iZmii /(■> , 

et leurs correspondantes 

La raison pour laquelle ces <juantités ont des vab'urs si considérabb's, 
c’est que le diviseur 4(^ -- *)* ' t>’ouve fort |>ctil dans le cas où 

v = et ^ ; et (tue pareillement le diviseur (.v i j- i est fort 

lA (A 

petit lorsque 5 ^ et comme il est facile de s’en assurer, an 

moyen des valeurs de [j.,, ij-j, u.;, données ci-dessus. 

Celte remarque est d’autant plus essentielle (prclle s(‘rl à expliquer 
pourquoi les équations empiriqu(‘s d(‘s satidlitcs de Jupiter sont en cll'et 
les seules qui puissent être bien sensibles ('eo/’/ plus bas Articles LVIII et 
suivants). 

■ XLVIIl. 


Il ne reste plus maintenant qu’j» cliercber les valeurs d(‘s quantités fi 
et 7 (Articles XXXVl et XXXVIll i. 

Pour cela, on remaiapiera que la (|iiantilé m, (pii représenti' la vitesse 
angulaire moyenne du Soleil autour de Jupiti'r f Article .XXVII j, est 
extrêmement petite par rapport aux ipianti-tés p., vitesses moymines des 
satellites; d’où il suit qu’elle pourra être négligée vis-à-vis de ces der- 
nières quantités; or on a généralement (.Articles cités) 

Q i / \ ^ r-i 

^ ^ y m — f/ / \(ni — a '•* - ^ ni — u H(ni - u 'r 

c’est-à-dire, à cause de /= et iVl ~ a f Article XLVj, 


- 


m — [J.) ^{m ~~ u) 




m 




m 
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donc, en négligeant la quantité m, on aura 

m 

A l’égard des quantités g’ et c qui doivent être déterminées par les 
équations L = o et H = o (Articles XXIX, XXXV et suivants), il est inu- 
tile d’en chercher la valeur, puisqu’elles ne se trouvent point dans 
l’expression des coelficients de nos formules. 


§ lu. — Formules des rayons 'vecteurs et des Longitudes 
vraies des satellites de Jupiter par rapport au plan de 
r<jrbite de eette Planète. 


XLIX. 


Dans les formules suivantes, j’ai remis, au lieu de ny,, nyj., 

les quantités (Article XXIX); et j’ai substitué pour 

rtK,, «Kj, «K;,, «K, leurs valeurs en nombres; car, puisque «K -- — 

(Article cité) et que ^ = [P (Article XLVI), et par conséquent aussi 

— ni^, on aura «K -- donc 

a? y 



ne 
lA ’ 


«Kj 


m‘ 


Ê 


Or, m étant la vitesse moyenne angulaire du Soleil autour de Jupiter 
et [J. les vitesses moyennes angulaires des satellites, on aura 

m _ ij| 8 ''?. 7 "' m _ 303'' i3"' tu _ 709 .'' 13 '" m_ i6ji6''32‘" 

IJ.,~ y5'S2>l2^20"‘' fj.-j 43 ^ 205 ^ 20 '”’ (J, 433202''20'"’ U, 4^32^ 1 2*' 20’"’ 

d’où l’on tire à très-peu près 

f7l^ 

nK, zr: 0,000 OOO 2, nK 2 - 0,000 000 7, nKj rz 0,000 002 7, /iK 4 0,000 Ol4 8. 

. f^t 



DES SATELLITES DE .JUPl'l EU. liî» 

Outre cela, au lieu de p.,/, p.,/, jx,/ etm/, qui représeiiteiil les va- 

leurs moyennes des angles 'pi> O3, Oj et (|i, c’est-à-dire des longitudes 
moyennes des (jualre satellites (;t du Soleil vus de Jupiter, et rapportes 
au plan de sou orhite, j’ai mis les lettres u,, u.,, //, ei e. 

De même, au lieu de Al,/-f-w,, M..^ i-w,, M„«-i M,/ 1 w,. ano- 

malies moyennes des satellites, j’ai substitué, pour plus de simplicité. 
V' \ V V 

Enfin j’ai exprimé les rayons vecteurs en demi-diainèlres de Jupiter, 
et les longitudes en minutes. D(‘ cett(‘ manii‘rt‘ j’ai trouvé 

L. 

Uay'on vecteur du premier satellite, 

- 5,67(1 - 4 -// Sj cos V, ) 


-t-^--[4,i9Cos(/^ 

- 101 4,9 i C0S2 (•'/, - n^ 

) — ‘i, 87 COs 5 (//^— //,! 

1 — 1 ,02 cos ^ 4/, 

^ •|..'‘[f>. 75 cüsle, -//,) 

1 -1 ,()()C 0 S 2 (o, — //, ) - 

- 0, cos 4 (// , — 0, ) 

0,02 COS /| (//, 

-1- f 'T<>,t4 cos(//, - «,) 

— 0,09 cos 2 [u ^ — 4^,) - 

— o,<M) cos 5 -//,) 

0,00 Cü ;>4 


— t),<)0()()0<)9 C( S'.A (0 — //| ). 

Rayon vecteur du ileuxiètne satellite, 

9 , 00 ( I -h ni,, cos Vj) 

[5 18,78 cos (/é, — ?/,,) 4- . 5 , 7 ‘U' 0 S‘ji(//, --//./) -f- i , i 6 cos 5 - n.,] -r- 0,49 cos j (//, //j... | 

' “[7,i6cos(//j— — 824, 07 cosv.(4/^ — A/,) -(),29cos i(// w/.j - 1 ,66 cos i (//. 

27 

+ Sp[(),.V,bc.os(«, w.,) — 4 , 8 .')COS'i(«, — e,) -«.iicos J(//, —n,) - 0.04 eos/, 

— a.ooüooüo cos 2 (<' — Cj ) . 

VL *7 
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Rayon vecteur du troisième satellite, 

/\:r=i4,38(i-h«£3COsVJ 

-K~“;r[ 5 , 88 cos(w, — -h o, ujcos'i (?/, —'//,) -i- o,o 3 cos 3 (/^, — -f- 0,00 cos 4 - ^^)•• •] 

Tu ' 

[45.2,98 cos(//2 "■ «()-f- 9 ,i 3 cos 2 (//^“ - //J-h ‘2, i(îcos 3 (;/^ - //J-hn, 59 Cos 4 (//,— //J - ] 

tu 

+ ir[ 7 > 4 <>cos((/, — «,) — 33 , 6 a C08a(i/^ ~ w,) — 3 , 9-5 r,os 3 («, — //,) + 0,95 cos'» («, — 
tu 

— 0 ,0000392 COS 2 (v — // , ) . 

Rayon vecteur du quatrième satellite, 
f\ -- 25 , 3o ( I -h // cos ) 

i “[ 5 ,G()C 0 s(//, — //J -h 0,01 coS2(//, — //J -f-o,oocos 3 (//, //J -h o,oocos \ (//, ~ //J...] 

T/é 

f ^[9,18 cos [n.^ — fu) h 0,17 COS 2 (//.^ — w J + 0 ,07 00s 3 (//, — //, ) 4 0 ,00 cos 4 [a, — . 1 

4 - [3 1 , 55 cos (// . — ) -i i ,62 cos 2 (// , — //J -h 1 ,35 cos 3 (// , — //J 4 - 0 J 3 cos \ (// > — 

— 0,000375 î cos 2 (c— -//,). 

LI. 

Longitude vraie du premier satellite, 

- //, — ( 1 1 4"" 35 ' ) // £, sin V, 

-h “[95oo'sin(//2— -//,)— 122721 i'sin2(//.,-~ //,) '- 352 G'sin 3 (//.^— //,) — 7 o 5 'sin 4 (^/j— 

TJ* 

^ -™[n 58 'sin(//, — //,) — ioo7'sin2(//j ) - ioi'sin 3 (//^ — //, ) - iH'sin i 
I [ï88'sifl(//4 — u^) - 8i'sin2(//^ — //,) — 3 'sin 3 (//< — //,) — o'sin1(//, -- //,) . . . J 


— o",o 47 sin2(p — //,). 
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Longitude vraie du deuxième satellite. 

— (i sinV., 

- 387482'sin (//,-' /r,) —'i727'sin'i(//, — — 509'sin 3 (//,--* n ^] — \ 7 .' s>\r\ ^ [u --u X ' ï 

IJl 

-h -^[ioo 67 'sin(?/ 3 -' //.J -- 69.()'240'sin7,(w^— ~ 37 i7'sin3(// - /r.) 89.5'sin4(^/,“ ] 

-h -^[506' sin(//, -- V,) 3i!>.3'sin'2(//j 5i'sin3(//^ — /r,) i 7 'sin 4 (//, — 

— o", 190 sin7.((' — //,). 


LonQ;itude vraie du troisième satellite, 

n 

— (i i4°35')//î,, siiiV. 

'[i3 o(l'siii(«, — 'i8 'sinî>(«, 8' sinî(//, - «,) — l' sin/K»/, - »,)... 1 

-+-^[_-i 07375 'sin(«,-«,,)-'>. 7 Co'sin' 2 K-fO - 5 r)o'sin 3 (//,-//,,) -i i'i'sinK^r- ".)■■•! 

^^[57„ Vsin((/,— »,) - i/tOi i'sin9.(«,— //,) — |■!7()'ÿin'J(« — «,) — loO'sin î («,-« )...| 

TU 

— ‘>",977 sin((' — »,). 


Longitude vraie du (jualrième satellite. 
(i i 4 ° 35 ' )«î, sinV, 


+ -?'[7(18'sin(w, - //,) - o'sina((/, - - o'sinl(«, - «,) - ««'sinK», -- 

TJ! 

_HSi[,,.,9'sin(«,- w.) - i5'sin-2(«,-//J - 3 'sm 3 («,- //,) - o 'siii H», - ». )•••] 

'lu 

-H^[— iC.i)i'sin(«3 — «J — 444'sin'2(M3— «,) - i8o'sin3{«3 — //,) — 5()'sm4(/r- '<4)...] • 


— 4", 208 sin2((' — w,). 


• 7 - 
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IV. — Oh Von donne les inégalités des satellites qai dépendent 
de leurs eonjignrations, et (fai ont lien an temps des éelipses. 


LM. 

Il (!.s( visible que les é(îlipses des sütelliles, c’esl-à-dire leurs coiijone- 
li(Uis iivee Jupiter, arrivent lorsque leurs longitudes ç; dill’èrent de i8o de- 
grés de la longitude du Soleil vu de Jupiter; de sorte qu’on aura géné- 
ralement ré(|uation • 

y — 

ou bien, ('U im'itani pour ç- et <1 leurs valeurs // + nv et e ■+■ «J, 

U — (' — i 8 o“ 4 - //.I ■— riy, 

où n] «'xpriiue l’équation de Jupiter, ny ré(piation, ou plutôt la somme 
des équations du satellite, ('t « — e la distance, ou bicm l’élongation 
moyenne du satellilcv, doue, pour avoir la conjonetion vraie, il n’y aura 
(ju’à ajouter au temps de la eonjouetion moyenne la (luantité ni — ny 
converti!' en temps, à raison du mouvement moyen du sali'Hite au Soleil, 
convi'i'sion (pi’on fera aisénu'iit en multipliant la (|uaulité proposée par 
0,11 7() pour le premi<'r satellite, par o, pour le deuxÜMne, par 0,077 ' 
pour le troisième et par i,( i(k) poui'le (juatrii'ine; (‘I cbangeaiil ensuite 
les degrés en beures, les minutes (b* degré l'u minutes de temps, ('le. ; ees 
nombres se trouvent, en divisant lesduré('s des révolutions synodi(|U('s 
des satellites, lesquelb's sont d(! 

|j 3ji:ô'i7"'54% 71 3'' ')()'" ttè i8'"V" 7', 

par 'M)o (b'grés, après avoit réduit b' tout ('ii secondes. 


LUI. 

Nous allons doue donner ici les é(|ualions d((s eonjonetious des satel- 
lites; mais nous ferons abstraction de celles qui vieniK'Ut de l’exeenlri- 
eilé de Jupiter, et des exeentrieités particulières des satellites, pare(' (|U(' 
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les unes sont assez connues des Astronomes, et que les antres ne sont pas 
assez exactes pour qu’on puisse s’y fier. 

LIV. 

Équation du premier satellite. 

y. {— 1 097» sin («,- »,) -h 1 44800™ si n 2 («,-«,) 4 1 6™ sii\ 3 {»-«,) -H 83 ™ sin 4 (»,-»,) • • •] 

-y [— * 37"' siti ( U., — H, ) -(- 1 19» sin;» («, — (/,)■+- la™ sin 3 ( ) — 1™ sin^ ( m, — .J 
[ — a2™sin(K4 — «,)-)- 9™ sina(«, — «,) -1- 0™ sin 3 («, — 1/,) -h o™ sin 4(^4 — «,). . .J. 

LV. 

Equation du deuxième satellite. ■ 

[9i8io™sin(«, — Wj) -+-646™8itia(tt| — f/,) -t-i2i™8in3(//| — «,) + j («, — "4)- • •] 

-f- [— a 385 ™sin(«,— Wj)-f-i48383™sina(«3— w,)-+-88r"sin3(H4-f(/,)'+-i95"'sin4(«,— Wj). . .J 
-I- 1 19™ sin(w4 — «,) - 4 - 740'" sina («4 — w,) -1- ta™ sin 3 ((/, — 11^) + 4™ sin 4 («, - u ,). . .]. 

•t* 

LVI. 

Équation du troisième satellite. 

(>a4™sin(«, — «J + i8™siiia(//, — ff,) -t- 4 ™sin 3 (/^, — «;) o'"sin4(«, — 

£x [99075™ sin («,, — w.,) -+-1319™ sin a (z/, — //,,) -h a67™ sin 3 (f/, — + 1)8'" sin 4 (i/, — zz,,)_. . . ] 

% 

^ *^.>5™ sin (z/,— /Z,) -t- 7 1 a4™ s' n a (« ,— f/.,) -I- 6 a 7 ™ sin 3 K— (Z ,) H- 1 4 <>'" sin 4 ,) . . . j. 

LVII. 

Équation du quatrième satellite, 

[— 858 ™ sin (zz, - zr, ) -t- 0“ sin a ^ zz, — zz, ) . . . ] 

% 

4. [_ 1 30 a™ sin ( zz, — zz, ) V 1 8™ sin a ( zz, — zz, ) + 4 " sin 3 ( zz, — zZ, ) — o™ sin 4 ( zz, — zz, ) . . . j 

-f. ^ [ 1 888™ sin (zz, — zz,.) -4- 496“ sin a (zz, — zz, ) -t- ao 1 ™ sin 3 (zz , — zz, ) + 66™ sin 4 (zz, — zz, ) . , . ] . 
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KECHEKCHES SUE LES INEGAl.iTÉS 


J’ai négligé dans ces formules les ternies dus k raction du Soleil, e( 
(|ni sont de la forme de sinafe — «), |)arce que ces termes deviennent 
mils an temps des-conjonctions où l’on a u — v = i8o". 

V. — ( o/Hjmroi.s'o/i (Lea Jornitde.s jfrécédp/itc.s avec Les ohserva- 
tions, et eo/isétj/^e/ieex ([ui en ré.sidtent jmv rapport aiav niasses 
des satellite^. 

LVIIl. 

•Nous nous contenterons ici de comparer nos forumies avec les Tables 
de M. Wargentin, qui sont, comme l’on sait, le résultat d’un. grand 
nombre d’observations; mais, avant d’entreprendre ce parallèle, il est 
bon d’aviu'tir que les Tables de ce grand Astronome sont dressées de ma- 
nière (pTil n’y a aucune é(|ualion soustractive, (pioiijue les équations 
(]u’il a employées soient de nature à être tantôt additives et tantôt sous- 
tractives; cela vimit de ce (jue l’Auteur a retranché, par avance des épo- 
(jues, chacune des plus grandes éipiations soustractives; de sorte (jue les 
éijuations des Tables se trouvent milles dans le cas oii elles auraient été 
les plus grandes à sousti'aire, et que leur plus grande valeur est doubb' 
de ce qu’elle aurait dù être. 

LIX. 

lîn examinant les dilférents termes de la formule de l’Article LIV, on 
voit qu’il y en a un dont le coelficient numérique est très-grand, et vis- 
à-vis duquel tous les autres teruK's ne sont presque d’aucune considéra- 
tion ; c’est le terme 

~ 144800"' — Ux I, 

d’oil résulte une équation (|ui a pour ai-gument — //,j, savoir le 
double d(! la distance moyenne du second satellite au premier, au temps 
de- conjonctions de celui-ci, et dont la plus grande valeur est de 

(3 ^ 

V ’ * T exprimant le rapport de la masse du second satellite à 

c< Mi' de Jupiter. 
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Pour mieux connaitre la nature de cette inégalit»' (jui doit avoir lieu 
dans les conjonctions du premier satellite, il faut chercher sa périoilc, 
laquelle dépend du, rapport des révolutions synodi(|ucs des deux pre- 
miers satellites. Or, suivant M. Wargentin, on a pour la durée de la ré- 
volution synodiquc du premier 


et pour e(dle du S(;cond 


3 j 1 311 1 gi» '■, 3 » . 


d’oii l’on trouve, en additionnant successiveineiil ees noinlues, qiir 
révolutions du premier font 

et qu(‘ 12^ révolutions du sceond font 

437^ 3'* i I'" 1 1' ■>,9*; 

ainsi, pendant que le premier fait une rév(dution par rapport au Soleil, 
le second m^ fait (jue d’une pareille révolution: d’oii il suit que la 
distance u. - du second satellite au pirmier augmente, dans l’mler- 
valle d’une conjonction à l’autre, de i 1) ftio"; pour avoir une 

exactitude plus grandi*, on additionnera de nouveau les périodes du 
premier et du second satellite <|ue nous venons de trouver, jusipra ce 
qu’ils fassent des sommes à peu près égales, et l’on trouvera ipie 
/j'iqfi'W révolutions du premier fout 

795611V' 

et (|ue 22:4860 révolutions du second font 

7956191 1 3 '' 3 ?.'" 19' i<>'; 


c’est pourquoi on aura, au lieu de la fraction eelle-ei heaiieoup 

>.2386o 

plus exacte 
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Soil inaintonanl 0 la distance du second satellite au premier au temps 
d’iimi conjom tion de celui-ci, cette distance deviendra, après n révo- 
Inlions(’), 


. / 2513860 \ . 

0 -4“ H ( f ’ , — p-TT} — 0 3nO — ll-i Jl\ ^ 

V 4 4953» / 


donc on aura 




cl 


sin 2 ( — H, i — sin ^ 2 0 -- n 360"! ; 


donc, pour (|uo cetle <|uantilé redevi<‘nne sin 2,5, il faut (jiic 


iHkSm 

44t)53H 


cc qui donne 


_ 449'''3H 

■■ 1818" 


— ' i / ’ ' i 


O ; 


c’('sl le nombre des révolutions du premier salellile (|ui expriini' la pé- 
riode de l’équation sinafn.. - u,]. 

Or 247 révolutions font à très-peu pri-s 


437 ' 3 '' 44 "' O', 

et — d(^ révolution lont 1 i'‘2H"‘7'’; donc la période cliercluM' sera de 

4^7^ iV* I 7\ 


M)f) 


LX. 

Voyons à présent (juello doit être l«i marche de celle équation; pour 
cela, nous supposerons c’est-à-dire (jue les deux satellites se 

trouvent à la fois en conjonction, et nous aurons, après un nondm* 
(juelconque n de révolutions du premier satellite, 

sm2(«.- sin 



( * ) La lettre // a élé aHectée plus haut à un autre usagti ; ie double emploi que nous croj ons 
devoir signaler n'a ici aucun inconvénient. (^'()^e de FÊditctu\) 
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t:n 

ou bien en faisant, pour abréger, p = égal au nombre des rév..- 

lutions qui forment la période de l’équation 

sin9,(M2 — H,) ~~ — sin — Süo". 

P 

De là on voit que l’équation sinîi(M, — m,) sera nulle au eommenee- 
incnt de la période, qu’ensuite elle deviendra soustraetive. et qu’elle 

sera la plus grande à soustraire lorsque n e’est-à-dire, au (|uart de 

la période; après quoi elb; redeviendra nulle à la moilié de la période, 
ensuite se changera en additive croissante jusqu’aux trois (piarts de la 
période, où elle sera la |)lus gramle, et enfin décroîtra pcmdant b* der- 
nier quart, pour se retrouver nulle au commencement de la période 
suivante. 

LXl. 


Je dis maintenant que l’équation que nous venons d’examiner est la 
même que celle qui se trouve dans les Tables du premier satellite, dési- 
gnée par la lettre C, et qui i^st la seule que les observations aimit fait 
connaître jusqu’ici. Kn elïét : i” la période de cette équation est, selon 
M. Wargentin, de 437^ if)'' 4 1"* miviron, ce (jui s’accorde admirabbnneni 
bien avec ce que nous avons trouvé dans l’Article LIX; car la dilférence 
de 4 '‘ 38 "’, qui s’y trouve, n’est d’aucune considération (lar rapport à un 
intervalle de 437 jours; 2" si l’on examine ré(|uation C, on verra qu’en 
ôtant toujours 3 '" 3 o* (moitié de la plus grande valeur de cette équation, 
selon la remarque de l’Article LVlll), et établissant le commenceineni 
de la période (qui est divisée en 1000 parties) ai nombre 750, on verra, 
dis-je, que la marebe de cette équation est la même que celle de l’éijua- 
tion sin2(//2 — «,) de l’Article précédent. De plus on trouvera, par les 
Tables du premier et du second satellite, que. dans les conjonctions du 
premier, satellite qui répondent exactement au nombre '] 5 o, l’élonga- 
tion du second satellite est nulle. Donc, etc. 


.VI. 


iH 
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LXII. 

De là il suit que les nombres C des Tables du premier satellite ne sont 
autre chose que les distances, c’est-à-dire, les élongations du second sa- 
tellite au premier, au temps des conjonctions de celui-ci, le cercle étant 
supposé divisé en looo parties, de sorte que le nombre ySo réponde 
aux conjonctions des deux satellites et aSo à leurs oppositions. Cette 
remarque fournit un moyen de rectifier les époques de ces nombres, si 
elles en avaient besoin, et de les prolonger autant qu’on voudra, sans 
craindre de s’égarer. 

LXIII. 


La plus grande valeur de l’équation C du premier satellite est de 7*", 
dont il ne faut prendre que la moitié (Article LVIII); donc, comparant 
cette valeur avec le coefricient de l’équation sin2(aj — m,), lequel est 

144800“, on aura 

//U 7 

144800 = 

d’où l’on tire 


€, _ 7 

% 289600 


= 0,00002417 


I 

4oooo 


à peu près ; 


c’est le rapport de la masse du second satellite à celle de Jupiter. Si l’on 
prend la masse de la Terre pour l’unité, on a 


ce qui donne 


Te = 363 , 9 , 


= 0,008794 = 


1 1 

125o 


à pcm près. 


Supposons que la densité de ce satellite soit la même que celle de 
Jupiter, ou au moins qu’elle n’en dilfère que très-peu, ce qui est très- 
naturel, on trouvera, en prenant le demi-diamètre de Jupiter pour 

l’unité, que celui du satellite est 0,0289, c’est-à-dire, environ ce 

qui donnerait pour le temps que le satellite doit employer à entrer dans 
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I ombre de Jupiter 5“ i4% ce qui est à peu près le milieu entre les résul- 
tats des observations de M. Maraldi et de M. Whiston {Mémoires de V Aca- 
démie, 1734 ). 

LXIV. 

Il serait tout à lait inutile d’examiner les aulr(‘s termes de la formule 
de l’Article LIV ; car il est clair qu’il n’en pourrait résulter que des 
équations extrêmement petites, et par conséquent insensibles, à moins 
qu’on ne voulût supposer les masses du troisième et du quatrième satel- 
lite énormément grandes par rapport à celle du second, ce qui ne parait 
guère naturel; d’ailleurs l’équation que nous avons examinée est la 
seule qu’on ait jusqu’ici déduite des observations. 

LXV. 

Passons donc à la formule de l’Article LV, qui renferme les équations 
des conjonctions du second satellite. Parmi tous les termes dont cette 
formule est conipovsée, j’en distingue d’abord deux qui sont beaucoup 
plus considérables que les autres par les coellicients numériques dont 
ils sont alTectés, savoir 

()i8io'" sinf «, — U,) -4- 14^383"' sin?.(Ma — Mj); 

dont l’un vient de l’action du premier satellite, et l’autre d(î l’action du 
troisième. Ces deux termes produisent, comme l’on voit, deux équations 
dont les arguments sont u^ — «j, distance moyenne du premier satellite 
au second, et 2(«j — t/jj, double de la distance moyenne du troisième 
satellite au second au temps des conjonctions de celui-ci. 

Je remarque maintenant que la durée de la révolution synodique du 
troisième satellite est de 

3h 5gm 35» 551 ^3q^ 

selon M. Wargentin; ce qui donne, pour Gi révolutions. 


18. 


437^ 3'‘35"'3i‘i8', 



140 RECHERCHES *8ÜR LES INÉGALITÉS 

et, pour I F 1021 révolutions, 

7956 1 91 1 3 ** ?.9'" I * 55 * ; 

or nous avons déjà trouvé que 449^38 révolutions du premier sont 


795619) iS** 26*, 

et que 22386o révolutions du second sont (Article LIX) 


795619) 13 ** 32 .'" 19*40*» 


donc les mouvements des trois premiers satellites au Soleil sont entre 
eux comme les nombres 449^38, 223860, 111021, et les difféi'ences 
tniti'e les mouvements des deux premiers et les mouvements du second 
et du troisième sont au mouvement du second comme les nombres 
225678, 112839 au nombre 22386o; donc, pendant que le second 
achève une révolution au Soleil, les angles et —u^ ci'oissent 


de 360*' et 

22,3000 


^1^.9 36o"; donc l’angle 2(1^3 — Uj) diminue! à 


chaque révolution du second de la même quantité dont l’angle u, — «a 
augmente, savoir de 36o"; donc la quantité 


Ut — «, 4 - 2(/<3 — Mj) 


est loujoui’s la même dans les conjonctions du second satellite. 

Examinons donc une conjonction quelconque de ce satellite, et voyons 
quelles sont les élongations du premier et du troisième, c’est-à-dii*e, les 
valeurs de u, ~ et de Mj — u^; je prends pour exemple la première 
conjonction de l’année 1760, laquelle est marquée dans les Tables à 
2ii3‘'42'“5o’, à quoi ajoutant la moitié des plus grandes équations, sa- 
voir, i'‘35'"6® (Article LVIII), on a 

2.) 1 5 '“ 1 7 '”. 56 * 

pour le temps moyen de la conjonction moyenne du second satellite; je 
trouve de la même manière que les premières conjonctions moyennes 
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m 

(lu premier et du troisième satellite ont dû arriver à 

(j ('là 3 j 5 '* 54 '" 5 ()* 

de temps moyen; d’où je conclus qu’au temps de la conjonction du 
second satellite, le premier était plus avancé de V'aç)'", ce qui l'ail 
241" 24', et que le troisième était en arrière de 14^ '^7'“. ce qui vaut 
Ho‘' 27'; donc 

U, — U, — ?.4i'’ ?.4' et Ws — Mï — — 3o‘’ 27 ' ; 

par conséquent 

U, — M, 2 ( «3 — U.) — i8o" 3o' nr iSo' à Irès-pi'u prés. 

On aura donc, en général, 

■?.[Us — «jl -- t 8 o‘'— ( H, — Ut) (‘1 sin 2 («s 'O) ~ sin^ a, — m,;; 

ainsi les deux termes 

vÿ,' 9 i 8 io'”sin(i<, — //,) 4- — 1 48383'" sii) .>.(M 3 — ui) 
ip ‘ 

peuvent se réduire à un terme unique, tel (|ue 

91810'" 4- ^ i48383‘"j siii( «, — «î), 

le([uel ne donne (ju’une équation dépendante de l’élongation du [uemicr 
satellite au second. 

LXVI. 


Soit, dans une conjonction du second satellite, «5 = $, on aura, 
par ce que nous avons démontré dans l’Artiole précédent, après n révo- 
lutions de ce mémo satellite. 


?.238bo 




m 


RECHERCHES SUR LES INÉGALITÉS 


d’où l’on voit que cette quantité ne peut redevenir sinô, à moins que 
I on n ait n = i, ce qui donne 

228860 


n = 


1818 


128,1 35 ; 


c’est le nombre des révolutions du second satellite qui forment la pé- 
riode de l’équation sin(M, — u^), et l’on trouvera que cette période est 
la même que celle de l’équation du premier satellite, savoir (Article LIX) 

4371 15’' 12"’ 7*. 

Mettons p au lieu du nombre nous aurons 


sin(M, ~ Ui} = sin 


(0 + ^ 36 o“j; 


donc, supposant au commencement de la période 6 = 0, c’est-à-dire, les 
deux premiers satellites en conjonction à la fois, et faisant successi- 
vement n = O, n = £, “ — 2 ’ p, on trouvera que l’é- 


quation dont il s’agit est nulle au commencement de la période, qu’en- 
suite elle augmente jusqu’au quart de la période, où elle est la plus 
grande; que de là elle diminue et redevient nulle à la moitié de la pé- 
riode, après quoi elle se change en négative, etc. 


LXVll. 

Si l’on compare maintenant la marche de cette équation avec celle de 
l’équation C des Tables du second satellite, on verra qu’elles s’accordent 
parfaitement, pourvu que l’on ait attention d’oter constamment de cette 
dernière équation 16“ 3 o* moitié de sa plus grande valeur, et qu’on fixe 
le commencement de la période au nombre 25 o. Ainsi les nombres C 
des Tables du second satellite indiquent les élongations du premier au 
temps des conjonctions du second, de sorte que le nombre aSo répond 
aux conjonctions des deux satellites, et le nombre ySo à leurs opposi- 
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lions. (Voyez là-dessus la dissertation de M. Wargentin qui est à la lète 
des observations du second satellite, dans les Mémoires de la Société 
d’Upsal pour l’année 1743.) 


LXVIII. 

Il ne reste donc plus qu’à égaler le coellicient de l’équation sin (m, — Mj) 
à la plus grande valeur de l’équation C des Tables, ce qui donne 

91810 -t- i 48383 = 


de sorte qu’en supposant @3 = mC ,, on aura 

'->.3 Cj _ 33 m 

ZT 183620 -4- 3 . 967(16 m T i83()3.o 4- 3.()(i7(5ir/» 

Soit par exemple m=i, c’est-à-dire, les masses du premier et du troi- 
sième satellite égales entre elles, on aura 


C ^ 
t ~ t 


33 

48o38(i 


0,0000(1869 


I 

i^Soo 


environ; 


d’où, en supposant les densités des sat^dlites égales à celb’s de Jupiter, 
on tire leurs demi-diamètres — <*,o/|<><) ~ environ de celui de Jupiter; 

ce qui donne pour le temps (|ue le premier devrait em|)loyer à (mtrer 
dans l’ombre 5'“r)i\ et pour le temps (jue devrait (‘inplover le troi- 
sième 9'“ 21*. 

Au reste, quel que soit le nombre m, comme il ne saurait être ni .inlini 

. . . . , Cj ■ . • 

ni nul, il est clair que les quantités sont toujours necessaire- 

33 

ment moindres que la traction =0,000111, c’est-a-dire, en 

prenant la masse de la Terre pour l’unité, 

I 

25 


€, et €,< o,o.iü4. . . , environ 
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LXIX. 

A l’égard des autres termes de la formule de l’Article LV, il est facile 
de voir qu’ils ne donnent que des équations extrêmement petites, et qui 
peuvent par conséquent être négligées; en effet, le terme qui a le plus 
grand coefficient numérique, après ceux que nous venons d’examiner, 
est 

^ [— 9,385'" sin ( m, — /t, : ] ; 

IP 

or nous avons trouvé que < 0,0001 1 1 . . . ; donc la plus grande équa- 
tion sera < i6\ 

LXX. 

L’équation 

M, — Mj -I- afMj — Mi; iHo^ So', 

trouvée dans l’Article LXV, et d’où nous avons tiré 

sin2(«3 — Mj) = sin(«i — Mj) à irès-pou près, 

est une suite du rapport que nous avons établi entre les révolutions sy- 
nodiques des trois premiers satellites; ce rapport n’est pas exact à la ri- 
gueur, mais il ne s’écarte de la vérité que d’une quantité infiniment pe- 
tite, de sorte qu’au bout de rooo ans l’erreur qui en pourra résulter sera 
encore presque insensible. 

En effet, on trouve qu’il faudrait environ i3i7()oo ans pour que l’é- 
(juation dont nous parlons devint 

M, — -+- 2 ( «.i — «3 i = 36o°, 

pourvu que les moyens mouvements des satellites fussent assez exacts 
pour pouvoir être employés dans une si longue suite de siècles. [Voyez 
l’Ouvrage de M. Wargentin cité ci-dessus.) 


LXXI. 


La formule de l’Article LVI, qui renferme les équations du troisième 
satellite, ne nous présente qu’un terme qui puisse être de quelque cou- 
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sidération : c’est le terme 


§1 

t 


99075” sin(«,— «,), 


dont l’argument est l’élongalion du second salellile au troisième au 
temps des conjonctions de celui-ci. 

Avant d’entrer dans le détail de l’inégalité qui en résulte, voyons si 
elle est assez considérable pour qu’on doive en tenir compte. Pour cela 

on substituera, au lieu de sa valeur trouvée ci-dessus (Article I.XIII), 
savoir -7 ^. — > et l’on trouvera 

209000 

@1 . , 

91)075”=: 2” 3,4% 


de sorte que l’inégalité <lont il s’agit montera à 4“' cause que 

l’équation sin(«2 — est tantôt additive, tantôt soustractive. 

Maintenant on sait que les mouvements moyens du second et du troi- 
sième satellite sont entre eux comme les nombres 23386o et 1 1 1021 (Ar- 
ticle LXV), d’où il suit que, pendant que le troisième achève une révo- 
lution au Soleil, la distance u.2 — augmente de 3G()‘’; d(‘ sorte 

que, si Ton appelle 0 rélongation du second satellite au troisième au 
temps d’une conjonction quehmnque de ce d<‘rnier, on aura, apri‘s n ré- 
volutions, 

^ 1 1 283q _ 

/q — //j ~ 0 4- n ^ 3oo”, 

l 1 I 0'> i 

et de là 


sin(w., — Ws) — sin {^0 n 


I I 283q 

I I I 02 I 



Sir 


i8i8 
I I I 02 I 



. . , , , . ,111021, 

d’où l’on voit : que la période de celle équation sera de **evo- 

lutions du troisième satellite, ce qui revient au même que celles du pre- 
mier et du second satellite (Articles LIX et LXVI); 2" que si l’on prend 
pour le commencement de la période une conjonction du troisième sa- 
VI. «9 
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tellite dans laquelle Ô — o, c’est-à-dire, que le second satellite soit aussi 
en conjonction, on trouvera que la marche de l’équation dont il s’agit 
sera entièrement analogue à celle de l’équation du second satellite (Ar- 
ticle LXVI). 

LXXIl. 

L’équation que nous venons d’examiner ne se trouve point dans les 
Tables du troisième satellite; M. Wargentin s’est contenté de l’indiquer 
dans la Préface de ses Tables {Mémoires de la Société d’Upsal, pour l’an- 
née i 740> il dit: Multœ etiam observationes salis manifeste indicant 
tertium œquatione alia indigere cujus fere eadem est quantitas et natura 
cum œquatione nova primi; sed quoniam observationes non paucas habeam 
quœ eam vel minorem, vel nullam arguant, hujiis æquationis in TabuUs 
nullamhabere rationem satius judicavi ; cl ailleurs (dans la Dissertation 
(|ui est à la tête des observations du second satellite) : In motibus tertii 
sateüitis deprehenditur inæqualitas quœdam qxm indicat eum esse retar- 
datum in conjunctionibus, sed acceleratum in oppositionibus secundi; et 
plus bas : Est etiam hœc inæqualitas tertii similis inœqualitati supra de- 
scriptœ secundi; ce qui s’accorde parfaitement avec ce que nous avons 
trouvé dans l’Article précédent. Il est vrai que cette équation a paru à 
M. Wargentin de la même quantité que celle du premier satellite, au 
lieu qu’elle n’en est qu’environ les deux tiers, suivant notre Théorie; 
mais ce savant Astronome avoue lui-même qu’il ne regarde pas son ré- 
sultat comme fort exact, l’ayant trouvé quelquefois moindre, et même 
nul, et que c’est pour cette raison qu’il a cru devoir s’abstenir d’en faire 
usage dans ses Tables. 

LXXIII. 

Avant de quitter la formule de l’Article LVI, nous dirons deux mots 
des termes qui dépendent de u^ — a,, élongation du quatrième satellite 
au troisième, et dont le plus considérable est celui-ci 
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Supposons d’abord que l’équation qui en provient soit, lorsqu'elle est 
la plus grande, de m minutes; on aura 

€4 , 

^7124 


@4 _ m 


— 0, 000140 m; 


d’où l’on voit que, pour que m soit au moins = i, il faut que la masse 
du quatrième satellite surpasse de beaucoup celles des trois premiers. 

Si l’on veut que la densité de ce satellite soit la même que celle de Ju- 
piter, on trouvera son diamètre =o,o5i9^m de celui de Jupiter; et 
par conséquent le temps qu’il doit employer à entrer dans l’ombre 
= (i 5 “ 4 ^’) ce qui, en faisant m = i, est assez conforme au ré- 
sultat des observations de M. Maraldi. 

Cette équation, au reste, supposé qu’elle montât à quelques minutes, 
ce qui ne serait nullement impossible, mériterait d’autant plus l’atten- 
tion des Astronomes qu’elle varie beaucoup d’une conjonction à l’autre; 
en effet, les révolutions synodiques du troisième et du quatrième satellite 
étant de 619176“ et i4475o7“, on trouve que l’angle «, — a, doit aug- 

tiKi.i I . 1 1 i rk v. .Ii. 4 n/v. .3 ■ /. .Vk r. .lik [ ^ ^ 


menter pendant une révolution du troisième de ~ * j 36 o“. 

H2B33 I 

c’est-à-dire, diminuer de donc, nommant 0 l’angle u^ — u, 

dans le temps d’une conjonction quelconque de ce satellite, on aura, 
après n révolutions, 

828331 , \ ù i 656()62 . 

«4 — = 0 — n ■ . , 360" et 2 ( «4 — M,) = 2 0 — 71 — 77 — i — 300 ", 

1447507 ' 1447507 


sin 2 ( «4 — M , ) — sin f 2 0 — n 36o‘A ; 

\ '447507 / 

par conséquent la période de cette équation ne sera que de '"é- 

volutions, c’est-à-dire, de 6,920 révolutions, ce qui fait 49* *4’’ 1 2'" à peu 
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près. Ne serait-ce point là la source de ces inégalités qu'on observe dans 
les conjonctions du troisième satellite, et qui font des sauts considéra- 
bles d’une conjonction à l’autre? C'est une vue que nous proposons aux 
Astronomes qui s’occupent de la Théorie des satellites. 


LXXIV. 

Il ne resterait plus qu’à examiner les équations des conjonctions du 
(|iiatrième satellite, contenues dans la formule de l’Article LVIII; mais 
ayant déjà trouvé (Articles LXIII et LXVIII) 

@, = 0,00002417^, ®i et @3 0,0001 1 1 /ÏJ*, 

on verra aisément que les coefficients de ces équations ne s’étendent 
point au delà d’un petit nombre de secondes; ce qui est trop peu de 
chose pour qu’on doive en tenir compte dans le mouvement de ce sa- 
tellite, surtout vu l’imperfection qui règne encore dans les Tables de 
.lupiter. 


CHAPITRE IV. 

SUITE DU CALCUL DKS PERTURBATIONS DES SATELLITES DK JUPITER. 


LXXV. 

Ayant trouvé les premières valeurs de x, y, z (Articles XXXVI et sui- 
vants), on reprendra les équations de l’Article XXXII; et après y avoir 
mis au lieu de X, Y, Z leurs expressions (Articles XXX et suivants), sans 
négliger les termes de l’ordre n, on substituera dans tous les termes de 
cet ordre les valeurs trouvées de a?, jy, z, et l’on aura de nouvelles équa- 
tions en X, y, z plus exactes que celles de l’Article XXXV, et qui s’inté- 
greront encore par la même méthode. 
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LXXVI. 

Soit pour le premier satellite (ces formules s’appliquent également 
aux trois autres, suivant les remarques des Articles IX et XIII) 


L, = g, - 2fx,H, - f («., «0 

1 Kl IX, 

— ^ — J 

2 I -f- nx\ 5 I -f- riy^i 


i + nx. 


r, <ii, flj) 


' + »Xi 


r(a,, «4) 


Mî = Six] — 2/ — «/, [p(,n(a,, ai) + a^) -+- x*n(a„ a,) -*■- îx,J, 

^] z=zjx]-hnf, [xjr(«i. «») + «4) f K, + {xi] -t- 2n/*,/iH,. 


Supposons de plus (Articles XXXVI et XXXVIII) 


e, = - 


x^ 

« + «Xi 


[S,(a„ «,) cos(|!;t, — fx,)t-i- Zi(a„ a, ) C 0 S 2 { fXi — ix,}t -h. . 


X 3 

14 -nX' 

X> 

I + «X' 

K, 

i + «x. 


[S, (a,, flj) cos(//.3 — ix,)i-t- Ei(a„ a,) coS2(ju, — fi,) / 4- . . . J 
[S, (a,, «4) cos(fi4 — fi,) / - 4 - Sj(ai, a*) cos 2 (fi, — fx, )/-+-... j 
( 3 , cos 2 (m — fil) /, 


3.,= — Kî — [(I),(a„a,)sin(fi, — fi,)/4-‘t>3(a„ a,) sin 2(fi, — fi,) / + . . .] 
14 - /IX. 


X» 


14 -/ 1 X. 


['I>,(a„a3)sin(fi, — fi,)/ 4 -<I' 3 (<i„ «3) sinalfi, — fi, )/ 4 - . . . ) 


X« 


i-hnx 

K, 
14 - /IX 


[$,(a„ a,) sin(fi4 — fi,)/ 4 - «4) sin2(fi4 — fi,)/ 4- . . .] 


-- y, sin2(/» — fi,)/, 


et faisons a;, = Ô, -f- x,, 7, = &, -H y, (nous verrons bientôt la raison de 
ces substitutions). Les équations de l’ Article XXXIII se changeront en 
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celles-ci, dans lesquelles nous avons négligé les termes affectés de n*. 


(G) 


~ 3 F 


M|x,-h/,L, — rt( 6 fx| — 3 /,) 4 ?; 




nf\Y] 


— nx,f,x, 

ni(a„ fla) 4- 

- nxtf,x, 

n 2 (éïi, a^) -f“ 

-»X>/'^' 

Di (ûi, üi) -h 

— »X«/<^> 

fia (fl,, «a) 4- 

-«Xx/^i 

|^n,(a„ a^) 4- 

-«x*/>^>| 

|^fia(a„ 04 ) 4- 


ri(a„a3)J cos( ft, — 


i^a — 


- ri(ai,a>) cos(/x, — jtx,)/ 
P-i — J 


9 . U, 




•J 


fî(«,,a3) C082(/2, — JU,)/ 


9 .( 1 , 


— f*l 


r,(a„ a«)J cos(fi 4 — ix,}t 


2(X, 


2(f^. — fti 


r,( 


a„ aoj 


C0S2 (jU 4 — /2 i)< 



3/^1 

2{m — (J.,) 


cos2(m — /2,)/ 


— |U,)<-+-^,(a„a,)cos 2 (p,— J 

— nX\/'^>[^(<*»«»)+’^^t(«i.«s)cos(|2j— fx,)r-(-Y3(a„rtj)cos2{/x3— fx,)/-*-...] 
— + fX, rt4)COS2((X4— 

4- nK,/,m-l-|coS2(m — fx,)/] 

+ «X»/ (/» — /• ) [f I (a. , «>) sin ( / 2 ,— fx, ) / -f - 2 r, («„ fla ) sin 2 ( fx,— w.) / — . . . j 
«X»/ (T« — T' ) f f 1 (fli, «.) sin (/x,— fx, ) / 4 - 2 fa(a, , Oj ) sin 2 (fx,— fx,) / — . . . J 
+ «X*/» (r* — r' ) [ï* (Ot » «0 sin ( /X4— /X, ) / 4- 2 r, («„ «4 ) sin 2 ( /X4 —/X, ) / — . . 
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-(-nK,/(J — j^,)x 3sina(m — /i,)/ 

J'iTi [ n, {«„ Cl) sin (fti— fjt,) t + fi, (a„ fl,) sin a (f*,— /a,) t-¥...\dt 

* «X»/ [ fi' («I* «») sin (fl,— fx,) < + fi, (fl„ fl,) sin a (fi,— fi.) < + . . . J rf/ 

,[ Ô, (fli, fl,) sin (fl, —fl,) / 4 - Ô, (fl„ fl,) sin a (fl,— fl, )/-)-.. .J rf/ 


4 - 2 « 


■ 2/1 


K,_/)fi, J'x,'Xisin 2 {m — fx,}tdt 
+ 2n.X)f>iJi, J r, [Ç,(a„«,)sin(fi,— fl, )/-+-¥, (fl„fl,)sin 2 (fi,— fl, )<4-...|rf/ 

4 - 2 «Xs/ f'?i («!,«,) sin (fl,— fl, ) < 4 - ?^,(a„ fl,) sin a (fl,— fl,) r 4 - .. . J dt 
4-2nx,/,fii ya:,[W,(a„fl,)sin(fi,--fi,)/4-4^,(a„fl,)sin2(fi,— fi,)<4-...Ji// 

4-anK,/,fi,y ^XTSin2(m — ft,)<rf/ 

4-2«X'/<fJ^| / ( 7 ,— /,)[f,(fl„fl,)COS(fl,— fl,)/4-2f,(fl„fl,)C0S2(fl,— fl,)/4-...Jl// 

4 - 2 «x»/F' y* (j,— Ji)[f,(a„a,)cos(fi,— fi,)/ 4 - 2 r,(fl„a,) cos 2 (fi,— fi,)^ 4 -...J'f// 
4 - 2 /lx,yifii y* I 7 ,— jri)rfi(«i»«')C‘>s(fl, — fl,)^ 4 - 2 f,(a„fl,)C 0 S 2 (fl, — fl,)/ 4 -...Jl// 

— 2 nK,f,Xt j' (J— j,)x3cos2(m- fi,)<f// = o, 


^ 4 - 2fi,x, — /,H, — 3 nfix| 
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— anK./x, X cos 2 (;n-- ft,) # 

+ «X»/ f *^i[n,(a„a,)sln(|ai,— fi, )f+ft,(a„ a,) sin 2 (jti,—f*, )/+...]<// 

4- nxa/i f H, ( a, , a, ) sin ( f4, — U, ) / 4- lî J ( a„ «s) sin 2 ( f/.a — f^i ) ^ + . . .] (/< 

+ «X*/i y »i[ni(a„a,)sin(fx,— |tx,)/4-n,{a,,««) sin 2 (fx, — fx,)/4-...J<// 

-t-nK,f, j'x, X 3 sin 2 (m — fi, )t(it 

•+• "X>/ y rj[^,(a„a;)sin(fx, — (i|)/4-'Fj(a,,a,)sin2(/x, — fx,)/4-...J rf/ 

«Xs/i y ^«[^((ai,«a)sin(fx, — fx,)<4- $■,(«,, a, )sln2(fAs—|:x,);4-...J(// 

+ nx,f,j* x,l'9,{a,ya,)sin{[x, — fi,)t + W,{a„a,)sin2{iJi,—[A,)t+...]dl 

+ ftK,/, y 5XTsin2(m — 

4- f^X.aJ', y [ya J'",) [r, (fli, <ïî) COS( Ui — ft|)/ + 2rj(0f|, ûj) COS 2(fl'i — f(|)/4-...J<// 

cos(fx,— fx,)<4-2rî(a,,a,) C0S2 (m 3— fx,)/4-...Jf// 
+ "X</ y lj 4 — Ji)[r,(a„rt,) cos(fx,— fi,)<4-2f,(ai,a4) cosalf/.,— fji,)/4-..,J(// 

-nK,f,j' (J — X 3 cos 2 (m — = O, 


K) 


(il- 


+ 'î^\ — ^nf>.\z,x,-^ 2n 


dx,dz, 

do 


4- nXaf\^> I <h) H ^ ri(On ûj) I COS(fii — fl.,)t 

L fia — fi, J 

4- j(a„flj)4- fa(ai, ai) j 2C0S(fia — fi,)t. . . 
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-+-«X3/l^. 

l' ^ 

Tl (<Z,, flta) -f* 

-+-«X3/«I 

r 2 (^i, ^ 5 ) -4- 

-t- nx,f, Z, 

Fl ( ci\j üi ) -f- 

+ nx*fZi 

f 1 

a 

+ 


?.p., 


— IJ; 



— fil) 


COSifi, — (Jt,)/ 
r,(fl„aol C 0 S?.(|H 4 — jU,)/. 


4-rtK,/‘,2,[ Y I c0S2(m — jw,)/ 


1-0 0 O J 

~ nx,f,z,lr(a„a,)-hr,ia„a,}cos(iJ.,—[ji,)/-hT,(aifa,) C0S2((2,— fA,)/...] 

~ "Xa/ ^3 L («i> «3) fl (a,, a,} cos {/J.,— fi, ) t-h f ,(a„ «1) cos 2(1x3— y.,) /.. . J 

— «<)“*■ fl C 0 S(^/ 4 —f^.)<+f, («1,04) C0S2(|Lt4—^, )/...] =0. 


LXXVII. 

Si l’on rejelle dans les équations (G) et ( 11 ) tous les termes all'ectés 
de n, comme aussi tous les termes constants qui doivent être nuis par 
les conditions de l’Article XXXIl, on a 

... rfy, 

-^ + M,X,_0, --+2^,X,=:ü. 


D’où l’on tire 

X, e, cos(M,t + &),), y, — ^e, sin(Mi/ + 6),), 

ce qui donne pour ce, et y, les moines valeurs que nous avons déjà trou- 
« vées ( Article LXXV ) . 

La quantité — — £, sin(M, / -h w, ) n’est que le premier terme de l’é- 


VI. 


20 
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quation du centre calculée dans une ellipse mobile (Article XXXVIII); 
si l’on voulait avoir le terme suivant, c’est-à-dire celui qui contient le 
carré de l’excentricité, il n’y aurait qu’à mettre au lieu de a;, dans les 
termes — n(6[j:, — d/, )a;j et — 3nix,x^ des équations (G), (H), la 
valeur de x, qu’on vient de trouver. 

On aurait donc, en négligeant toujours les termes constants, 

Mîx, — niG/jiî — 3/,) ^ cos2(Mi t -t- Wi) = o, 

— -t- 9.u,x, — 3nu,~ cos 2 (M,< -t- &)|) — O. 
dt ^ ^9 


La première de ces équations donne (Article XXXIV) 


C0S2(M,^ 4- &),) 

X, — e, cos(M,/4-r,),) — n(0|2.; — ^ 3M^ ’ 


I 


c’est-à-dire, en mettant au lieu de /, et de M* leurs valeurs appro- 
chées (Article XLV), 

X, -- 6| cos(Mi t + — n— cos 2 ( M, t -f- m, ). 


Donc, substituant cette valeur de x, dans la seconde, et l’intégrant 
ensuite, on aura 

'? J 5 

Yi == — ^ sln(M,/ -t- 6),) + EÎ sin 2 (M, t -t- w,). 

IV 1 1 /|. M J 

Ce qui s’accorde avec ce que l’on sait d’ailleurs; mais nous verrons plus 
bas qu’il y a dans l’équation (G) d’autres termes qui influent considéra» 
blement sur l’équation du centre, et qui empêchent qu’on ne puisse re- 
garder l’expression précédente comme assez exacte, même dans le cas 
où l’on néglige les quantités de l’ordre n. 

Il en laut dire autant de l’expression de la latitude que nous avons 
déjà trouvée (Article XL); mais avant que d’entrer dans cette discus- 
sion, il est bon de voir ce que donnent les nouvelles valeurs de M et de N 
(Article précédent) pour le mouvement des apsides et des nœuds. 
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§ I. — Premières valeurs du mouvement des apsides et des nœuds 

des satellites. 


LXXVIII. 

l 

Nous avons trouvé (Article LXXVI) 

M; = 3p.( — if, — nf, [x3n(rt„ a,] + Xsfilrt» <h) + x«fi(«'» «•) + ! K, -+- Jx,j ; 
or, on a généralement (Article XXIX) 


d’où 


et par conséquent 






f, — p|(n- ng,); 
donc, négligeant les ternies alFcctés de n, on aura 


M’ =: ,a( [i — 2 /ig', — «xJI(«t, a,) — «») — nX'n(«i, «.) — 1 K, — 

Maintenant on a pjir l’équation L, z= g, — ... de l’Article LXXVI 


g, c= L, -+-2 fl., "H, 


i-t-nX. 


[Xsf(«i>«2)'t-X3r(«i, ïL,— ;x, J; 


donc 


M ( — ^ I — /^Xî [d (^ï,, fïi)"+"2 r {dif i^x^ fi ^1, 

— «Xi [n(ai) a 4 )+ 2 r[a„ a,)] — fnK,— |/ix,— xnL,— 4 «,wi IL J, 

les quantités L,, H, devant être déterminées par la condition que les 
équations (G), (H) ne renferment aucun terme constant. 


20 . 
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Pour remplir ces deux conditions, on supposera que (a?J) soit la quan- 
tité constante qui entre dans la valeur de car la valeur de aj, étant 
composée de sinus et de cosinus, il est évident que le carré contien- 
dra nécessairement des termes constants, quoique a?, n’en contienne 
point; de même, soient (z J), (Y?) les quantités constantes qui entreront 
dans les valeurs de zf , Y*; on aura donc 




|n/.(z;) -«/:(¥?)=.- O, 


— /, H, — inn,{x\)=^o; 


d’où l’on tirera L, et H,, qui seront de l’ordre de n; c’est pourquoi on 
peut négliger dans la valeur de MJ les quantités a/iL, et qui 

seraient de l’ordre n’*. 


LXXIX. 


Donc, si l’on fait, pour abréger, 

-f-5^<fn(ai,a4)"H2r(ai,a,)J-<-^Ki-l-|x,, 

el de même ( Article IX) 


6, = Xt [n («J. «I ) + «»» «. ) J -+- X» f H ( a„ rt, ) 4- 2 r { a„ a, ) j 

-I- X, [ ])(£(}, Æj) -4- 2r(<ïî, a, ) J -4- f Kj -t- 

= 2r(a„a,)J -(-Xjfn(a5,«,) + 2T(rt„«3)f 

-4- X4 [n(aj, a,) 4- 2r(aj, a«)J 4- f Kj 4- }xj. 


= x* [n(««. «i) + 2 r(a 4 , a,)J 4- X» [H(««. «>) + 2 r(a 4 , a,)J '• 
4- X3 «a) 4- ar(a4ta,)] h- |K, 4- |)i4, ' 
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on aura 

Mî = pî(i — nê,), M, = fx,(i — -inê,). 

M’=;f*î(i — n6,), M, = fx,(i — |n6,); 

et ainsi des autres. 

Or le mouvement de la ligne des apsides étant au mouvement moyen 
comme fx — M à jx (Article XXXVII), cette ligne avancera pendant une 

révolution de ^ 36o®, d’où l’on connaîtra le mouvement des apsides 

de tous les satellites. 


LXXX. 

Pour évaluer en nombres les quantités ê, il faut commencer par cher- 
cher les valeurs des quantités n(a 4 , a,) , . . . , lesquelles dépendent »les 
quantités A(a,, «j),..., c’est-à-dire des coellicienls de la série qui repré- 

_ 5 

sente la quantité radicale (i— txqO -f- q*) * (Articles XX et suivants). 
Soit donc, comme dans cet Article, 

-1 

(1 — 27 cosô + ’ = (A)-(-(B) cosO -1- (C) cos 2 0 -t- . . . , 

on aura, en faisant q=j et (? = (jj, — 9,, 

[aj — 2a, a, 005(9,-9, ’ =a7*[(A)-»-(B)cos(9,— 9,)-4-(C) 0052(9,— 9, )-^... |; 

donc (Article XXI) 

A ( dj, CI,) <1, ** ( A ), A, ( ûE, , <ï, ) — ^ (X^ ( B ), . . . • 

De même, en faisant q=~^ on aura 


A(a„a,)=:a7»(A), A,(«„ a,) = a7*(B),. . 

et ainsi de suite; où l’on remarquera que les quantités réciproques 
A(a 2 , a,), A(a„a,),,.. sont les mêmes que les quantités A(a,,a 2 ), 
A(nj,nj),.». ( Article XLllI). 
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(^la posé, on trouvera (Article XXII), q étant égal à 

CI 2 


n(a„ 


a,) ilUniÜlA), 


»,)= î<£lniyw±^), 

2 .al 


et (le là, en faisant, pour abréger, 

P — g(B) — 

7 . 

D _</(C)-?-«/MB) + 2V(A) 

-* t *— • > 

2 

P,^ g(l>)- g»(Ç) + «/(B) ^ 

2 


on aura par l’Article XXIV 


rr/ \ ,.9’Pi— 29’P 

n(a,, a,) — 32 i rt’A, 

2 


n.(<.„^)=3Ær- ?fy'+;tf 

2 


-Ÿ’B, 

-?’C, 


On trouvera desexj)ressions semblables pour les fonctions H de (a,, aj), 
(aj, a,),..., en faisant q=^> ” 
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<h 


De la même manière on trouvera que l’on a, q étant encore égal à 
n(a„ a,) = 

7.a\ 

n. («„ a. ) = , . 




■ aaj 


d’on, en faisant 

O 7(B) - 5*(A) 

y . 

V ( ) — ?■ ( B ) 7. (y ( A ) 

' ?. 


on tire 


n(«„ a,) ~ A, 

îî, (a„ a, ) = 3 - B, 

7 . 

n,(«„ «, ) - 3 _ c, 


expressions qui serviront aussi pour les (juantités il («j.rt,), Il (rtj.r/.j,. 
en faisant successivement q= —,*.•■ 


LXXXl. 


Ayant donc fait le calcul de ces dilférentes <|uantilés, j’ai trouvé les 
valeurs suivantes : 
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q =^ 

a . 

— £1. 

^1 

« = -1 
«4 


«3 

«4 

q = — 

(A) 

• 4,494 

2,654 

1,366 

i 3,856 

2,198 

8,288 

(B) 

27 , 33 i 

4,095 

1,399 


3,179 

n 

n 

23,754 

2,544 



1 , 85 o 

12,400 

(B) 

19,323 

I , i 5 i 

o, 5 i 5 

17,547 

i,i 85 

9,402 








P 

2,856 

0,395 

0,099 

2,734 

0,287 

1,627 

P. 

5,767 

0,912 

0,298 

5,539 

0,709 

3,342 

P, 

5 ,a 68 

0,639 

o,i8G 

4,783 

0,541 

'^, 97 ^ 












Q 

— 5,887 

— 1,847 

- î,i 99 

— 5,692 

- 1,633 

— 3,985 

0, 

-10,717 

— 2,547 

-> i,o 3 i 

— 10,335 

— 2 , 068 

— 6,909 

• 


— 9,059 

— i, 5 io 

— 0,336 

- 8,993 

— 1,075 

— 5,423 

















‘■»v «3) 

» ^4) 

(«3, «3) 

(«„ «4) 

(«3, "4) 

îî 

0,534 

o,o5o 

0,008 

o,5i4 

o,o36 

0,389 


(«„ «.) 

(«3, «,) 

(«., «.) 

(«3, «,) 

(«4, »■:) 

i 

^3) 

il 

4,5o4 

a, 579 

2,128 

4,401 

2,4^4 

3,837 
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LXXXll. 

A l’égard des valeurs de f (a,, a»),... , nous les avons données ci- 
dessus (Article XLVII), aussi bien que celles de «K,, nKj,... (Ar- 

ticle XLIX); et pour ce qui est des quantités nyi — v~ (Article XXfX) 

on aura, en faisant A, demi-diamètre de Jupiter, égal à i, et mettant 
pour a,, «a,... leurs valeurs (Article XLVI), on aura, dis-je, 

«Xi = o,o3i lo V, nx, = o,oi?.34 V, nx, = o,oo484 v, nx, =: o,ooi56v, 

la quantité v dépendant de la figure et de la constilnlion intérieure de 
Jupiter, comme on l’a vu (Article XVI). 


LXXXll 1. 

Toutes ces substitutions faites, on aura, après avoir remis au lieu dt* 
«Xi* les quantités 'x’’ ’’ 


fi fi 

«6, =;o, 9 « 3 , -f-0,124-^ +0,022-^ 






«6, = 1 ,562 -4- 0,940 -7j^ 0,090 


% 


d:, 

n%, — 0,307 


* >487 0,073 ^ 


fi r 

n 6 ( 0,000 


d, , , a, 

0,2(10-^ -t- 1,139 ^ 


-4- 0,012,440 V -4- o,oooooo 3 , 
-t- 0,004938 V - 4 - 0,0000010, 
-H 0,00193(4 V - 4 - 0, 0000040,, 
- 4 - 0,00062,4 V - 4 - 0,00002,2,2, , 


LXXXIV. 

Passons maintenant aux formules qui donnent le mouvement des 
nœuds, et nous trouvons d’abord pour le premier satellite (Article LXXV } 

N’ = jix’ - 4 - nf, f x,f (rt„ a,] -4- yjf{a„ a,)-hx,f{a„ a.) - 4 - “ K, - 4 - ^xj +■ 2,np„/,H, ; 

c est-à-dire, en mettant au lieu de /,, et négligeant le terme -inij.,/, H, 

VI. 


2,1 
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qui est du second ordre, à cause que H, est déjà de l’ordre de n (Ar- 
ticle LXXVIII), 

N; 1 1 -h a,) -+- nx^ria,, a,) + «x^rfa.) «i) + |«K, + |«x, ) ; 

donc si l’on fait, pour abrégcM’, 

— + Xjt(a„a,) 4 - x«r(fl„ a,) + + ïX" 

de même 

w, = Xir(rt2, /(,} + /jf («1, «3) -4- x*r(rt„ «.() 4- .'K 3 4- j-jt,, 
m = X' r ( ^<1 ' + ■/,’ r ( « 1 14- X* r( 0.3» ^ K,, 4 - xj, 

jîji =r Xi r( O,, (I,] 4 - XîU^ O,, fi-i) 4 - x»r(rtt, Os) 4- f Ki 4- -ixi. 

On aura pour tous les (jiiatre satellites 

N } ( I 4- /m, N, = |U| ( I 4 - { 7 t cTi ), 

=; + rtcT-j), N, = 4- i-zinjj), 


Pour tirer de là le mouvement des nœuds, on remarquera que 
(/JL — N)/ — ïj exprime, en général, la longitude moyenne du nœud 
ascendant (Article XLI); d’oii il suit qu(ï le mouvement de la ligne des 
nœuds sera au mouvement moyen comnœ 0 . -N à a, c’est-à-dire, comme 

— “ à i; par conséquent les nœuds reculeront à chaqjie révolution 

de ÿ/isr X 36o". 

LXXXV. 


Or, on trouve par l’Article XXXIl, en faisant successivement q '—-i 

(l'i 


a, 

' ^3 


f (a,, Ch) • - 4 - f{a^, a% 
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ensuite, 

r ( 0 , 1 , a,) = \ T{ Oi, a, ), 

T ( O'i, O, ) — A ” 1 “ ï' ( Oi, O, 


ee <jui donne (Article XLVIl j 



(«,, Oi) 

(«1, 

{ a , , a, ] 

(a-,, a,) 

* 

/c , n, ] 

( rtj, II, ' 

T 

o,98t 

0 , I 9O 

0,018 

o,9.1v. 

0.087 

o,,57<i 

! 

1 

( flo «1 ) 

( m ) 

, 1 

{flu Clt) 

(«3, «2) 

( //(, U 2 ) 

(«0 ih) 

1^’ 

1,558 

i 

i 0 . '\‘Z 0 

o,o 83 

1 , 5 oG 

0.215 

1,013 


I.XXXVI. 


Donc, taisant ccs substitutions, et remettant 
///, , . . . , on aura 


au li(Mi de 


CE . (£ (E- 

/tJîT, =lt V -+- 7/, T -+- 0,0lt< ■ -h (),OlH(j6<)V -h (>,00»»()00?>, 

' Ijj IL tiJ 

(El (£3 ©• 

/iTOs = 1,558 ~ -+- o,() 42 . ~ -t- 0,087 0 . 007 0 , 0000010 , 


(J (J (2; 

UTTis ~ 0 , 39,0 --- -f- i,'M )6 -4- 0,576 - 7 ^ 4- o,oo9()o4v 4- o,oo()oo4o, 

IL 


TP 


TP 


(E, d. (E, „ . 

MfTii o,o 83 r/,-. - o ,?45 ^ 4 1,018 7^ -f- o,ooo<).i()v -t- o,onoo?. 27 . 

/u IL IL ' 
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§ n. - Oh Von montra la nécessita d’avoir égard, dans les 
ralanls da l’ équation du centre et de la latitude, à quelques 
termes de Vordre n des équations (H) et (K), 


LXXXVII. 

0 

Nous av(Mis trouvé (Article LXXVII) 

X, -re, cos (M, < + «,), y, = - ^ e, sin(IVI, / + «,); 
ou trouvera de même 

x, ~ £j cos( Mj/ -4- 6),), yi = — £, sin(M,/ + Mï); 

et aiusr des autres. Cela posé, si l’on reprend l’équation (G) de l’Ar- 
ticle LXXVI, et qu’on substitue dans le terme 

au lieu de sa valeur on verra que la quantité X2Cos(p.2— a,) ^ 

renlermera un tcrm<! do cette forme 

eos[(IVIj — //,-»- p.,)/ - 4 - O),] = cos /jijj t + o)J (*); 

lequel étant intégré deviendra 


cos [il 


^ -K 0)2 


« 6 . \> 


ainsi le terme 




^,{a„a,)x, cos(ii., — ii,)t 


{ “ ) Los formules qui suivent sont, dans le texte primitif, entachées d’erreurs provenant de ce 

(lue l’Auteur a employé, par inadvertance, la formule M = p — ^ > au lieu de M -- p ^ i — ^ 

( Article LXXIX ) ; nous avons cru devoir faire subir aux formules la rectification nécessaire. 

(Note de V Éditeur.) 
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(le l’équalion différentielle donnera dans la valeur deic, le terme suivani 




“r’ — r^' 




COS 


( nè, 


Uj i / ”4-0)3 


le(juel appartient, comme on voit, à la première valeur de x,. Pareille- 
m'ent le terme 

”X>/> ûj) COS(fX, — fX, ) < 


donnera dans la valeur de x, le terme 


fj Xa/i ^3) 

3. /3,(ê,/a, — êafAj) 


cos 



et il en sera de même de quelques autres termes de réciiiation (G ) dont 
nous parlerons plus bas. 

On trouvera de la même manière dans la valeur de les termes 





£s X3/>4i(gi, a») 

2 |2,(6jjU,— êj^j) 




t “4" 0) 




lesquels étant de nouveau substitués dans le terme 

nXifx^y[ay,aj)XiCOs(ii.j — fx,)t 

de l’équation (G), en donneront deux autres de cette Corme 



(/X, ^ fX, j < + <.), j 

çQ., 

2 fXl(6j|2,— 6,/lX,) 
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premier de ces deux termes produira j^à cause de /x 


ï) 


:M 


] 


dans la valeur de x, un terme qui sera multiplié par l’angle ? (Article 
XXXIV); ce qui donnera des arcs de cercle danîfle rayon vecteur de 
l’orbite; le second y produira le terme 


2 //, (63^.3— 2 êjlt/.:,) 



fl êa 


2 



t -4“ &)$ 


> 


()ui est de la même forme que celui que nous avons déjà trouvé. 

(jes termes en reproduiront d’autres dans la valeur de Xj, de la même 
forme (jiie ceux <jue nous venons d’examiner, d’où il renaîtra encore 
dans la valeur de x d’autres termes de même espèce que les précédents, 
et ainsi de suite à l’infini. 


LXXXVIII. 

De là je tire ces deux consé(juences fort importantes : 1 " que les 
termes dont il s’agit, quoique de l’ordre n dans l’équation différentielle, 
appartiennent cependant à la première approximation et ne doivent 
point être négligés dans les premières valeurs de x, y; 2 " que la mé- 
thode ordinaire d’approximation, suivant laquelle on emploie à chaque 
nouvelle correction les valeurs trouvées dans la correction précédente, 
est absolument insuflîsante pour calculer ces sortes de termes. 

On appliquera le mêtm* raisonnement à l’équation (K) et l’on en tirera 
des conclusions analogues par rapport à la valeur de s. 


LXXXIX. 


Il est donc nécessaire d’avoir une méthode particulière pour intégrer 
les équations (G), (K); on verra dans le paragraphe suivant comment je 
m’y suis pris pour arriver à ce but; mais il faut commencer ici par voir 
quels sont les termes de ces équations, auxquels on doit avoir égard. 

Pour peu qu’on examine l’équation (G), on reconnaîtra aisément (|ue 
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les termes dont il s’agit viennent uniquement des termes qui renl’ennent 


X,COS{n, — X,COS([J.3 — [J;) t, X,COS[U, — U,)i, 

7,sin(/x, — //,)/, jjsin(fx, — f/.,) L .r* sin( |i/, — w, ) /, 


I x,s\n(fx, — ix,)t(lt, j'xiSiniii, — siiüa, 

j'y\cos{fjL, — y.,) tdt, j'yiCOsiix, — !J.,) tdt, j'y^cosiy.,- ij, (ilt. 


en tant qu’on y substitue Xj, Xj, X 4 ; y^, y,, y,, à la plact* de .r.^, . 1 ,. .i\; 
de sorte qu’on pourra réduire eette é(|iiati()n à celle-ci 


(L: 


11/13 


— «j) *3 cos(|Uj - .a,) t 

— cos(fji, -- 

< 14 ) X 4 C 0 s(/Jl, — f/ti) < 

+ «/.X» ri(a„ a,)y,sin(p, - f/.,)/ 

-+- «/ x-i a») ya sin(ju,, — [j.,) t 

+ nf,x* ri(a,, «(4) y» sin(fX 4 - / 2 .) / 

-f ?.n/,p.,xi^i(«i» «2) XjSinijUi — fx,) /t// 

+ 2 «/,/x,Xj^i(ai» «s) I XjSin(f ^3 - ) <'/< 

4 - 9.nf, [XiXiWiia,, a,} j' X 4 sin(f*4 — a, ) 

-4-2n/|U, xif,(a„ a,) y,cos(f/., — fx, ) ^ d/ 

-f- 2n/, fx, x» f , ( «1, «3 ) J* y3 cos (jx^ — 

«/•P<X«f.(a„ « 4 ) J* y4Cos(fx.-f4,) t(/t = o. 


+ 9 nt 
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A l’égard de l’équation (K), on trouvera qu’elle se réduit de même à 
celle-ci 


(N) 


d^Zx 

lïF 




- nfx xj f ,( a,) a, cos( — u, ) / 

- «/;x 3 r,(a„a,) Z, cos( fx, — fx,)t 

- nf, r, ( û„ a, ) a, cos( — p., ) / = «>. 


xc. 


Comme notre dessein n’est pas d’avoir égard dans les valeurs de x,y 
et 3 aux termes de l’ordre n, mais seulement à ceux qui ont des coeffi- 
cients finis, nous pourrons négliger dans les équations (L) et (N) tous 
les termes qui se trouveront affectés de n“, parce que ces termes seront 
encore de l’ordre n après l’intégration. 

Or les équations (G) et (H) donnent, en rejetant les termes affectés 
de n. 


d‘\ 

7fp 


' ■ M|x,=rO, 


dy, 

dt 


2IJ., X, = o; 


d’où l’on tire 


dy, 2 U, rf’x, 

'dt ~ MT ~dF ~ 


et, intégrant. 




2 a, d\, 

mT 77F 


il ne faut point ici de constante, ce qui est évident par la nature de nos 
formules; on trouvera de même 




2Uj d\i 2Ui d\3 2 U, d\, 

¥[77r”®’ 
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donc, suh.stituAiit ces valeurs de y.^, y^, y, dans- l’équation (L) de l’Ai- 
ti(‘l(‘ précédent, on changera les termes 


en ceux-ci 


et les termes 


en ceux-ci 


X’ r, ( rt, 1 y, silli U, — ij., ) i 

+■ X:' 1' I ( > '*.'> ) .Yj S'il ( /X , — (J., ) t 

nfiX,V<{<i„ f>>)yiSiu(iJ.i — u,)t 


^.h 7.^ ^ 1 1 i Sin ( p .2 — y , ) / 

^ /' 7’ 1 ^'» r,( /7,, sin ( ij., — y, ) / 

Mr, (It 

^ ^.h 7‘ î ^2 ï ^ ) "/7 ^ - - y.t ) ^ 

■.inf fx^Xi i'AUi, 1 

> 

y 2 f'osifjiu — U,) idl 

-+- 2 . «y; ij., E. ( «It «.1 ) 

» 

y.-, cos (y, — y, ) t dt 

-t- 2 «/, |U.| y, I', («,,«<) ^ 

* 

y, cus(/ 2 , — p, ) /<// 

iii r, («,,«,) 

3 «; 

r^/xï , 

~f \nf,!xr/j j^r.(«.t«3) J 

^ f ■ Y-i ) / 

4«/pix* 1^1 r.(rtM«4) 

4 t> 

rdxt , , ,, 

1 ~jj cos{p., — fj., ]tdl. 


VL 


22 
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(Hui l’on peut encore changer en ceux-ci 


4 «/i ’/j ^ r, 1 a„ a, ) Xî cos ( p-, — u, ) / 

4 f,(a,,rt,)Xjeos(j:/,— y-,U ' 

+- 4 «/i Wi ^4 ^ r, ( «, , 04 ) X, cos (fj-t — U, l 

U ( IJ.- tj ) 

4- - r,!Oi, O 2 ) I X 2 sin( U, - f/., 4f// 

4- ‘ - iyj 2 ” r,!o,,o, ! I \,sni(y.4 - U, !^f// 

4 - 4 w./i w.i 7.4 * r, i O, , Oi , X , si 0 ; «4 - a, 1 / (// . 

Par c(‘ moyen, l’équation (L) ne conliemira plus (jne des termes de 
l‘orm(!,d<‘ 

^/Xî /’ 

\ cosi/jtî - a,)/, sin(jtjij — a,)/ (H | XjSit)i/U,-- 

Je reprends maintenant l’équation 


^/>x, 

7 / 7 ^ 


4 - M J X, = O, 


laquelle, étant rapportée au second satellite, devient 


(h\, 


ih 


- 4- !Vl.iJ Xj o; 


je multiplie cett(^ dernière par sin(p .2 — je l’intègre, j’ai 

sin(//j — 7 .| ;< 4 - Mj 1 XjSiiMwi o; 

je change l'expression 
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en son équivalente 


- , /• 

J - SI 11 ip .2 — f/., J — («. — a, iXj eoslfA-. — u,)t~ { y.i— f/,)^ I Xj siii(,aj - y,)t tif, 


et il nie vii'nt ré(|uali()n 

</Xj . 

siim^j— ju,)/— (y.;- y.,' x,eüs y,— U. 


'.,)<+! M ’ — j X;siii(u,^ U, )/(// --:(); 


(l’oii je (ire 


/,.si 




: Uv — y,, ) X. ros - — u.^]f — - ' sin ( a, - //, W 

‘ ‘ ‘ ^// ‘ ‘ 

ÿl.;; -(y, — y.,i* 


trouve, (le la lueuie uiauièns 


tSiu( ya — y, 




sifKp-, — y,) i 


( /y, — y, IX;, cosi p, — a,)< - siiKa,— u, / 

!VI' — ' U, - y, ]■ 

(/j„ — a, ix,cos «4 — y<'ii - 

iVl, — ( U, — U, 


On fera toutes ees substitutions dans réijuation fL), moyennant ijiioi 
elle n’anra plus que des termes de la forme de 


X cDsiv. . — y.it/ et siiilu,- y, / 

at 


XCI. 


Done si Ton fait, pour abréger. 


'L 




, 


i - 

) T- 

Aï ,; ^ ' 

U/, , l j 

y, 1 y, - / , 



-dtjJt'l 


J 'r 


iüij 

j- 


y, ( y '■ 


^ M' ' 

v'i ’ ' 




Al-; 

rO ) '* I ' 


'Î'.K '0 


• 

-4‘^f 

■* m; ' 

1 



4“* 

.VI; 


MJ — (y, — 1' 


7.7 . 
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et (le plus 


("r".' üir- "J 




lO— 




I iy,7 


II, ( a,, fi, 


Vi"i? ^ I ^ 




OU :inra; pour le premier satellite, réqiialion 


(l^\y 


■■ ",/'/.-■ 'K a. '/,)/ - w/,/. 11,(0 , ,f/2) ~ sii)(M2 — y.,W 


"'f' X> ' 1 ^ , «r V,, ros ( a;, — U, i / — n f\ / Jl, (o, , «s) yJ < 


* Î ^ (.1 

", /! X 4 i ) ' * < ' O s ( ,U- i - O , ) / — n f \ Il , ! rt , , rt , ) -j s i 1 1 r U , - y. , ) r . > ; 


‘I (le iiuMiie pour les trois autres satellites 


1 MJx, 


— nf//, lî, 0j,0|) -^^y sini /y,— - u,) / 


"/»Xa I ('^î- f'OS (a, — (/,) / - lî, «„ «,) '^’L’ sill (/yj— Uj) / 


«/»X''i^' ("■'»«*) eos(/y, — /yj)/ — ny;5(,n, ia„rt4) sin[ ia,— fj.,) t — o, 
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9 * (/\ 

"/sXi'r 1(03, fliU, oost^u.,— f/,)/ - n,'«„ rt,) f/,- 

- rt/ 3 X 2 ’i^i(«:i,« 3 )X 5 COS(jt;.,- /-'•a)/ «/./ïlL « 1 , «î siii ( a,— y., 1 / 

î< - ^/x 

— rt/4X<Tt(«8t«<IX4<’OS(,fX, 'J;)( - »/./JL('',„«i silli u,- y.,)/ O, 


%l »*'i 


"'/<■/' (•os{jj.,— aol- «,/’/i sim//, •,«,)/ 


«/iX. 4 '^i(rt 4 ,« 7 )x-, cüSi//,.— //,)/ • «/;x.ll,u/,,rtjt sin(//2— ;/.!/ 

î ; (/y^, 

«/4X4't\'«4,«.i)x3r(»s(a,- - 1/41/ - «y;/,, lî, sin //j- //v/ o. 


P;ii'<Vill(>ment on aura, par ra|)|)or( aux variahlcs <‘(‘s (jualrr ('<111:1 
lions fArlicl(‘ LXXXIXj 


“t N'" 
tiP ’ ' 


nf ■/■! f , (h Zi co-si //, — //, ; t 
",/i Xa I ' '*a > ■2’ ' F-i “ ^ 


/ Xt P' ( «•. «i ‘ ^4 CUS( U, — //, ; / - 


+ N5 Z, 

- « /; X> fl l. «3. «I ) 2| COSt //, — //j i / 


— nf\ x, r, f flî, (h '• -Za cos ( m — V .7 1 1 


nf,x.T,ia,,a^iz, cos( ~ /^ 2 ) ^ ~ O. 
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(No) 

(Nj 

Ifi. _ Ok i 

'on donne une nouvelle méthode pour intégrer 
les équations préeédentes. 

XCII. 

Je: (ai. s • 

Xîros( u.2 -- U, ) t -- P, Xjsiii(;/2 — fx,) t — />, 

XaCOSfiUo fx', )/ — Q, XiSinlp-j — fX,) / tj, 

X, rosi U4 — fj-: ) i P. Xi sill ( /jr.4 — U.,) l I , 

d’oii jo tin* 

. , , <li) 

sin I a, — U, ) / - — ( //;. — U, ) I*, 

(l\, . , du 

sin I y-o — y, ) / — ; y, - y , ) Q, 

f/x. 

^ -J,-- 


RECFIERCHES SUR LES INÉGALITÉS 

^ ^ N'^ Z 

~ "/s'/.i Éilaj, «, ) Z, ros( y, — y,) / 

— «/a Xî É, ( «3, «2 ) Z, ros ! yo — ys ) / 

— «/s X4 l’i ( «< ' 2 , COS ( y, — y.j ) / = o. 


</ ' Z i 

77 r 


4 - N^ Z, 

— n/l X.1 Èi (n», n, ■ z, cos( y, — y, ) / 

— n/; X'2 r, ( « 4 , flî ) ^2 cos ( y, — «4 ) / 

— - n/ x ,3 Ê, ( « 4 , « 3 1 s-, cos ( y, — y, ) t r) 


(y4 — y,) H. 
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Je substitue ces valeurs dans l’équation (M,), ce qui la clian^^e en 
celle-ci 


dp 


m;x, 

«./i — p-i ) Ài(«., rtj 'J P — «/Xi Â,irt,, «,) 

"fy.' « 3 ' — (^-'•3 — f/i f<j)J — w/, /., D,I«,. <1, ) ^ 


['l^i(«i, <'<i) — (/.14 — w. ' IL(«,, «4 'j R - fi, ifii, «, 


dr 

(h 


- O. 


('/est ré(|uation (ju’il s’agit inaiulenant d’intégrer, en regardani les 
(jiianlités P, Q, R, p, q, r, chacune comme une variable parliculière. 
Pour y |)arv«mir, voici comment je m’y prmids. 


XCIIl. 


Je reprends hîs Ibrinules 


dXi . , , dp 

Sin (/^2 — a, )t ~ ^ ( Uj — U, ) P, 


d\i 

dt 


sin ( \i.s — y, ) l ; 


dt 


( |W,, — fj., j Q, 


dx> . . , dr 

sin(|7.i - IJ., ] t -- ~ { p, - fj., ) K, 


et je trouve de même 

d\i 

dt 


COS( fXj — U,) t 


dj> 

Ht 


' y-i — p, ) />, 


rfX, M , 

cos(//,, — F' ' ^ ‘ ' V- 

rfx, . . rfR 

-r-- C0S ( //4 p,)t- -J- + ( fx. - g, ) r. 
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De là je tire, par la différentiation, les formules suivantes 
'/’x, . . (l-‘p dV 

■ SU) { IM ~ lM)t ^ —o.(p., — y., ) 


(y, — p.Yp, 


-- cos( U, — p.,)i : - - 7 -- + a( 0-2 — - y. ) 77 — (y2 — y-i )* R. 


• , . '/Q 

sin ( y.;, — y-, ) / - -ï;' — 2 1 y, — y, ) 7; t y^ — y. Yq, 


-/(■: ( y,, — y, ) / ■ -^r + ) \/( — ( P-» -- F-' )' 


sin (y, — y,) / ’ ; 7-7 — ■.>,(y, — y,) 


-■ a, )W', 


f /^\4 fMl f/r .. 

) t ■ -J— 'M a» - a. ) -- ( [J., -- H. 

C(*lîi posé, je multiplie d’abonl ré(jualion p^r sin f [x.> — - a,) ^ j'ai 


, , m*., . 

->sin ( /ji, — f/, ) / 4- M,i \. sin( p., — /j., ) / 




"/ix.n 


[«2, 

n,] 

sin .' 

— a. 

1 > / 





a,) 

«/x, f 



— y, ) /] 



«2, 

,ïï 

■ I + COS -2 l ^2 



(l2f 

a,) 

Xj [sin 

(y-, — y, 

) t ~ 

sin( [j.-i — 9 . U J 

-t-y, 

>n 



«/Xj r 



) / H- COS ( “ 



(hf 

th ) 


- cos ( y. 

— a, 

- 2 y 

i 4 - 

(hy 

«, ) 

X, [sin 

(y* — y-i 

1 / — 

sirua^ — 

+ y, 

)/] 



(/x, r 



) l 4- (‘0S( f;.4 — 



(h, 

«. ) 

wC- 

• cos (y, - 

-a, 

- 2 yj 

+ y, 


Je ne conserve dans cette équation que les lertnes analogues à ceux «le 
l’équation (M,), c’est-à-dire les termes qui, en faisant pour x,, x^,... les 
substitutions de l’Article LXXXVII. en donneraient d’autres où le coef- 
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ficient de t serait presque égal à p.,, et qui sont les seuls auxquels nous 
devions avoir égard dans l’intégration de l’équation de rArticle XCII. 
J’aurai donc simplement 


~ sin (/X, — f/, ) / -f- M ^ x, sin (juj — fx, ) < -l- -/, Xi A. («i. «. ) 

“ «3) XjSini/aj— f/, j / -+- IL («7, n^) ^ cos(fx, - ) / 

“ ”/7X< «*) X( sin(/y., — IJ., W + ”/îX< fli{«7, «<) ^ eos(fx, — /x, ) / - <>. 


Je substitue au lieu de 


f/’Xï 

IIF 


s'm [fj-, — U.,) t, 


X, ros(a.j ~ U,) t,. . . 


leurs valeurs en P, yo,...; j’ai 


('“) 

— - i >.7 - ;x, 

— ” /ï X3 [ ^ ) — - ( f/.J — /X, ) ül ( (h, «3 ) i </ -+- - /7 'X3 n, ( «7, «3 ) 

' - ”/iX‘ ~ fj'>tfl|(a77 «4)J /•+ Di(«37 

Je multiplie en second lieu la même équation (Mj) par cosf/x.^ - 

j’ai 

cos( fXj — y-, ) ^ -t- M ü X7 eus (pj — /X, ) t 
-f/.X. 't', (rtj, a,) x,[i + cos?.(|x, — p., ) < I 
4 - ^/îX' siii 2 (p- 7 — p.) < 

— ^fi X» ^' 3 ) — p, ) / -t- COS(p3 — 2p, 4- p,) / 1 

— ^/jXjILia,, " 3 )'^' — p,)/ -f- sin(p3 — 2 p, 4 - p.) /] 

23 


VL 
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Il i 

~ 'il («I» «0 *4 [cos(/ji 4 — jWi) < + cos(f *4 — -+■ f^i) <] 

— ^/2X< âi("2> 7 /^' [sin (j«4 — < + sin(fX4 — y.jj., + ,«,) /] — o 


équation que je réduis, par la raison que j’ai dite tantôt, à celle-ci 


<n 


COS(|W, — /jr„) / m; X2C0S(/JI, -- fx.) / — -/iX' «i) Xi 

« 3 )X 3 Cos (//3 — fx,)t— «3)^' sin (;/., — w, ) ^ 


(It 

It lîf s W „ O , (/x, . > , 

- /, /, ‘r , I n„ fu ) X, cos ( M-t — fJti ) < — “/; x> Il I sin { fl, — /X, W 


laquelle me donne, apres les substitutions. 


. (^“) 

W- +[Mj — ”/:Xi 

- 7/X3 ^‘î^(« 2 , «j) — (“3 — «i)n,(rt 3 , rt,)J Q -- ^*./iX'IIé«», 

■ ■■ ~ /■! X‘ f ) - ( 1^4 — !M ) fl, ( «2, «4 ) J K - ~ f, X, fl, i «2, rt, ) ■ 

En troisième lieu, je multiplie l’équation (M,) par sinffjLj- p. 
j’aurai, après les réductions et les substitutions. 


( 3 '’) 


(tUj 

iff 


— ?,{fl 3 — fl,) 


c/Q 

dl 


[M’ - - (fis — f*,)’]v -t- ,-/ 3 X'fll(« 3 > ", 


l/Xi 


7/3 X» [^>(«3,02) — (fi2-:fx,)Ô,_(a„ a,)Jp-l- 7 / 3 X 3 n,(a„ a,) 

7 / 3 X 4 ['Î^,!«3,«4) — (f*4 — fA,)ni(as, « 4 )] r -I- ”/jX4 fl, «3, "4 )^ “ 
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En quatrième lieu, je multiplie la même équation par cos(p., — p.,) t, 
et je trouve 


( 4 ") 


7 /^ + ~ H- [M- - ip — f/,)' IQ— X, 

^ j/sX'i «j; — (p-ï — “•)rti(«s, «iij P- 7 /»x» "î) 

~ ^/» xJ («3> «4 ) — ( ) Âl(«S. «4 ) I B — 7 ,/j X4 IL («. 1 , «. ) — 4'. 

En cinquième lieu, je multiplie réquation par sin(//, -p,)/; j’ai 


( 5 ”) 

r.,5 ,, I J- -f, , , '^X, 

-jp - ^•(f^4 --P') 7 ÿ 7 + [MJ-- k + -/rx.n,(a., «1)7^ 

— 7 / 4 X’ «)) — (/-'•ï — p-i ) iL(«(. «>')/> ■’''7/4 X4 rt,(a„ (h) ~- 

~ 7/X3 — U. — a-s\\ q + ”/.X3 Â,(a.. a,) ^ - o. 

En sixième et dernier lieu, je multiplie la même équation par 
cos (/JL, — fj.,) t, et je trouve 

m 

-+- 2(|U, — /t, ) -+- [ M, + (f/., — /x,)’J B — 7/4 X' 'î'^i(«4, «i) X, 

— 7/' 5 ^’ ['î^iiÛ4,a3) — l«! — p-i) IL («4, a,)J P — 7/4X3 ^'(«4* «>) ^ 

- "/X^f'!''!"», «»)- (« 3 -f;i.)n.(«„« 3 )jQ -^/Xïn.lfl, rt.)^=ro. 

a3. 
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Voilà, comme on voit, six équations différentielles de la même nature 
que réqualion de l’Article XCII, et qui, étant combinées avec cette der- 
nière équation, sufïïront pour déterminer les sept variables x,, P, p, Q, 
q, R.r. 

XCIV. 


Pour cet effet, je multiplie l’équation de l’AiTicle XCII par l’équa- 
lion (i“) de l’Article précédent par l’équation ( 2 '") par 

l’équation (3“) par ^^e^'^dt, l’équation (4") par 
l’équation (5") par q^e^''dt, l’équation (6") par (a, y,,,A(. 

H,, C, et V, sont des constantes indéterminées), et après en avoir fait 
uiK^ somme, j’en prends l’intégrale; j’ai 




-H a, 


(ï^ j) 

"H 




d}(l 

d7 


rPQ 

(IP 


'''• >1?' 


(Pr 

dp 


-) 




df 


O O O \ (l\ 

a, /, X, ", {<'v «,) + i\L X, ", ",) + 7, /. X, ", K, «,) j 

x,",K ' «,)+2A, âxÂ Ax, ", K, 

4- a», 4- ^ y;x,n, (<Ï 3 , «,) -H ^ v,./i X,", K> «,)) ^ 

, X3 ’ ^3) ^A, ./jXa ", (^2,^3)”^ ^ 0,(^3 f^, ) ^ ^ Xa",!^^, ^^3 ^ 

^ - =',/2X3", («2, « 3 ) - aP, ( f*3 - ft) ^ V, /.Xa", ('^O «3 )) ^ 

+ (^-«/x,",K-"»)-^A,,/;x,",K>«3)-^o,/3X,".(«3.«,)-*-'^c,(p,-u,)^^ 

-<-^^*,/2X,",("2,«») + j^»,/iX.",l«3.«.) + ^7,1^- F,)) 



/ [ (m ? - ^ A, ./; X, («2 , - .J B, /a X, K. ^ c, /, X, («, , «, )) X, 

-t- [ M ; - ( /a, - ft, ) ’ ] - ^ P. ./; X2 [^', (« 3 , «3) - ( P2 - P, ) ", (« 3 , «2) J 

- ^ 7, /. X 2 K»«,) - ( f*, J ^ 
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— '{f, Xï ['^1 («. » «i) — (f, - f»,) fi, («, . «,) J 

+- A, [M5- ( P, - p,)M - ^ K,«i) ■’ (f, - F,) fi, K- «,) J 

- ~ C, /, X, [^, («„«,) - ( P, - P,) n, (rt, , J ^ P 

' (— J X., K, "J -- { F.1 - F,) fi, («,. «,) J + (i, [ M î - ( P, - P,)' J 

- ^ V, yi X j K, — (f, ' Fj) ", J ) '/ 

^ , X:l l , ^^3 ) (f., F,) ", (^1 , ^^ 3 ) -1 

- ^ A , ./; X., [ H', (ri,, f/ ,) -( p^ — P, ) fi, (rt, , rt ,) j +- B, f M 5 ~ ( P , - P, )’ J 

- J c, ./; X, («„ « 3 ) ( F., - F, ) ", J ^ Q 


- 7 *, /, X, I ("3, «,) - ( F, - F,) fi, K, «.) J 
-7f>,/3X3l^^.(«3,«.)-(F.~F,)fi,(«3,«,) I ■+-7,[M; (F,--F,y'l)' 


^ - «./i X, ['^, («,,«.)-( F, -- F,) ", («,>«. ) J 

- - 7 A,./;x, [h^, («„«,) - ( F,- F,)fi, K,",) I 

— 7",yix, (F, — F,)",(«3>^<,) ) -+-<',f Mî -(Fi--F,l']^"j'''^'^ 


consi . 


Ola fait, je transforme les expressions intégrales 


rdH \,,, rd^p v,i . 


■n leurs équivalentes 
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De même je change les expressions 


/ 


dx, V,, 

dt ® ; dt 


e'"dU 


en celles-ci 


x,e''’ — V, I x,e^''dt, pe ’’' — V, j' pe^''dt,.... 

Par ce moyen, l’équation se trouve composée de deux parties, l’une 
liriie et l’autre indéfinie, laquelle renferme les quantités intégrales 

j xe''' dt, j pe*'' dl, J dl. ^qe^'‘dt, |^Qe'’V/, ^ re^'' dt, ^^e^'‘dt. 


Je fais les coefücienls de ces quantités chacun égal à zéro, ce qui me 
donne sept équations entre les sept inconnues a,, (3,, 7 ,, A,, B,, C, et V,, 
savoir 




-e IVl ; — ” A, /ix, 'f , («J, rti ) — J B,/,x, 'î^i («>, «, ) - ^ C,/ x, (a„ a, ) ~ o. 

( 2 ») 

2 A,(u,— ai)-4-^B,/3XsD>(«î»ûj)-+-jC,/,Xjni(a4,a,) jv, 

+ a,[M' — — («> — |tx,)fl,(a„a,)J 


~ 7 '/* Z» l («<>«>) — (/x, — fx,)à,(a4,a,)j =0. • 
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( 3 “) 


A,v: 


— ” p,/ 3 Xîn,(«„rt,) 4 - " y,/,-/.,fi,(a„rt,) 


V, 


«î) ■- (f^» — /^i)IL(a,, a,)j ■) A,|M;; --(fjt- p,i'| 

(^3) ^ 2 ) (f^2"* f<-i ) IIj (fifa, ^2 ) j 

““ (^ 4 » ^^2 ^ ( /^2 ' Ut ^ II| ( (l;,^ (I 7 ) \ 


( 4 °) 


P.V;- 


O /î O H • 

/i/;x 5 ni(rt,,«j)+-Ai/jX 3 n,(a 2 ,aj)— t 


V, 


— - «i/îX» « 3 ) — ( f/j — ,«.) IL { «1, «,1 ) i + — l a, - W, I 


'■ ”y'/ 4 X 3 !'Î^I<<*'»« 3 ' -- ijt/,- fX,)ll,(rt<.« 3 )| •-« 


( 5 ”) 

B,V ; — f ” «i/ixslL' ^'î» (I3) — — /x,)+ ^ yi/tX 3 *L(« 4 , rt,i) |v, 

— rtl) «3 ,i — ^ i «3 — )!!,(«,, «,l) J 

— ^^\./«X3f'î^.(«».«3) — (1^3— ■+- B, [AL- y, 'I 

— ” L,/,'X3 ! 'î^l ( «i, «3 ■ — ‘ P-J - «> ' IL l rt. , 4M ) - - " 


( 6 “) 


y, v; +■ I n/, x* n,(a„ “ A,/,x< H' (" 3 , « 4 ; + "b,//.. IL u/,, « 


2(v,(^U, U, 


V. 


/I 


Ax^ L ^ • ‘ ^3» ~ ' l^*~ F- 


Uj \ ftj ■ fÏ2» ) j 


- " ( 3 ,/, X4 [^.( «3, <»4 ) - ( 1^1 - .' n , ( «3, «4 ) J -t- y . t M î - I M-' -- I 



18 i 


RECHERCHES SUR LES INÉGALITÉS 


( 7 “) 


CiVî-[ ”a,/,X4n,(a!,a,)4- ” a. ) - 2j/, (ft,- |!x,) 


"■ ”A,/,X4f'î^,(«„a4) — (/2, — /x,)n,(aï,rt()J 

J ®'|/>X‘ ^l) ( /^4 f*l ) Hl (flj, <l4 ) J + C| [M J [jii ^i)’ j =: 


Ensuite j’ai l’équation intégrale 


(P) 


'd\ 

lit 




+ A, 


di ^'dt ' dt 


dt 


dt 


+■ (- V,+ ^ X, n, (rt„ «,| 4- ^ /,x, fl, K, «,) 4- ^ 7, j, X, n, x, 

X!^A(^^>^'^»)"*”'*a,(“ 2 f 4 |) ~®i.AXî^A {^^31 ^j) ~t>i 

+ A, V,- a a, ( (*, - U,) + ^ fi, ,/;,x2 U, K, «.j 4- ^ 7, /, x^n, («, «,) j P 
'^-^--fAV,--«f,X,,ll,K>"3)-^A,./;x,l'i,K,«,)4-'iB,(f4,-(t,)--^C,/,X,n,(rt„«J^7 
-4 J *. yiX;.n, (« 2 , «;,) - af>, ( (4, - (X,) 4- ^ 7, /, x,n, («„ «j) j Q 

+ (-'AV,-«/;x.»,K.",)-^A,/ 2 X,n,(rt„rt,)-jB,/,x,n,(o,„rt,) 4 -'iC,(f*~^)y- 

+ (^- C,V, 4- ^ a, /, X, lî, («„ «j + ^ /,X4 n, (rt„ «,) + 27, ( h - f*,)] It] ‘ 


- const. 
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XCVI. 

Qu'on multiplie l’équation ( 2 ») par et qu’un y ajoute l’équa- 

tion (3®), on aura 

(Q) [M’ — — fx.zty.v/— i)’](A,±a, v/^) 

— «/ 5C> «j) — («,,«, )J 

a,)-(/A,-^,±V,v/’^)lL(a3,a,)J (B,±p,s/^) 

~^/‘Xî ûî) — (/^j— Mi±V, v^— i)lL(a„ a,)J (C,±y,v/^) =0. 

De même, en multipliant l’équation (4®) par ± et y ajoutant 

l’équation (5®), on aura 

(K) [M’ — (p.3 — ±;V, v/— ij’J {Di±Pi\/— ') 

— — (p3 — Pi±V,v^— i)IL(«,, «a) I 

— ^/2X3f^>(«»«3) — (;^3 — 0ni(a2, aj)J(A,±:«,v/— T) 

~ «i) — (/x, — ju.iV.y/— I )fL(«4, Aj)! (C,±;y,v/— I )— o. 

Kntin, multipliant l’équation (6®) par ±; y'— i, et y ajoutant ré(|ua- 
tion (7®), on aura 

(S) — — (c,±y, v/^; 

— «/i X‘ “* )— (fA4 — fA,±Viv/— I )ni(ai, «4) i 

■~^/3X<['î^i(«3» « 4 )— (^4— fx,±:V,^— i)ll,(aj, a4)](A,±aiv^— i) 

■“ ^/3X4['î^>(«3>«4) — (fjt4 — f/.i±V,\/— I )n.(a3, a4)j(B, ±(3,v^— I )— O. 

Chacune de ces trois équations en vaut deux, comme on voit, a cause 

de l’ambiguïté du signe de V'— 1 . 

VL 


24 
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Maintenant, il est visible par l’équation (i") que, si n était = o, on 
aurait 

VÎ + M1=:0, 

<*’est-à-(lire, à cause de Mj = — n%^) (Article LXXIX), 

+ = o et 

Supposons donc, en général, 

VJ 

et l’équation dont nous parlons se changera en celle-ci 
(I) ®i) ) A| + II I ( flj, tti ) ûti V, I 

■” [^|(«3, «.)B> -l-ILlas, «.) (3i V, 1 

■“ "/<X' [^.(«.,«i)C, 4 - A, (« 4 , a,) y, V, I ~ O. . 


L’équation 


<lonne 


V.-rfX, 



XCVII. 


Vî — - /*Î(I “ nv>) 



donc V, v^— I = — f^i(i — {«e, ); 


donc, substituant cette valeur dans l’équation (Qj, aussi bien (jue celle 
de Mj, qui est (Article XXIX), on aura 

[';x5(i — nêj) — [f/j — fx, + — îMc,)]»] (A,dz«, v/— i) 

— «j) — [fx, — fx.qr ;x,(i— j-«e,)]n,(a„ «Oj 

— «0 — [f^a— n,(«8,aa)J ( B,±; (3, y'— I j 

— Î«/«X>['Î^|(««J aj) — [fx, — j»e,)]JI,(n 4 , a,)] (C,±:y, y/— i} = o. 
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Donc : 

i" Si l’on prend le signe supérieur, et qu’on néglige les termes affe»*- 
tés de n, on aura 

[p.^ — (/Aj — (a, -4- a, v^— I ) = o; 

ce <|ui donne 

A, -f- «I V^— I = O et a, I rr:--- A,. 

Si l’on prend le signe inférieur, el (ju’aprcs avoir ôté ce (|ui se dé- 
truit on divise toute l’équation par n, on aura, en négligeant toujours 
les termes afleclés de n, 


[\ ] //.J — 02^ ( A I — a, y/— I j — /, y., I 'Fl ( «3 ) - p-'i ÏI 1 1 0,, (h ) i 

— i/' Xî f IL [Oi, th') i ( Bi — (il v'— ' ) 

— /i X2 ['F, («4, « 2 ) — Ml 1L(«<, « 3 ) I (Li — yi v'- ' ) '*• 


On tirera de même de l’équation (R) 


{ U ) P?, e, - 62 j ( B, - (3, V ^ ) -/. X3 f 'F. l a. ,<h]~ p-3 À . ( « 1 . i I 

— i/» X» l ( «O a, ) — p, IL (02, 03 ) I ( A, - «I v'— 0 

- î/‘ 'h [ 03) - P2 Di (« 4 , «3) I (C, - yi si - 1 ) -- '• ; 


et de l’équation (S j 


y, y/ — I Cl 


et 

(W) pî(^J^e.- ê.j(Ci-yiy/^j-/.xJ^'(a„o.)-p3fl<l"'* "*)j 

— \f‘X* Oi) — pilli(rt3, O»)] ( Al «1 s! • ) 

--T/ 3 X«['F.(a 3 , a 4 )-p.n.(a 3 ,a,)] (B. - p, v'-O = «• 

7.4. 
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XCVIII. 

Soit fait, pour plus de simplicité, 

(i, 2 ) 4'', (a,, a,) —/jLiÛ.ia,, a,), 

(i, 3) — 4’,(a„a3) — jtx3lL(a„ «0. 
( 2 , 1 ) a,) — j 2 ,n,(a„o,); 


et ainsi des autres. 

Soit de plus (3 = |x, e,. 

On aura, en faisant ces substitutions dans les équations (V), (üj, (VV), 
et mettant à la place de a, y/— i, |3, \/~ i, 7, v/—* leurs valeurs --A,, 
— B,, — C,, les équations suivantes 


— 6,^A, 2)— 2)B,— y;x>i4.2)c, — o, 
“ — Ri ,/i X^l * » ^) ' 2, ’i) Ai ^4 Xa ( 4» ‘^ ) t'i - <>, 

ftj / 




2 fiï — 64 ^ C, — /x<ii,4)— /'X*(2,4)A,— /,X‘(^>4)B, — O, 

d’où l’on tirera facilement les valeurs de A,, B,, C,. 

Or, en négligeant les termes alfectés do n, on a V, = p., \/— 1 (Article 


précédent); donc, puisque a, 


f 


on aura a,V, — - - a, A,; et de 


même /3,V, = — [x, B,, 7, V, = — ,a,C,. Donc l’équation (T) de l’Ar- 
ticle XCVI deviendra, après toutes les substitutions, 


(Y) 'J.fx] — S.j — /2X'(2. 0 a, — /,x.(3, I) b, — /. x<(4. i)C, = o; 


c’est l’équation qui donnera la valeur de p. 
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XCIX. 

Soit, pour abréger, 

£■-$. i-6. 


et ainsi des autres; les équations (X) donneront, après avoir mis au lieu 
de/,,/*,... leurs valeurs approchées ( Article XLV), 

A, :r:r f {,, 2) K, K, - (I, 2) (3, 4) (4, 3) -t- (I, 3) (3, K. 

-H (1,3) (3, 4) (4, 2) -+-(1,4) (3, 2.) (4, 3) + (1,4) (4, 2) 

f ^*2 

R. == [(I, 3) K, K. -+- (I, 4) (4, 3) K, -f- (I, 2) (2, 3) K, 

-I- (I, 4) (2, 3) (4, 2) -t- (I, 2.) (2, 4) (4, 3) - (l, 3)(2, 4) (4, 2)1 îip 

C, :=[(!, 4) K, Ko -+-(., 3) p, 4) K, - (1,4) (2, 3) (3, 2) 

-+-(i,2)(2,3)(3,4) + (i,3)(2,4)(3,2)-e(i,2) (2, 4) K, 1^4- 

Chacune de ces quantités étant divisée par 

Ko K, K, - ( 3, 4) (4, 3) Ko - ( 2 , 3) (3, 2 ) K, 

— ( 2 , 3) (3, 4)(4, 2 ) -(2,4)(3,2)(4, 3)- ( 2 , 4) (4, 2 )K,. 

Ces valeurs étant ensuite; substituées dans l’équation (Y), on aura, apri's 
les réductions, 

(Z) K, K, K, K. - (3, 4) (4, 3) K, Kj -{ 2 , 4) (4, 2 ) K, K, - ( 2 , 3) (3, 2 ) K, K. 

— (4, i)(i, 4) K, K, — (3, |)(I, 3) Ko K, ^-( 2 , 0(1, 2)K,K, 

— [( 2 , 3) (3, 4) (4> 2 ) -+- ( 2 , 4) (3, 2 ) (4, 3)J K, 

~ l,(^, 0 (•, 4 ) ( 4* 3 ) -e (4, 0 ( ' » 3) ( 3, 4)] Ko 

— [( 2 , 0(», 4)(4» 2 ) -t- (4, I)(I, 2)(2,4)]K:, 

-[( 2 , 0 3) (3, 2 ) -+- (3, 0 (•> 2 ) ( 2 , 3)J K. 

-H ( 2 , 0 ( 1 , 2 ) (3, 4) (4» 3) - ( 2 , 0(1, 3) (3, 4) (4, 2 ) 

-( 2 , 0 ( 1 , 4) (3, 2 ) (4, 3)- (3, o(*,4)(2,3)(4,2) 

— (3, 0 ( 1 , 2 )( 2 , 4) (4, 3) (3, 0 II, 3) ( 2 , 4) (4, 2 } 

-(-(4, 0 (I, 4) >2, 3) (3, 2) — 4 , 0 (I, 2 ) (2, 3) (3, 4) 

- (4, 0 ( 1 , 3)(2, 4)(3, 2 )=L „, 


(*) Lagrange emploie, dans ce paragraphe et dans les suivants, diverses lettres telles (pie 
K, Xi" • précédemment affectées à un autre usage, mais il n’y a {ws évidemment 

de contusion à redouter. (N^nte de l’Éditeur. ] 
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équation qui, en remettant au lieu de K,, Kj,... leurs valeurs, et ordon- 
nant les termes par rapport à p, montera au quatrième degré, et donnera 
par eonséqucnt quatre valeurs de p, que nous dénoterons par p', p", p'\ p’*. 


C. 

Les calculs que nous venons de faire dans ce paragraphe n’appartien- 
nent proprement qu’au premier satellite; mais il est aisé de les appli- 
(|uer à chacun des trois autres, suivant les remarques faites ailleurs. Hn 
elTet, pour les appliquer, par exemple, au second satellite, il n’y aura qu’à 
marquer de deux traits toutes les lettres qui ne sont marquées que d’un 
seul, et réciproquement ôter un trait à celles qui en ont deux, et ainsi 
de suite (*); ainsi, dans l’équation (Z), il ne faudra qu’échanger entre 
elles les lettres K,, Kj, et les nombres i, 2 . Or on verra aisément que 
cette permutation ne produira aucun changement dans l’équation; d’où 
il s’ensuit que les valeurs de p seront les mêmes pour le second satellite 
que pour le premier. On cm dira autant par rapport au troisième et au 
quatrième, de sorte que l’équation (Z) servira pour tous les quatre satel- 
lites, et c’est ce qui fait que cette équation monte au quatrième degré. 


CI. 

Reprenons maintenant l’équation (P) de l’Article XCV, et substi- 
tuons-y, au lieu de , (3, , y,, leurs valeurs A, \l—i. B, i , C, 1 
(Article XCVII), et au lieu de V, sa valeur fx, (i — |w,)v/— i (Article 

XCVII), c’est-à-dire, — jpj V— i,àcause de |ji.,e,=:p (Article XCVIII), 
on aura, eu négligeant partout les termes affectés de n, excepté dans e''*'. 



A, 





x,v/-7 


-^-A, (ap, — ^)(/>-Pt/— 0 -+-9, ( 2 ft — ft) («7 — Q/-C 

4 - C, (2^ ^ ^ _ R )] î " 0 ' consl., 


{*) Voir la Note do la page 76. 
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c’est-à-dire, en mettant au lieu de s-, valeur 

cos(f;,, — 4- sin((x, — ■inp)^ X \/— i. 

+ -P.)'/) 

+ b- F. - F, ) '•)] cos^p f 

^ {w ^ f" ” ^ ^ f*' ^ '/) 

+ +- C^F»- F, ) sin^Fi— ^ p) ' X y/- 1 

-[f,x,-a, -b, -(•■‘f,-f.)q) 

— - '-■•^Fr- F.) J cos^p,- tx \/~\ ■ r..iii>( . 

équation qui, à cause du radical \/— i, lequel peut avoir indill'én'in- 
inent les signes 4- ou -, se décompose en ces deux-ci 

. [§+A,(î^4-(2p,-p,)/2j+|{,(^^ + (.2p,-p,)r/) 

* + <^'1 ~ ) ')] ( f "' ~ i '■') ' 

+ [F.\-A,(f -l'AFa-F,)!’) -B,(^' -(^Fr-F,)0) 

-{■^F.-F.)K)]sin(p,~^pj/. I>,. 

el 

+ C, -+- (ap, - F,) '■)] sin ^p, - ^ p^ t 

-[f,x-a,(|-(-^f -f.)p)-b,(|' -(ap-p,)y) 

-(2p,-p,)r)]co8(p,-^p)/ is, 
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D< el Ë< étant deux constantes arbitraires que nous déterminerons dans 
un moment. 

On aura donc par là 

= D, sin ^ p) < - E, cos ^ p) 

équation qui suffira pour trouver la valeur de x,, comme on le verra 
ci-après. 

CII. 

Soit, lorsque ^ = o, 



II 

II 

= x,, 

Xj =: Xj, 

X4 

= x., 

rfx, 

wr dX 2 


dxi ,, 


dXi 

(h 

sr-- 

- Y2, 

7/i' = ’'- 


W 


On aura (Article XCII) 

P — Xj, Q— -Xj, U — X 4 , P ---O, q = 0, r = o; 

ensuite 

dt 


II 

dli 

dJ 

II 

dq 


dr __ 


) X.3, 

dt 


Donc, substituant ces valeurs dans les équations (a) et (|3), et faisant 
f = O, on aura 

D, = Y, + A.Y, + B, Y,-(-C,Y., 

E| — (pii Xi "4- Al p.i Xî -t- Bi fj-i Xj ■+- (.i pij X4 ). 


cm. 


Soit maintenant, pour abréger, 

^-(2pi,-|u,)P=(P), ^ -(2fA,-fi,)Q=(Q), ^-(2 /x4-/x,)R = (R); 
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l’équation (y) deviendra 


7^1 — A|(P) — B|(Q) — 0|(R) I), sin < — E, cos ^|uti “ ~ 

Substituons successivement, dans cette équation, au lieu de p, ses 
quatre valeurs p', p", p"', p"’ (Article XCIX), on aura 

fx, X,— A', (P) — B', (Q) — U'i ( II) --D', sIn ” p' ^ — E', cos |p., - ^ P' ^ ^ 

V 

fx, X, - A", (P) - B'; ( Q ) _ c: ( R) D: sio ^ " p" ) < - E': ros p" ) /, 

fx,x,- A':(P)-B:(Q)-C:'(R)r:.-|)fsin(/j-,.- - "p"')/- R:<-os(^/x,- "p"') t, 

pL,x,-A';(P}-«7(U)-U7(H).--l)'.''sin(^p., - "p'')<- E','Cos(p„- “p-’j t, 

A', , B' , C', , D', , E', ; A'j, B'^ , C'^ , D'^ , E'^ , . . . élani ce <jU(> devienneiil 

les quantités A,, B,, G,, D,, E, lorsque p devient p\ p" 

Donc, éliminant de ces quatre é(|uations les trois in<'onnues (P), (Q), 
(R), on^aiira la valeur de x,. 


CIV. 


Pour cet eflét, je multiplie la seconde écpiation par la troisième 
par (3,, la quatrième par 7 , («,, fp,, y, étant de nouvelles indéterminées); 
après quoi je les ajoute toutes quatre ensemble, (ît je fais évanouir sépa- 
rément chacun des coelficients de (P), (Q), (Rj; j’ai 

A', -t- «, A" -I- p, A7 -+- y. O, 

B', H- «, b; -t- (3, b: -4- y, B7 =-r O, 

C) -+- «1 C* -t- (3i 07 -+- yi tj',’ — 



VI 
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■ ( « A, K i 

X, ^ — - - sin a, 9 \t-~ -, cos ( Ux p W 

^ 4-yO V ) |tx,(i-4-a, 4-j3, +y,' ! 


^^1 ( I -f- a» -I- (3i -h y, ’ 


sin I ij 




|5' K . I n „\ s, E: ( n ,„\ , 

u.|(i-f-a, + (3, + y,) / pi,(i4-a,4-Pi + y,) \ ?. / 


yi»7 

p4| ( I -(- a(i -|- (3| 4- yi 


y, E',* 

w, (i 4- a, 4- (3| 4- y/i 


sin h.. - - p'v W , cos - - P ' < • 


On peut simplitier cette expression de x, en supposant, en général, 


sin &),, E, = — ô, coswi ; 


ce qui donne 


•î, — v'1);4-Eî, langw, — 


savoir 


— V ( ^ A I V J 4- It, V ,1 4- t <1 Y, )’■' 4- ( Pi X| 4- A I u.j \i 4- B| Pj X 3 4- L] p, X, )* , 


(ange.), 


Y, 4 - A, Y, + B, Y, 4- C, Y, 
pi X| 4" Al P 2 Xï 4- Bi pa Xa 4- t*i p, X, 


Par ce inoven, on aura 


I), sin ^p, — ” p) < — El cos ^p-i — ” P j < d, cos ^p, ■ ■■ ” p j 




et de là 


f), sin ^p, - “ P' V “ ^ P’ j < = o’i cos j ^p, — ” p' j < A- w'i 

D'; sin ^p, - " p" j ^ - e; cos ^p. - " p" j / ^ è", cos ^p, - " p" j t 4 - 


et ainsi de suite. 
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Donc, si l’on fait, pour plus de simplicité, 

j' ^ g» _ «I S" 

® yi ) ï oc, -+- 13| yt) 

g*'— . ._êiA' . J giï _ y' 

’ fXi(i -f- P i + yi) ‘ jLti(i 4- a, 4- p, + y, 1 ’ 

on aura 

X, =: s', cosj^^p, — ~ p'^t 4- &/, I -t- e; cosj " p" j t 4- 6)^ 

4- e7cOsj ” p'"^ l 4- O)"' 4- C()s|^ ” p"'’^ f -h f<)7 


CVI. 

ScoLiE. — A l’égard dos valeurs de i'?,, •/,, ou les trouvera aisé- 
ment par résolution des é<|ualiüns($); mais on pourrait onroro se servir 
d’une autre méthode assez sini|)le, que j’exposerai ici en peu de mots. 

Qu’on multiplie la sciconde de ces équations par h et la troisième 
par c {b et c étant deux indéterminées), et (ju’on les ajoute toutes en- 
semble, on aura 

A', 4- bR\~hcC, -+- : A': + élt;' cC;) «, 4- (A':'4- bb'l'-h rC;") p, 

4- (A'; 4- éi{';4- c(;',')y, - <». 

Or, pour avoir la valeur de a,, on fera 

A"; 4- h B'," 4- C c; - Ü. AV 4- h BV 4- c ( O, 

et l’on aura 

,v>éB:Vc(;:’ 

Les quantités b et c doivent donc être telles, que l’on ait 

A, ~h cC, . O, 

en mettant successivement, au lieu de p, p" et p*''. 

iS. 
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Or l'équation 

Ai 6B| + cCi — o> 

si l’on y substitue les valeurs de A,, B,, C, (Article XCIX) et qu’on l’or- 
donne par rapport à p, sera de cette forme 

p’ — Mp -1- N = O, 

dont les racines devront être p"'et p'^; c’est pourquoi on aura M = p ' -t-p’’' 
et N — p"'p‘'', d’où l’on tirera b et c; on trouvera de la même manière les 
valeurs de /3, et de •/,. 

CVII. 


Ayant trouvé la valeur de x,, on trouvera celle dey, par l’équation (H) 
(le l’Article LXXVI. 

On aura donc, en négligeant les termes affectés de w (*), 




IX,-- p'‘ 



— 2 s" sin ^ P" j ^ I 

— ae'i^sin ^ «'l'J • 


CVIll. 

On aura des expressions semblables pour les valeurs de Xj, ya,... 
(voyez la remarque de l’Article C). 


CIX. 


Pour peu qu’on examine ces valeurs de x et de y, on verra aisément 
qu’elles renferment, pour ainsi dire, quatre équations du centre prises 
dans des ellipses mobiles, dont les excentricités seraient ns', ns", ns'", 

(*) Lagrange rejette en outre les termes <5onstants qui doivent disparaître par les condi- 
tions de l’Article XXXIl. ( Note de r Éditeur. ) 
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ns*'', et les anomalies moyennes • 

((*- J P'^ + <■>". ((»-"?')'■ 


'M 


t -+- <.)' 


d’où l’on voit que les mouvements de ces anomalies seront an mouve- 
, 1 . n-i ” p’ w p" n a'" , n p" 

ment moyen du satellite comme i — - i , i - i . . - ‘ 

^ !?. p. *?, IJ. O 1 1 O f I 

à i ; par conséquent les apsides avanceront de 


9, U. 


9 U 


n P 


L.Sfio», "E-.36 o", "‘-..36(.->, 

2 [Ji 2 2 jU. 


n P 


n p” 

2 fj. 




à chaque révolution du satellite. 

On pourrait, par la méthode de l’Article III, réduire ces quatre équa- 
tions à une seule, dans laijuelle l’excentricité serait variable et le mou- 
vement des apsides non uniforme; mais je crois qu’il est plus commode 
de les laisser sous leur forme naturelle. 


ex. 


On suivra une méthode analogue pour trouver la valeur de 3,, au 
moyen des équations (N,), (N 2 ),... <le l’Article XCI. Mais, sans entrer 
dans de nouveaux calculs à cet égard, il suUira de remarquer que les 
équations dont nous parlons peuvent se déduin^ des équations (M,j, 
(Mj),.. ., en changeant x en z, M en N, T en F, et supposant milles 

O 

toutes les quantités marquées par la lettre 11 ; d’où il s’ensuit : 
i" Que si l’on fait (Article XCVlll) 

O O 5 

(i, 2) = ri (a„ «,), (i, 3 ) = r,(«„ «,), ( 2, I ) = r,(a„ rt, ; 

ensuite 

CT (7 

— — TTi — — 7T-i 

1/ 1/ 

x> . x« 

on aura pour A,, B», C, les mêmes expressions que dans l’Article XCIX, 
et la valeur de cr devra se déterminer au moyen de l’équation (Z). 
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2 " Que si l’on suppose, lorsque / = o, 


Zi Zi, 2î Zî, Za — Zj, 


dZi _ . . dZa _ ^ </Zs 

dt ~ " 'di ~ Tl 


V„ 



el, (|u’ou fasse 


7,1 '■ V ( + A| \ î + R, V 3 ■+• ^,' 1 V, }* 4- {fil Z, + À, fÂ^Za 4- U| ftjZj 4- (<| ^iZt )’, 

V, + A,V,4-B,V,4-C,V4 


COt/!, 


Ü.|Z| 4- AiftjZj 4- Bif^aZa 4- (,.|^»Z4 


ensui(e 


7. 


«iX. 


jUi ( I 4- Ofi 4- ^1 4- y 
«4 * 1^1 '^ 7 ' 


y» „ 

Il ' a, (i 4- «1 4- (3| 4- yi 


/V 1= 


y '7.' 


U|( I 4- a, 4- (3, 4- yi 


les (juaulUés a,, j'S,, 7 , étant déterminées par les équations (ôj de l’Ar* 
tiele (dV, on aura 


7, sin 


+ /, sm 



o-'j t 4- r,\ 

-f- X'' sin 


cr'") /+■/): 

4 - 7 ,’ sin 

(//, 4-%-)/4--/;v| 

/ 

/ _ 


L\ • J 


(il ainsi des autres quantités z.^, s,, 2 ,, — 


CXI. 

Cette expression de 2 , est composée, comme l’on voit, de quatre termes, 
chacun analogue à l’expression de 2 ,, trouvée dans l’Article XL, laquelle 
donne un plan mobile dont l’inclinaison est constante; donc, pour trou- 
ver la position de l’orbite d’un satellite quelconque, il n’y aura qu’à ima- 
giner quatre plans passant par le centre de Jupiter, dont le premier se 
meuve sur celui de l’orbite de cette Planète, en gardant toujours avec lui 
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la même inclinaison; le second se meuve de la même manière sur le pre- 
mier; le troisième sur le second, et enfin le quatrième, qui sera celui de 
l’orbite du satellite, se meuve pareillement sur le troisième. Ainsi les 
quantités ni', nX", «X'", nX''' seront les tangentes des inclinaisons du pre- 
mier plan sur celui de Jupiter, du second sur le premier, du troisième 
sur le second et du quatrième sur le troisième, et les angles 

' t - J ^ ~ ^ ^ ■'>"'» (.“ + “ ^■"'1 * -+■ 

seront les distances du satellite aux nœuds du premier plan avt'c celui 
de TJf , du second avec le premier, du troisième av(‘c le second et du qua- 
trième avec le troisième; d’où l’on voit (jue les nœuds de ces (jiialre 
plans rétrograderont pendant une révolution du satellite de 


n (J , n 

jb(V\ 

2 [X •?, [X 


n (7 n a'"' 

. 3 ()(y’. 

X fX 9. jJ. 


Si l’on voulait connailre directement la position du plan de l’orbite du 
satellite par rapport à celui de l’orbite de Jupiter, on y parviemlrait par 
la méthode de l’Article III; car, nommant nz la tangente <le l’inclinaison 
et ^{/ la distance du satellite au nœud ascendant, on aurait 


n r r-z 





liing<è 


N fiz 


savoir, à cause de ■y = fxi -f- ny. 



langil^ 


tj.zdt 

dz 


d’où l’on tire, par les logarithmes. 






expression dans laquelle les imaginaires se détruiront mutuellement. 
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mais qu’il sera difficile, peut-être impossible, de réduire à une forme finie. 
Ainsi je crois qu’il vaudra mieux s’en tenir à la formule de l’Article CIX. 

CXII. 

Telles sont les premières valeurs des variables x, y, z dans lesquelles 
on a négligé les quantités de l’ordre de n. Si l’on veut y avoir égard, il 
n’y a qu’à substituer ces mêmes valeurs dans les équations de l’Ar- 
ticle LXXVI, et les intégrer ensuite par la méthode ordinaire (Ar- 
ticle XXXIV). 

Nous n’entrerons point dans C(! détail, qui n’a d’autre difficulté que la 
longueur du calcul, et qui d’ailleurs ne paraît guère nécessaire dans la 
Théorie des satellites. 

Il y a cependant encore quehjues termes des équations (G) et (K) de 
l’Article LXXVI auxquels il ne serait peut-être pas inutile d’avoir égard; 
ce sont ceux (|ui vieninuit de l’action du Soleil, et (jui renferment les 
(jiiantités x,, y,, s, , multipliées par cos2(m— ou par sin2(m— 
car, en snl»sti tuant au lieu de ces quantités leurs valeurs trouvées ci- 
dessus, 011 aura, à cause de m très-petit (Article XLVIII), des termes qui 
augmenteront beaucoup par rintégration , et qui appartiendront aussi 
en quelque manière à la première approximation; je dis en quelque ma- 
nière, parce que ces termes, quoiqui; fort augmentés par l’intégration, 
se trouveront encore assez petits par rapport à ceux que nous avons 
trouvés jusqu’ici. 

En effet les termes dont il s’agit étant tous multipliés par nK=“ 

(Article XLIX), et devant être divisés par des quantités de l’ordre de m 
et de n, seront encore après l’intégration de l’ordre de m et par consé- 
quent très-petits. C’est là la raison pour laquelle nous n’avons point eu 
d’égard à ces sortes de termes dans les calculs précédents; d’autant plus 
que notre objet principal est de déterminer les inégalités des satellites 
causées par leur action mutuelle, conformément au Programme de l’Aca- 
démie. Je pourrai peut-être dans une autre occasion reprendre plus au 
long ces recherches. 
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CXIII. 

Remarque I. — Nous avons vu que les quantités jo et a dépendent de 
deux équations du quateièine degré (Articles XCIX et CX). Or il peut 
arriver deux cas qu’il est bon d’examiner. I.e premier est celui oii ces 
équations auraient des racines égales; le second, celui ou elles auraient 
des racines imaginaires. 

Voyons donc ce qu’il faudra faire dans ces deux cas : 

i" Supposons que deux quelconques des valeurs de p soient égales 
entre elles, par exemple p"'- - p'". On fera p"' — p" '+/, i étant une cpiantité 
évanouissante, et l’on aura (Article XCIX) 

A";+ F/, B-’r-.: b:-4- g/, (:;"h- ii/, 

F, G, H étant les coefticients de </p"' dans les dillérentielles de A". 

B ftf in 

1 ’ l * 

Donc les équations f5) de l’Article CIV deviendront, en faisant 
= et y,i=^c, 

A', -4-aA", 4-/>A';+fF=:ü, 
b; -f-rtB:+ 6B7-i- e(i - O, 

c; +«{:: + Ac:'-+- cil 

d’où l’on tirera a,, 6 et c. 

On aura de même (Article CIV) 

' ô7-ô;"+A( et li/, 

A et L1 étant pareillement les coenicients de r/pj dans la dilférentiatinn 
de 5" et w" . 

Donc 

COs|^(pli — ^ + “’i’J 

COS [(pt. - ^ p'") / + -I- / sin I (p., - f/'j / + wT . 


VI. 


26 
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Donc les termes 


ef cosj^^itx, - ^ p"'j t + + eVcosj^^fx, - ” P‘'^< + w'i’J 

<le la valeur de x, (Article CIV) se changeront en 

(£"'+ e'i’) cos ” p"'j t -f- o", j + (."i — sin| ” p'" j t + j 


((^1 + yi)^r+ f>à'" + cA 

U, ( I + «1 + (3i -I- yi ) ^1 ( I + «1 4- 6 ) 


p., ( 14- a, 4- p, 4- y, ) p,(i4-a, 4-6) 


Donc la valeur de x, deviendra 


X, ê', cos ^p, — ” p'^ / 4- 6)', 4- e" COS ^p, - ^p"j/4-(<)" 


6 ^: 4 - c A (/ «„A, 

-.T-T Z -r-/., - - P M + “i 


p, (i4-ai4-6) 


Par conséquent celle de y, sera (Article CVll), en négligeant les termes 
de l’ordre de n, 


7. i\ sin (^p, - " p'^ / 4- «; j - 2 e; sin ^p, - " | 

hd'l' 4- cA • I / ^ m\ , "' \ 

p,(i4-«, 4-6) LV^ ^ w 'I 


p")l + < 


cd" In .,\ 

?. — -r-r: - t — il cos 

p,(i 4- a, -I- 6 \ 2 } 




/ 4- wT . 


De là on voit que les valeurs de x, et de y, contiendront dans ce cas 
un terme multiplié par l’angle l, lequel donnera par conséquent une 
équation dont la valeur ira toujours en augmentant. 

On résoudra de la même manière le cas de trois racines égales, et l’on 
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Irouvera pour lors dans les valeurs de x, et de y, des termes qui contien- 
dront l’angle t avec son carré J*; et ainsi de suite, s’il y avait quatre 
racines égales. 

2® Soient maintenant f et p"' imaginaires; on les mettra d’abord (ce 
qui est toujours possible comme on sait) sous cette forme 

f/' — P (J t , \/- - • . 

P (!t q étant des quantités réelles; moyennant quoi les quantités A”, 
B"', A’’, B’’, C’ se ramèneront à la forme suivante 

AT P + Q v^- i , A" - P - Q v'- I . 

r;' -^ R 4- S V - 1 . R? - R - S i , 

< T 4 - V si "^\ , CV T - V y- ' i . 

Faisant ces substitutions dans les équations {^) et supposant 
|3, -f- -y, 26, jS, = 2cv'^— I, les imaginaires disparaîtront, <le sorte 

qu’on aura pour b, c des valeurs réelles; donc les quantités fi,, 7, 
seront encore de cette forme 

( 3 , - y, -- h 

De plus, on verra par l’Article CH que les ((uantités D", E'", D',*, F'’ 
seront aussi de la forme 

Drr^-F + Gv^^V, I);' .F (iv'-i, 

Donc on aura aussi 
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sin^ IJ., - 


sin fu, ~ ^ ^ ^ V^~‘ + y-' 


n \ . n , 

; />)<Xsin- I, 


“I (II! même 


P'- ^ (/^±?v /-0 < 


('OS (p, - % ) / X cos qt v/- r ±. sin (y., - % ) ' X sin qt 1 


Donc les tecnu^s 



(ii I + ai-(-'(3i H- y( ) 



y.i 1 1 + ati + -l- 7i ) 


a F'" 

sin ( a, — - ù'" ) / y- - „ — - cos 1 y, — - y ) l 

V 9. I f;.,H-a,4-^,+y, V rX / 


sin |^U| — ( - 


y, 157 / « \ 

- ( -J_ T cos a, r/M < 

( 1 4- ai 4- [3i + y, ] \ ?. / 


(le lit viileui* (le x, (Article CIV j se changeront en 


9 H sin (p(i — ^ < — fl cos \[J, — cos ^ qt y/— i 


J^L c( 


COS — - p \ i :;/^) M sin - qt sJ— i 


c’csl-à-(lire, en mettant au lieu de - i et sin(^^/v' — r leurs 


vah'urs exponentielles 


n // /I // 

■?'/' , l'I' .. 7'l‘ 7‘" 


-‘•v'-i 


‘ H - /) sin ( O., _ 'i / + L 4- /i ) cos f />) < J 

e ^ j^(H H- /) sin / — ( L — /( ) cos ^ * 
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e e* c os 




P] f -t- O) -4- ?e 




jp I / -f* 0) 


en faisant 


H — /= — TsinS), L-n/i — ecos'o, 11 + / — — £ sinrô, h — 1. e 
On mettra donc ces termes au lieu des termes 


e'I' cos ~ 9 j ^ 


6*/ COS I [ U. [ — “ p*'^ ï t -f~ 


(le la valeur de x, de l’Article CIV, et l’on aura 


x, — e, cos 




/ -f- fi) , I ^ I COS ( p, — - - P j / -f- f») | 


-4- e cos 




Pi — - J / H- 0) j -f- £ COS ( Pi /M ^ > 


d’où l’on tire (Article XCj 


y, :t' ~ iz\ sili ( a, - p'\ t -t- r,)( — -'.e" sin iu, — 7P") I -e '•>'( 


. r'/' . f / « \ , , • 

?. £ e' Sitl I y., ()\ l 'O 


t'/' ■ ( " '\ , 

•'. £ c sm Iwi-- - /'I / + '-I . 


Ainsi, dans ce cas, les valeurs d<î x <‘t d<! y eontiendronl deux lermes, 

l’un multiplié* par e’ , et l’autre par a ' , lescjuels donneront dans le 
mouvement des satellites deux é(|uations, dont l’iim! ira toujours (“ii 
augmentant et l’antre ira en diminuant. 

Si les valeurs de p elai«ml toutes (piatre imaginaires, on ferait sur les 
(leu^ premiers termes de l’expression d(( x l'Article Clll j les uuhnes rai- 
sonnements et les mêmes réductions (jue nous vi'iions de faire sur les 
d(!ux autres. 

On en dira autant des valeurs (h; 3, les(juelles sont entièrement ana- 
logues à celles de x (Article CIX); de sorte que, si l’équalion en *7 avait 
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d«s racines égales ou imaginaires, les latitudes des satellites se trouve- 
raient sujettes à des variations qui augmenteraient de plus en plus. 


CXIV. 

Remarque II. — A l’égard des quantités s',, s",..., w', , w",..., 
c'j, £2,..., il faudra les déterminer par le moyen des observations; 
mais il y a là-dessus une remarque importante à faire : c’est que, 
comme il n’y a proprement que les huit quantités X,, Y,, X^, Y^, X3, 
Y,, X,, Y, qui soient absolument arbitraires (Article CII), et que le? 
(|uantités dont nous parlons sont au nombre de 32, on aura 24 condi- 
tions à vérifier. 

Il (iii est de même des quantités X',, X",..., vj', , >3",..., X'j, X",..., 
•/32 . vj" .... f Article CX). 


cxv. 

ScoLiE. — Nous avons déjà donné les valeurs de 6',, 63, €4 (Article 

LXXXIl) aussi bien ([ue celles de ot,, rs.^, rs^, (Article LXXXVIj. 

Ainsi, pour avoir les valeurs de p et de a, il ne s’agira plus que de 
trouver les valeurs numériques dtis coeflîcienls de l’équation (Z) (Ar- 
ticle XCIX) dans les deux cas (Articles XCVIII, CIX). 


Premier Cas. 


Suivant les formules de l’Article X,CV1I1, on a 

1 1 , 2 ) -r-: 4', ( a,, Oj ) — |Uj 11, ( a, , a, ) ; 

donc, faisant les substitutions de l’Article XCI, et mettant partout au 
lieu de Mj, on aura 


(i, 2) -- 'ï’i(«i,as) H- 2r,(a,, «2) - 4 — a-.) 


2¥,(a„ « 2 ) -t- 4 — I "r 
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ce qui se réduit k 

(i, 2 ) ~ Ÿi(ai, «j) 4- 2 r, (fl,, Oa) - 2 'F,(ai, flj) 4fi ifli, flï i. 
On trouvera de même 


(i, 3 ) — : «3) -+- 2f,(ai, a,) — 2Ÿ,{a,, a,) 4 J',{a,, ci,), 

( 2 , i) =~ f,(a:,a,) -i- 2 f,(a„a,} - 2W,(a„a,) - 4r,in,, a, ); 

et ainsi des autres. 

Or nous avons déjà donné les valeurs des quantités f, et 1', ( Ar- 
ticle XLVll); il ne reste plus qu’à chercher celles d(! et de 't , . 

Pour cela, il faut auparavant chercher les valeurs des (juantités M , 4 , 

et H J. Or, en faisant </ = ^’ on trouve (Article XXII), à cause de 
A(a,,a,) a,» (A), A,(a,, a,) = ar‘ (B),... (Article I.XXXj, 


'F(a„aa) 

2 a: 


'Pliai, aa) 


_ — MB)-h 2f/(À} 


2 a: 


4'^a(ai, a,) 


y( D) — 2(C ) -f- B) 


2 a; 


t‘l (h; même, k cause de j\(a.i,a,j= {(a,, a.j),... , 


2a\ 

2(X.i 

Üonc (Article LXXXj 

4'' (a„aa) = n (a„ a, >, 'K,(a„ a-x) ~ II, («î, a,)- • 

'F (a 2 ,a,)= II (a„aa), 'F,(a„a,]— II, (a,, ai). . ., 

c’est-k-dire, que les quantités 'F sont les réciproques des quantités II. 
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On aura donc (Article XXIV) 


flj) — 3- 




2 2 . 


expression qui servira aussi pour les quantités analogues 
(« 2 , «3 ♦ en faisant successivement 


q~ 


— 9 « 

«3 


Ensuite on aura, pour les quantités réciproques, 

»,) - 3l'’' + c: ±2 .?a 

et ainsi des autres. 

Pareillement on trouvera (Article XXV) 


2 



Vart,, a,) - 3 ? ^ 4 a^} — 

Ÿ. a, ) 3 y 4- r,(«„ 

et ainsi des autres. 

De là on tire, en employant les valeurs de la Table de l’Article LXXXI, 



(« 1 , «0 

((I|J dz^ 

(«„ a,) 

(tfoj ^ 3 ) 

(^ 2 , ^4 ) 1 «4 ) 


- 1,708 

— 0,181 

— 0,008 

- 1,733 

— 0,1 32 

— 0,887 


0,360 

0 , 068 

en 

0 

sT 

0 , i53 

o,o36 

i> , 2 1 4 


1 

(<^ 2 ) Cl\ ) 


(^ 4 , <X\) 

{«„ « 2 ) 1 (a», aj) 

(a«, «») 


I , 203 

'*.(>99 

1 

29,330 

i ,58o 

14,871 

3,489 


— 6,181 

— 13,371 

— 40ï052 

— 6,5oo 

- 16,188 

- 7.089 
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ensuite 


(i.a) 

{•,3)- 

(L4) 

(L 3) 

(2,4) 

(3.4) 

— 1,578 

— 0,21 3 

— 0,004 

— i,i55 

— 0, 162 

— 0,765 

(2, i) 

(3, I) 

(4, i) 

(3,2) 

(4, 2) 

(4,3) 

— 2,365 

— 0,363 

— IO,o4o 

- 1,414 

— 0,289 

j - i,33i 


Donc Téquation (Z) de l’Article XCIX deviendra 

(e) K, K, K, K, - 9,539. K, K.-0.468K, K,~ i,633K,K, 

— o,o4oK2 Kj — 0,07'j K, K4 — 3,732X5 K, 

-f- i,oi 3 K, + i, 64 i Kj + 2,593X3 + 1,373 K, — 5 , 5 ç)t) o, 

où il n’y aura plus qu’à substituer au lieu de K,, Kj, Kg, K, leurs valeurs 




-^-6. -^-65 

,if.! , 

X' X2 x» 


Second Cas. 


On aura ici (Article CX) 

(i,2)~ f,(a,«2), (I, 3) — r,(a„a3),. . ( 2 , i) = r,(rt2, a,) 

Donc, faisant successivement Ç ^ura (Articles 

XXXlIetXLIIl) 

{ 1 , 2 ) — q^B, (i, 3) = g'B,. . 


ensuite 


VL 


( 2 , i)=r^B, (3, i) = çB, 


27 
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Donc, en employant les valeurs de B données dans l’Article XLVIl, 
on trouvera 



(«, 3 ) 

{«, 4 ) 

K 3 ) 

( 2 , 4 ) 

( 3 , 4 ) 

— 1,963 



- 1,884 

— 0,174 

— I ,i 5 i 


( 3 , I) 



(4, 2) 

( 4 , 3 ) 

— 3,116 

— 0,640 

— 0,166 

— 3,011 

- 0,489 

— 2,025 


et l’équation (Z) se changera en celle-ci 

(Ç) K, K, K, K, - 5,,33i K, K, - o,o85K. K, - 5,675K. K, 

— o,oo6Kj K J — o,i6i Kj K» — 6 , 120 K J K, 

-I- 2 ,t 24 Ki + OjOgôKj 4 -o,ii 4 K, ■+• 4,738 K, -f- 11,972 = o, 

dans laquelle 

d <T 7 7 

7Ti TTy — — TTj — TT^ 

= , K, = 2-^^^ , = , K, = 2-^^^ 

X> X» X> X« 

11 resterait maintenant à tirer de ces équations les valeurs de p et 7, 
d’où dépendent les principales inégalités de l’équation du centre et de 
la latitude des satellites de Jupiter; mais comme nous touchons au terme 
fixé par l’Académie pour l’admission des Pièces, nous nous contenterons 
ici d’avoir donné la méthode et les principes nécessaires pour déterminer 
ces sortes d’inégalités, et nous remettrons ce travail à un autre temps, 
où nous nous proposons de suivre et de discuter avec attention ces points 
importants de la Théorie des satellites. 
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§ IV. — Sur les inégalités des satellites de Jupiter qui dépendent 

de la période de 12 ans. 

ex VI. 

Les Tables du premier et du second satellite ne renferment que les 
équations qui dépendent de l’anomalie de Jupiter avec celles qui dé- 
pendent de la période de 4^7 jours dont nous avons parlé au long dans le 
§ V du Chapitre précédent; cependant, il est facile de se convaincre, et 
M. Wargentin l’avoue lui-même dans les dissertations qu’il a mises à la 
tête des observations de ces deux satellites [Mémoires de la Société d’Up- 
sal, années 1742 et 174^). que les équations attribuées à l’inégalité du 
mouvement de Jupiter ne s’accordent pas entièrement avec l’équation 
du centre de cette Planète; d’où il s’ensuit qu’il doit y avoir dans le 
mouvement de ces deux satellites des inégalités particulières qui, ayant 
des périodes à très-peu près égales à la révolution de Jupiter, se trouvent 
pour ainsi dire fondues dans la grande inégalité qui vient de l’excentri- 
cité de cette Planète; c’est ce que la Théorie confirme d’ailleurs, car on 
a vu que les équations du centre des satellites (Article CVIl) doivent ren- 
fermer quatre termes tels que 

ane sin / -t- &> ; 

or, dans le temps des éclipses, on a u — v— 180” à très-peu près (Ar- 
ticle LU); donc u — pt— 180“ v, donc 

Sin - J / 4 - toj rr: sill (l8o<>-(- l-) + wJ 

d’où l’on voit que les équations provenant de ces termes auront des pé- 
riodes égales à la révolution de Jupiter, plus à ^ de cette révolution. 
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Au reste on ne doit pas se flatter de pouvoir jamais déterminer ces sortes 
d’inégalités par la simple Théorie; car les valeurs de p (Article CXV) 
dépendent des quantités c’est-à-dire des masses des satellites, dont 
la plupart sont encore inconnues. Ainsi, ce n’est que par des observa- 
tions multipliées et réitérées qu’on peut espérer de perfectionner à cet 
égard la Théorie des deux premiers satellites. 


CXVII. 


On a aperçu de pareilles inégalités dans le mouvement du troisième 
et du quatrième satellite ; ce sont celles qui, dans les Tables de M. War- 
gentin, répondent aux arguments E et G. 

En consultant ces Tables {voyez les Tables des satellites imprimées 
parmi celles des Planètes de M. Ilalley), on trouve : i" que le nombre E 
achève huit périodes exactes dans l’intervalle de cent années juliennes, 
d’où il s’ensuit que chaque période est de douze ans et demi; 2" que 
dans le même espace de temps le nombre G achève H-jVûV périodes, ce 
qui donne i2“"%i3o pour la durée de chaque période; mais ce dernier 
élément a été réformé dans les nouvelles Tables du quatrième satellite 
imprimées à la fin de la Connaissance des Mouvements célestes pour l’an- 
née prochaine : suivant ces Tables, le nombre C, qui fait ici le même 
effet que le nombre G dans les premières, achève périodes en 

cent années juliennes; d’où l’on lire pour la durée do chaque période 
i2®"%ii 5 environ. 

Or, si l’on imagine que chacune de ces deux équations soit représen- 
tée par un seul terme tel que 

+ K) ,8c,.], 


(c’est le cas où l’orbite serait une ellipse mobile), on trouvera aisément 


que la quantité ^ sera, pour le troisième satellite, = = 0,0870 


377 _ 


io3 


et, pour le quatrième, = =0,0237. On pourrait trouver de même 
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les valeurs des quantités w qui dépendent des époques des arguments E 
et C, aussi bien que les coefficients ne qui expriment les plus grandes 
équations; mais, pour que toutes ces déterminations fussent exactes, il 
faudrait que les autres termes qui doivent entrer dans les équations du 
centre fussent nuis à là fois, ce qui parait assez difficile; d’ailleurs les 
incertitudes et les variétés qu’on trouve lorsqu’on compare les observa- 
tions de ces deux satellites, et qu’on veut fixer les quantités et les pé- 
riodes des équations dont nous parlons, donnent tout lieu de croire que 
ces équations sont plutôt des résultats de dilférentcs équations particu- 
lières qui, ayant à peu près les mêmes périodes, se confondent ensemble, 
comme nous l’avons déjà observé par rapport aux deux premiers satel- 
lites. 


CXVIII. 

Je finirai ces remarques par donner un léger essai de calcul sur les va- 
leurs des quantités p, et, pour plus de simplicité, je supposerai que les 
masses du premier et du quatrième satellite soient considérablement 
plus petites que celles du second et du troisième; bypotbèse qui n’a 
d’ailleurs rien de eboquant. 

Donc, puisque et/, sont des quantités fort petites, K, et K, seront 
fort grandes, par conséquent l’équation (s) de l’Article CXV se réduira à 
très-peu près à celle-ci 

K,K,K,K,-i,633K, K. 

d’où l’on tire 

K, = 0 , ou bien K, = o, ou bien K, K, — i,633 — o. 

On aura de plus par les formules de l’Article LXXXVl, en mettant 
n/,, n/2,... au lieu de et ne conservant que les termes qui 

renferment /j et /ï,-on aura, dis-je, 

g, = 0,982 /j -t- 0,124X3» €3 = 00,40/3, 63=1,467/,, G, = 0,260/, I,l39/r.. 
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Donc, puisque 


K, 


£ 


_->£l 




K, = 2 


X< X» 

on a, pour les quatre valeurs de p, les équations suivantes 


^ — 0,982X2 — 0 , 124 X 3 = O, 


— 0,260x2 - • 2 » 39 Xs — O, 


“-0,940x2 f--'> 467 X> 

^ 

Xî x> 


0,408 = O, 


d’où l’on tire à peu près 

P = 0,781 ftjX'i 0,470f^2X3± s/(o,78i fx,x2 + o, 470 fx,X 3 )’+ 0,408^2 ptaX^X^' 

Ainsi l’on aura les quatre valeurs de p, qui donneront pour chaque 
satellite quatre équations, dont les périodes seront i - 1 - ^ révolu- 
tions de Jupiter. 


§ V. — Des (tarées des éclipses des satellites de Jupiter. 

CXIX. 

La durée d’une éclipse dépend de quatre éléments : de la largeur de 
l’ombre de Jupiter, de la vitesse du satellite, de sa latitude, et de l’incli- 
naison de sa route, laquelle peut être prise pour rectiligne pendant tout 
le temps de l’éclipse. 

Soit donc « l’angle que le demi-diamètre de la section de l’ombre sous- 
tend au centre de Jupiter; cet angle est donné par les observations pour 
chacun des quatre satellites. 

Supposons de plus que dénote la longitude du satellite, et p la tan- 
gente de sa latitude, au moment de la conjonction 
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Enfin soit 9 — <{/ la longitude du satellite au moment de son entrée 
dans l’ombre; de sorte que t|; exprime l’angle qu’il parcourt sur le plan 
de Jupiter depuis l’immersion jusqu’à la conjonction. 

On aura, pour la valeur de p qui y répond, P à peu près. 

Cela posé, supposons, pour plus d’exactitude, que la section de 
l’ombre soit une ellipse semblable à celle des méridiens de Jupiter; il 
est visible qu’on aura 

Demi-grand axe de l’ellipse va, 

Demi-petit axe (E étant l’ellipticité comme dans l’Article XVI). vati — E), 
Abscisse prise depuis le centre v<^, 

dp 
rfip 

Donc, par la nature de l’ellipse. 



Appliquée correspondante v^y? 



équation d’où l’on tirera (j/. 

On aura donc 

d’où l’on tire, après les réductions. 


4.= 




Le signe -i- donne la valeur (p pour l’iinn^rsion, comme nous l’avons 
supposé, et le signe — donne au contraire la valeur de v}/ pour l'émersion. 


cxx. 

Substituons maintenant [xt -t- ny au lieu de f, nz au lieu de p, et de 
même n$ au lieu de a (car il est évident que la quantité a doit être du 
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même ordre que la quantité p) ; on aura, en ne négligeant que les termes 
affectés de w® , 




v'a’Ci — E)» — + 


zdz 

(i — Ey 


CXXI. 


Pour convertir cette expression en temps, on la divisera par la vitesse 
angulaire qui est ^ + ^ui donnera, en négligeant tou- 

jours les n\ 


n 


f^C-E) 


'(i — E)’ — Z’ -f- 


n‘ 


[ zdz 

'juft' 


:(i-E) 


dr 

[idt 



Donc l’intervalle entre l’immersion et la conjonction sera 

fx(i — E)' ^ ' fx(i — E)’ ' [Adt ^ ^ 

et l’intervalle entre la conjonction et l’émersion sera 


h 


— n- ^5» ( I - E)’ - 




Par conséquent la demi-durée sera 


n 


fx(i— Ë) 


y/Ô’(l — E)’— Z‘ 


n’ dy 


fx(i — E) [xdt 


\/à^(i — E)’ — Z’. 


CXXII. 


Il paraît que les Astronomes ont toujours supposé jusqu’à présent que 
les durées des éclipses des satellites étaient les mêmes avant et après la 
conjonction; ce qui n’est pas vrai à la rigueur, la différence étant de 


«’ zdz 
ix(i — E)’ {/.dt’ 


c’est-à-dire de 


Pdp . 


d’où l’on voit que ces durées ne peuvent être égales que dans deux cas : 
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i" lorsque p~o, c’est-à-dire lorsque la latitude du satellite est nulle, 
et que par conséquent l’éclipse est centrale; 2 ® lorsque dp — o, savoir 
lorsque la latitude est la plus grande, ou bien que le satellite est dans 
les limites. 

CXXIII. 


Supposons maintenant qu’on ait observé la demi-durée d’une éclipse 
de satellite, laquelle soit de A secondes; on aura, en remettant pour nh 
et nz, a. et p, 

I — n ~ 


où il faudra pnmdre, pour p., 36o degrés divisés par le temps périodique 
réduit en secondes; ou bien on convertira immédiatement la durée A en 
degrés, et l’on aura simplement 


I — n 


A 


Al 

[J. dt 


— V «■'( I — E)-' — p\ 


d’où l’on tire 




c’est la tangente de la latitude du satellite au moment de la conjonction. 


CXXIV. 

Ayant ainsi la latitude, et connaissant d’ailleurs le lieu du nœud par 
les observations des plus grandes durées, on trouvera aisément l’incli- 
naison de l’orbite; il n’y aura pour cela qu’à diviser la tangente de la 
latitude trouvée par le sinus de l’élongation de Jupiter, vu du Soleil, au 
nœud du satellite; le quotient sera la tangente de l’inclinaison de l’orbite. 

C’est ainsi que tous les Astronomes en ont usé jusqu’ici pour déter- 
miner la position des plans des orbites des satellites. 

Mais, si l’on pouvait connaître avec assez de précision par la Théorie 
VI. 28 
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le moment de la conjonction, on pourrait trouver immédiatement l’in- 
clinaison de la route du satellite dans l’ombre par les observations des 
immersions et des émersions; car nous avons vu que la diflerence entre 
les durées avant et après la conjonction doit être 

P dp . 

/xni-EV'rf/’ 


donc, divisant cette dillerence par - ïr,,-» on aura 

‘ fA(i — E)’ 


^ tangente de l’inclinaison de la route du satellite. 


.Mais, outre que cette méthode exigerait dans les Tables des satellites 
un degré de précision dont elles sont encore bien éloignées, elle serai! 
encore le plus souvent impraticable, à cause qu’on ne peut pas toujours 
observer à la fois les immersions et les émersions. 

Je finirai ces recherches par dire un mot des variations qu’on a aper- 
çues jusqu’ici dans les positions des orbites des satellites. 


^ Vf. — Des inclinaisons et des nœuds des satellites. 

exxv. 

Le premier satellite est le seul dont l’orbite paraisse à peu près fixe; 
son inclinaison est, selon les Tables, de et le lieu du nœud, à io‘, 

i4"3o'; du moins les demi-durées observées cadrent assez bien avec ces 
éléments. 

Le nœud du second parait aussi fixe, mais son inclinaison est sujette 
à un changement considérable, dont la période est de 3i ans; la plus 
grande inclinaison est de 3°47'27". et la plus petite de a" 29' 2", de sorte 
que la variation est de i^iS'aS", ou bien de 39' 12", tantôt en plus, tantôt 

en moins, ce qui fait environ g de l’inclinaison moyenne. 
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CXXVI. 

Un changement si considérable ne saurait s’expliquer que par les for- 
mules de l’Article CIX. Kn effet, supposons que la valeur de z" ne ren- 
ferme que deux termes, ou au moins que les deux autres soient assez 
petits pour pouvoir être négligés, de sorte qu’on ait simplement 

3, — Xj sin -t- ^ O-' j / + ■/)', j -f- X" sin | iyHi -+- ^ < -t- n'i j • 

On aura, en nommant la tangente de l’inclinaison de l’orbite et 
la distance du satellite au nœud ascendant (Article CXI), 

/ -i l 

z,-h 

-t: ’ 

savoir, en négligeant les termes de l’ordre de n. 


\/k‘+k 


+ 9 XXC 0 S -(cr'-a")< + 




2 J sin -I- ” t -f- y) J -f- 2'' sin ^ u" j < + n " 

(‘Os|~ -f- - 17 '^ / -+- 'd'j I ■+■ cosj” ^fx, -I- — / -(- y) j 


Donc la plus grande valeur de x., sera --Xj-t-X", et la plus petite 
= X J — X" ; donc 


nX + X" ) tang3"47' 27" et «(X!, — X" ) = tang 9 .“ 29 ' 7."; 


par conséquent 


X; + X: _ tang3»47’^7^^ _,, 5 ^, 

X;-X: ~ ■tang7«29'2" ’ ’ 


d’où l’on tire 


X. 0,527 O . I 

~ — 0,200 =: environ ■= • 

X; 2,527 5 


28. 
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Maintenant il est clair que la valeur de Xj redeviendra la même lorsque 
l’angle ^ [a'— <s")t se trouvera augmenté ou diminué de 36 o degrés pris 

une ou plusieurs fois; donc, puisque la longitude moyenne du second 
satellite est exprimée par /jijL la période de la variation de x^ sera de 

± ! 

O.jX, 

révolutions de (;c même satellite. Or cette période est, selon les obser- 
vations, de 3 i ans, ce qui répond à peu près à 3189 révolutions du se- 
cond satellite; donc il faudra que 

±: (o-'— < 7 ") = = o,ooo3i36. 

2 [ J.i 3109 


CXXVII. 

Ayant trouvé Xj = ^ X'j , on pourra simplitier les expressions de et 
de tang'fi, et l’on aura à très-peu près 


= I -f- ^ cos (<t'— (T")t + y)j — J 

r / n \ 3 I F ^ ^ ^ 1 

lan*+.= langl (f.,+ " y) < 4 »; J + i -j- ^ 

I f'<+ - y ) '4 

^ cos |~ -t- — 0 "^^^ t ’f) 1 j sin J ^ “t" ^ J J 


- t 'fi 1 sin J ^ “i" ^ J J 


Soit fait 


1 -f- - (/ j / -t- -/îj q, 


q étant une quantité fort petite, on aura 


A 

7 ^ , / 1 

cos' 
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à peu près; donc 

J cos 

— ^ cos ^ ^ J 

- I sin (T")f + r); — yi'jJ-, 

” (t' j / + n' — ^ ( <r' — (t" ) < -t- W, — •/)" J • 


donc 




/I fr' 

D’où l’on voit : i" que le mouvement du nœud sera de — par révo- 

S>. fXj 

lution; 2” que ce mouvement sera sujet à une équation analogue à celle 
de l’inclinaison, laquelle montera à - ^ = 1 1°27'. 


Ces derniers résultats ne s’accordent pas à la vérité avec les observa- 
tions des demi-durées, par lesquelles il parait que les nœuds sont à très- 
peu près fixes; mais j’observe : que la quantité cr' peut être nulle, au- 
(juel cas le nœud n’aura plus qu’un mouvement d’oscillation; 2“ qu’il 
est impossible que l’attraction produise un ebangement dans l’inclinai- 
son sans produire en même temps un changement analogue dans le lieu 
du nœud {voyez plus bas. Article CXXX). 


CXXVIIl. 

Voyons maintenant comment on pourrait satisfaire à ces deux condi- 
tions, savoir 

± (ff' — 17 " ) = o,ooo3 1 36 et o-'=o. 

7 . y.i 

Pour cela, nous conserverons ici les hypothèses de l’Article CXVIII, 
moyennant quoi l’équation (Ç) de l’Article CXV se réduira à celle-ci 


K, K,K^K4-5,675K,K. = o, 
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laquelle donne 

Kir=o, nubien K| — o, nubien KjK, — 5,676 — o; 
celle dernière équalion se réduit à celle-ci 

(s-"-) - 

nu bien 

(T’ — ( p., CI; 4 - CTj ) ff 4 - ftj fts TOî CJj — 1 , 4 * 9 1^2 ^3 11 Xs - ' 

Or, suivanl les mêmes hypolhèses, on a (Arlicle LXXXVIj 
nia — 0 , 942 X3 et ma -- 1 , 5 o 6 Xa à peu près ; 

dama -^0,942 X I, 5 o 6 xaX 3 •. 4 « 9 X>Z 3 ; 


donc 


donc, laisanl pour plus de simplicilé —my^, el mellanl 0,496/0.^ au 
lieu de p.3, on aura l’équation 

(t’ — (o, 94 am- 4 o, 747 )/ 2 aXj (7 --o; 


d’où l’on lire 

17--0 et a = (n,942m 4 - o, 747)piaX3- ' 

Donc on satisfera à nos conditions en prenant pour a' la première de 
ces deux racines et pour a" la seconde, et supposant 


(0,942m 4- o, 747 )x 3 - o,ooo 3 i 36 , 
d 

ce qui donne, à cause de ny.^ = 0,00002417 (Article LXIII), 

m --27 à très-peu près. 

Il est vrai que cette détermination ne s’accorde point avec ce que nous 
avons trouvé dans l’Article LXVIII; mais cela n’est point surprenant vu 
le grand nombre des quantités que nous avons négligées dans ce calcul : 
aussi ne l’ai-je donné ici que comme un essai, me réservant de le re- 
prendre dans quelque autre occasion. 
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CXXIX. 

La position de l’orbite du troisième satellite est aussi sujette à des va- 
riations fort remarquables; son inclinaison paraît avoir été la plus petite 
en 1697, où elle n’était que d’environ 3 degrés, et depuis lors elb* a lou- 
Jours été en augmentant, de sorte qu’en 17O3 on l’a trouvée de 3**27', 
ce qui fait 27' en G6 ans, et par conséquent environ 26" par an. 

Quoiqu’on ne connaisse pas encore le terme de cette augmentation, il 
y a cependant tout lieu de croire qu’elle est périodi(|ue comme celle du 
second satellite; car, suivant la comparaison que M. Maraldi a faite d’ini 
très-grand nombre d’observations des demi-durées depuis 1G71 jus- 
qu’en r7G3, l’inclinaison se trouve à très-peu près la même à intervalles 
égaux avant et après 1G97. 

A l’égard du nœud, les Tables de M. Wargentin le supposent fixe, à ro*, 
iG‘* 3 ', mais M, Maraldi trouve qu’il doit avoir un mouvement direct d’en- 
viron 3 minutes par an; selon ce savant Astronome, il était, à io% rS?/ 
en 1G97, et, à io% i7°9'en 17G3. 

Ces variations peuvent s’expliquer de la même manière que celle du 
second satellite, pourvu qu’on suppose que la période de rinclinaison 
soit beaucoup plus longue; faisons-la de r révolutions du troisième sa- 
tellite; il faudra que l’on ait 


prenons pour a' la même racine que ci-dessus, et pour 7" une des 
deux autres racines, par exemple celle qui résulte de l’équation (Arti- 
cle LXXXVI) 

K,~o, savoir (t"= ju,nj| = (U,(o,98ix» -e 0,126x3): 

mettons, au lieu de p.,, 4.o44i^2; lieu de ^3, et au lieu de 
^ sa Valeur 0,000024 1 7, on aura 

I 

— = 0 , 00004796 H-“ 0 , 0000061 5 m = ~ ; 
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sim= lo, on aurait environ r=ioooo, ce qui donnerait à peu près 
195 ans pour la durée de la période. 

Maintenant, si l’on dénote par nx^ la tangente de l’inclinaison et par 
la distance au nœud, et qu’on suppose Xy = vXg, v étant une fraction 
assez petite, on aura comme dans l’Article CXXVI 

T3 — A', I -4- V cos (t'— a")/ 7)3 — rjj J 

ij/j 1 =: Çu} j ^ ~ (ff'— 'ï")^ -t- '^3 — j > 

OU bien (a cause de a'=o et de ,0.3^=: à la longitude moyenne du sa- 
tellite que nous dénoterons par «,) 



où U.J — ip3 est la longitude du nœud. 

Supposons, ce qui est permis, que la longitude moyenne u, soit comp- 
tée depuis le jiointoù se trouvait le satellite au moment de la plus petite 
inclinaison <le son orbite, on aura 


cos( — yi'j yj" ) — — 1, donc 4-7)"— 180"; 

par conséquent les formules précédentes deviendront 


/ «ff" \ I ' • 

Ta r- / I — V COS «, ) î «, — W., , 4 - V SIO U,. 


Donc la vitesse du nœud sera à la vitesse moyenni! du satellite comme 


y — cos” — «a à 1 : d’où l’on voit nue le mouvement du nœud sera di- 

2 / 2.1 2|«3 > 


na 


rect tant que cos; — Uj sera 


positif, c’est-à-dire, tant que l’inclinaison 


sera au-dessous de la moyenne. 

Au reste, si je donne ici ces formules, ce n’est pas que je les regarde 
(îornme fort exactes et conformes au mouvement du troisième satellite; 
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mon objet est simplement de donner une idée de la manière dont on pour- 
rait rendre raison de l’augmentation d’inclinaison et du mouvement di- 
rect des nœuds de ce satellite, phénomènes qui paraissent assez difficiles 
à expliquer. 

cxxx. 

Le quatrième satellite est aussi dans le même cas que le troisième à 
l’égard du mouvement des nœuds. M. Maraldi l’a trouvé d’environ 
par an suivant l’ordre des signes; mais M. Wargenlin ne le fait que d’en- 
viron 4^24" dans ses nouvelles Tables. 

Quant à l’inclinaison, ils la supposent constante et de 2 " 36'; mais il y 
a tout lieu de croire que cette détermination n’est pas tout à fait exacte; 
car il paraît difficile que les nœuds aient un mouvement direct, tandis 
que l’inclinaison demeure la même. D’ailleurs, M. Wargenlin remarque 
que les nœuds ont dû être stationnaires vers la fin du siècle dernier, c(! 
qui prouve, ce me semble, qu’ils étaient auparavant rétrogrades, et que 
leur mouveinent n’est qu’une espèce d’oscillation, comme nous l’avons 
déjà supposé, à l’égard du troisième satellite; or je dis qu’un tel mouve- 
ment ne saurait avoir lieu dans b^nœud, sans qu’il ail, dans l’inclinaison, 
une variation analogue; c’est de quoi il est facile de se convaincre en je- 
tant les yeux sur la formule de l’Article 111 

f/Xsiii(<p — e) = Xcos(<p — e)(h, 

laquelle exprime la relation qu’il doit y avoir en général entre le mou- 
vement du nœud et la variation de l’inclinaison. 

Je fais cette remarque, moins pour faire naître des doutes sur les ré- 
sultats de ces deux savants Astronomes, que pour les engager à se rendre 
de plus en plus attentifs à la détermination d’éléments si délicats et si 
difficiles. 

Au reste, quand on sera bien assuré de l’exactitude de ces éléments, 
on pourra alors se servir de nos formules pour donner à la Théorie du 
quatrième satellite de nouveaux degrés de perfection. 


VL 
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ESSAI 


LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. 


Jiivat intègres accedere l’on tes. 

Lücr. 


(Prix de l’Académie Royale des Sciences de Paris, tome IX, 177’i.) 


AVERTISSEMENT. 

Ces Recherches renlermenl une Méthode pour résoudre le Problème 
des trois Corps, dilFérente de toutes celles qui ont été données jusqu’à 
présent. Elle consiste à n’employer dans la détermination de l’orbite de 
chaque Corps d’autres éléments (|ue les distances entre les trois Corps, 
c’est-à-dire, le triangle formé par ces Corps à chaque instant. Pour cela, 
il faut d’abord trouver les équations qui déterminent ces mêmes dis- 
tances par le temps; ensuite, en supposant les distances connues, il faut 
en déduire le mouvement relatif des Corps par rapport à un plan tixe 
quelconque. On verra, dans le premier Chapitre, comment je m’y suis 
pris pour remplir ces deux objets, dont le second surtout demande une 
analyse délicate et assez compliquée. A la fin de ce Chapitre, je ras- 
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semble les principales formules que j’ai trouvées, et qui renferment la 
solution (lu Problème des trois Corps pris dans toute sa généralité. 

Le deuxième chapitre a pour objet d’examiner comment et dans quels 
cas les trois Corps pourraient se mouvoir en sorte que leurs distances 
fussent toujours constantes, ou gardassent au moins entre elles des rap- 
ports constants. Je trouve que ces conditions ne peuvent avoir lieu que 
dans deux cas ; l’un, lorsque les trois Corps sont rangés dans une même 
ligne droite, et l’autre, lorsqu’ils forment un triangle équilatéral; alors 
chacun des trois Corps décrit autour des deux autres des cercles ou des 
sections coniques, comme s’il n’y avait que deux Corps. Cette recherche 
n’est à la vérité que de pure curiosité; mais j’ai cru qu’elle ne serait pas 
déplacée dans un Ouvrage qui roule principalement sur le Problème des 
trois (^lorps, envisagé dans toute son étendue. 

Dans le troisième Chapitre, je suppose que la distance de l’un des trois 
(jorps aux (hmx autres soit fort grande, et j’apprK|ue la solution générale 
du Chapitre premier ii cette hypothèse, (jui est, comme l’on sait, celle 
de la Terre, de la Lune et du Soleil. 

Kniin, dans le (juatrième Chapitre, je traite en particulier de la Théo- 
rie de la Lune; j’y donne les formules (jui renferment cette Théorie, et 
je fais voir, par un léger essai de calcul, (îomment on doit se servir de 
ces formules pour en déduire les inégalités du mouvement de la Lune 
autour de la Terre. 


Le défaut de temps et d’autres occupations indispensables ne m’ont 
pas permis d’entrer là-dessus dans tout le détail nécessaire pour répondre 
d’une manière convenable aux principaux points de la question proposée 
par l’Académie : aussi ai-je d’abord hésité si je lui présenterais ces Re- 
cherches pour le Concours, et je ne m’y suis déterminé que par r(ispé- 
rance que cette illustre Compagnie trouvera peut-être ma Méthode pour 
résoudre le Problème des trois Corps digne de quelque attention, tant 
par sa nouveauté et sa singularité que par les dilficultés considérables 
de calcul qu’elle renferme. 

Si l’Académie daigne honorer mon travail de son suffrage, ce sera un 
puissant motif pour m’engager à le perfectionner, et je ne désespère pas 
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de pouvoir tirer de ma Méthode une Théorie de la Lune aussi complète 
qu’on puisse le demander dans l’état d’imperfection où est encore 
l’Analyse. 


CHAPITRE PREMIER. 

KORMULES GÉNÉRALES POUR LA SOLUTION DU PROBLÈME DBS TROIS CORPS. 


1 . 


Soient A, B, C les masses des trois Corps qui s’attirent mutuellement 
en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances; 
soient nommées de plus x, y, z les coordonnées rectangles de l’orbite du 
Corps B autour du Corps A, x',y', z' les coordonnées rectangles de l’or- 
bite du Corps C autour du même Corps A, coordonnées qu’on suppose 
toujours parallèles à trois lignes fixes et perpendiculaires entre elles; 
enfin soient r, r', r" les distances entre les Corps A et B, A et C, B et C, 
en sorte que l’on ait , 

r = y/.r'“-4-,r--l-2% /•' r" — \l[x' — xŸ (/'— (a'— z)’. 


On aura, comme on sait, en prenant l’élément du temps dt constant, 
les six éijuations suivantes 


(A) 


I d‘x /A-+-B 
1 dp \ r’ 

I /A±J! 

j dp '^ \ r» 

[ t/’ z / A -f- B 

\ dP \ r-* 

I d^x' /A-4-C 
dP \ /•'* 

d^y' /A-l-C 
~dF \ ;■'> 

d^z' /A-i-C 
dp ‘ r'* 





.r O, 



z'-+- B 




y = O, 



z = O ; 


(B) 
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à l’aide desquelles on pourra déterminer les orbites relatives des Corps B 
et C autour du Corps A. 

Si l’on fait encore 

x' — x-=x"y y' — y=y", z' — z = z"y 

en sorte que x", y" , z" soient les coordonnées rectangles de l’orbite du 
(]orps C autour de B, on aura 

et, retranchant respectivement les trois premières équations des trois 
dernières, on aura ces trois-ci 



qui exprimeront le mouvement relatif du Corps C autour du Corps B. 

Il est bon de remarquer l’analogie qu’il y a entre ces neuf équations 
(A), (B), (C); c’est que les équations (A) se changent en les équations (B) 
en y changeant seulement B en C, x en x' , y en y \ z en z', ren r' , et ré- 
ciproquement; et que de même ces équations se changent en les équa- 
tions (C) en y changeant A en C, a? en x'\ y en y'\ z en z” , r en r", et 
vice versa; et la même analogie aura lieu dans toutes les formules que 
nous trouverons par la suite. 


II. 


Qu’on multiplie la première des équations (A) par j et la seconde 
par X, et qu’ensuite on les retranche l’une de l’autre, on aura 


yd^x — xd^y 
d? " 



(yx' — xy' ) = 


O. 
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Combinant de même les deux premières des équations (B) et les deux 
premières des équations (C), on aura ces deux-ci 


Mais 


donc 


d’^ X* — x^ d^y 

-t-B 

dr 

X"d^x"-x"d\r" 

A 

dp 




x" -- x’—x, x" =x'—.r< 
x'x" — x'x" — xy' — X^'i 


donc, en ajoutant ensemble les trois équations précédentes, après avoir 
divisé la première par C, la seconde par B et la troisième par A, on aura 
celle-ci 


Xd‘x — x(l'‘x y''d‘x' — x'd^y' x"d^x" — x"d'‘x" 

^ R<//^ ““ lûlp 

On trouvera de la même manière ces deux autres équations 

zd-x — xd^z z’d-x' — x'd^z' z"d‘x" — x"d'‘z" 

CdP ^ ~~lîdP Xd? 

zd-y—yd‘z z'd^x' — x'd‘z' z"d'‘y" — y"d'‘z" 

De sorte qu’on aura, en intégrant, 

y'dx — xdy y''dx' — x'dy' x"dx" — x"dy" 

' C<// i\dt i^,it 

zdx — xdz z'dx' — x'dz' z"dx" — x"dz" 

Wdt ' \dt “ 

zdy — ydz z'dy' — y'dz' z"dx" — x''dz" 
i\di ~iîdi Td't " ■ 

a, b, c étant des constantes arbitraires. 

De plus, si l’on multiplie la première des équations(A) par la pre- 

• • dx^ » 

mière des équations (B) par et la première des équations ((]j par 

VT. 
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-J et qu’ensuile on les ajoute ensemble, on aura, à cause de x"—x^-~x. 


dxd^x dx'd^x' dx"d}x" 


Cdl^ Brfr» ^ A< 
On trouvera de même 


dx''d'‘x" , /.ri 


,vdx x' dx' x*‘ dx'^ 
CT» ' T?^ 


dyd‘y' dy'd^y'' dy" d^y" (M 


y' dy' y" dy^ 
Br'> A/-"’ 


dzd‘‘z dz'd‘z' dz" d'^ z" 


Izdz z' dz' z" dz" 


Â7/?r---(A^«^C) ^ 


Donc, ajoutant ensemble C(!S trois équations et mettant 


r dr 

à la place de 

X dx -f- / dy' -h 2 dz, 

dr' 

à la place de 

x' dx' -f- y'' dy ' -f> z' dz' , 

r"dr" 

à la place de 

x"dx"-h y'"dy'"-{- z"dz" 


on aura une équation intégrable dont l’intégrale sera 


(h) g- - 




/ étant une constante arbitraire. 

(]o sont là les seules intégrales exactes qu’on ait pu trouver justju’à 
présent; or, comme il y a en tout six variables .a?, v, z, x' , y' , z', il est 
clair que, si l’on pouvait trouver encore deux autres intégrales, le pro- 
blème serait réduit aux premières différences; mais on ne saurait guère 
se Hatter d’y parvenir dans l’état d’imperfection où est encore l’Analyse. 


Supposons, pour abréger. 


J dx^ -h dy* 4- dz* 


dx'* + dr'*+ dz'* 


dx"* -h dy"* H- dz"* 

* ~ dt* ’ 
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en sorte que m, u', u" expriment les vitesses relatives des Corps B, C au- 
tour de A, et de C autour de B; il est clair qu’on aura 


rD(r^ ) xd^x ->ryd^x -t- zd^z 

•}.dP “ ~ 


d^[r'^) 

•i.dv 


x' d^ x' ^ y’ d'‘ y' z' d'z' 


dP 


d‘(r"'‘} _ x" d'' x" -i- y" d'‘y" + z" d^z" 
idP dp 


Donc, metlant dans ces équations an lieu de 

(l^x df^y' (P Z Px' 

~<lP^ ~dP~' ~d~p' Hp’’"' 

leurs valeurs tirées des équations (A), (B), (C), cl laisanl attention <|ue 

x'‘ 4-^2 4- ^2 — ;.2, x"‘ -f- r" 4- Z"‘ - - ;•'% x"'‘ -t- 4- z'''‘ — /■"*, 


et 

, , , 

xx' 4- 7;>’ 4- zz ^ 


x' x" ■+■ y' y" 4- z' z" — x'^ 4- r'* 4- z'“ — ( x' x 4-_'K' ■y 4- z' z ) = - — 


on aura, après avoir fait passer tous les termes du même côté. 


,."3 


(F) 


7.dP ^ \ r’ 

4. i^_}- 
2 dp \ r'» 

d‘(r"^) /R + C A 


- C B \ , 
r--+pr,) 


c 

t>, \r- 

2 Vr’ 


( r‘ 4- c" — /■" 


«2 -O, 


(/•■' 4- r — r — U 


7 .dt 


\ r' 




O. 


Donc, si l’on peut avoir les valeurs de «*, a'*, «"* exprimées en r, r' , 
r" seulement, on aura trois équations entre ces trois dernières variables 
et le temps t, à l’aide desquelles on pourra à chaque instant déterminer 
la position relative des Corps. 

3o. 
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IV. 


Or on a, en différentiant les valeurs de m*, a"*, 

, dxd^x ->t- drd^Y + dzd^z 
udu = 

, , , -h dr^ dz' d^z' 

“* = HT ’ 

„ dx" d^x" + dy"d‘‘y" dz"d^z" 

donc, si l’on fait ici les mêmes substitutions que ci-dessus, et qu’on sup- 
pose pour un moment 

JV —x'dx +ydy -\-z'dz, 
dW — xdx' -i-X^X' ^ 

d\"= x'dx"-{-r'dy" + z'dz'', 

h cause de 

.r d.r Y dy ■+- zdz— rdr^ x' dv' -y- y' dy' -Y- z' dz' = r'dr', x" dx " -y y" dj" + z" dz" — r"dr", 

on aura 


udu = - ~;r\ rdr - C ~ ) d\. 


Soit, pour abréger, 
dR 

dW 


‘““^3 

r"V 

B-+-C 


p"V 


9. rdr 


^"3 

4- : 

9.r'dr* 



4- : 

7. r''dr'‘ 

' .*4" ! 


d\" 


(r'’ r">) 

P - ^ 

JL \ d\" 

p'3 j ^ 
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et l’on aura 


«» = îiA±l] _ CR, 




«"‘= _ AR"; 


de sorte que les équations (F) deviendront 


(G) 


2dP 


2</P 


\ 2dP 


A4-B 

4-C 



1 

( I 

I \ 



- /'"■') 4- K 

r 


*4- 

7. 

(p-»- 

Pîj 


4- /■'' 

A4-C 

r' 

4- B 

y Z 

4- 

l 1 

O, 

(4- 

4 

(r> 

4 - r"‘ 

■ /•"■•') 4- B' 

B 4- C 


f.f'1 



! I 

I \ 

(r'’ 

4- r"' 

- r’) 4-H" 


4- A. 

— 

4- 

- 1 

- 7 ; — 


~p~ 


^,3 

7 


rV 




et il ne restera plus qu’à trouver les valeurs de 

dV, d\', d\". 

Pour cela, je fais 

dp = x'dx ■+- y' dy -i- z' dz — x dx' — ydy'— z dz ' , 

et comme l’on a 

, , , /•* 4- 

XX +- yy zz — - — 1 

on aura, en différenliant, 

X dx' ydy’ + z dz' -+- x' dx 4 - y' dy 4- z' dz — rdr +■ r' dr' — r" 

donc 


d\---= 

d\' 


_ rdr-hr'dr'- r"dr"-hdp 


et ensuite 


_ r dr + r' dr' — r" dr" - dp 

7. ’ 


^/V"^ -r/V, 
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savoir 

_ r' <lr' -4- r" dr" — rdr — dçt 
2 

Tout se réduit donc maintenant à avoir la valeur de dp ; pour y par- 
venir, je différentie, et j’ai 

= x' d'x y d^y -t- z' Z — xd‘‘x' — y'd^y' — zd'^z' ; 

je substitue à la place de d'^x, d^y, d^z ^ ... les valeurs tirées des é(jua- 
tions (A) et (B), et faisant les autres substitutions convenables, je 
trouve 


t?- 

dd “ 


I /A -t- B C 
“ y—pr- -+- — i 


A-i-C 





ou bien 


7.d^o 




V. 


Supposons, pour mettre nos formules sous une forme plus simple, 




^P, 


^'"2 ^,'2 ^2 ^ 

9 . ~ P 1 2 P 


,.'a ,."3 ■ 9’ 


u'^ 4 - m "’ — iP 


I I 




I 


_ -r q"— q — q\ 


-- t'. 


iP -1- — u! 


iP -f- «'» — m"» 


et l’on aura d’abord, pour la détermination de dp, cette équation 

</^p 


(H) 


dp 


4- Ç.pq - hp'q' - A p"q" o. 


On aura ensuite 

iv = fcL 4 , dv= ‘‘f-'‘ i. 


2 


2 
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q[dp" + d^), 




O r"dr'' 

dW' = — — h-q"{dp —dp). 


-î- — q', -y.rdr— dp' + dp"; 


■dr idr 


,/'» l»3 


q'{dp' + dp"); 


on trouvera de même 


7 , v' dr' 2 dr' 


q ( dp + dp" ), 


7r"dr" 7dr" , , , 

~i- ^-^2 i dp' dp); 


de sorte qu’en suhslitnant ces valeurs, et faisant pour |dus de simplirile 


/ dQ - ^ q'dp'— q''dp" — qdp, 

I dQ' ' qdp -i- q''dp" + q'dp, 

I dQ"— — qdp — q'dp' i q"dp, 


on aura 


<(t de là 


R=r-^ - Q, U' _- ^ -Q', r 


^li±J + ^1) -+- CQ, 

/• 


^ B t]) 


4- AQ" 



2^0 
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Maintenant on aura 


r’ 

'P^ 


--î'(p' + p"), 



donc, ajoutant ces deux équations, et mettant q" à la place de q — q\ on 
aura 

/•' I / I I 

7^3 + 2 70 - ,~/l 
on trouvera de même 


= 7 - pY + pY ; 


I / 1 




••'î r"2\ 


pq-p"q', 


I / I 


2. \r 


/•*) ^-p; + pq + P'q'i 


donc, faisant toutes ces substitutions dans les équations (G) ou (F) des 
Articles précédents, elles deviendront celles-ci 


(K) 



A - 4 - B H- C 

2 (ïp 

r 

d\r'^) 

A -f- B -f* L 

7. dp 

/•' 


A-f B- 1 -t; 

^dP~ 

r" 


— C(p'q' -- p''q''-\- Q ) - O. 

— K [ pq -h p"q"+ QM =0, 

— X{—pq-- p'q' -H Q") — O. 


Ainsi l’on pourra, à l’aide de ces trois équations, déterminer les trois 
rayons r, /•' et r" en t, ce qui donnera pour chaque instant la position 
relative des Corps entre eux. 

Il est bon de remarquer que, si l’on divise la première de ces équations 
par C, la seconde par B et la troisième par A, et qu’ensuite on les ajoute 
ensemble, on aura (à cause de </Q -t- c?Q' -t- = o, et par conséquent 
Q -t- Q'-t- Q" = const.) celle-ci 




2 A (ip 


_(A + B + C)(~ 


Br' 



— const., 


laquelle pourra tenir lieu d’une quelconque des trois équations (K). 
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VI. 

On peut encore mettre les mêmes équations (K) sous une autre forme 
que voici. 

Je multiplie.la première de ces équations par </(/ *), et je l’intègre en- 
suite pour avoir 

_2(A + B + C)i--cJ'( p'q' - p"q" ) </{ r’) - cJq »■» ) + L = „ , 

L étant une constante arbitraire. 

Or 

jQd{r'‘)=zQr^— j' r^dQ; 

mais 

dQ — q'dp' — q"dp" — q dp; 


de plus, à cause de r'^ —p' +■ p", on aura 
{p'q'— p"q" )d{r^) —r*{ q'dp'— q"dp" ) 

— ~ {p'q'—p"q"){dp'-^dp")-\-{p'-\-p"){q'dp'—q"dp") = q{p''dp'~ p'dp"); 
de sorte que si l’on fait, pour abréger, 


rfP = q{p''dp' — p'dp" — rUlp)y 


on aura, en négligeant la constante h qui peut être censée contenue 
dans P, et divisant toute l’équation par r*, 

*;_î<A±i±ç)+c(i-QUo. 

dP r 

Faisant de même 

dŸ' - q' {p"dp - pdp" -4- r'^dp ), 

df"= q" (pdp ' — p'dp -I- r"'dp), 

VI. 3i 
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on trouvera par des opérations semblables aux précédentes 

dr'^ 
dp 

dr"^ 
dP 

Et, si Ton retranche ces équations respectivement des équations (K) 
trouvées ci-dessus, qu’ensuite on divise les équations restantes par r, r', 
r" , on aura ces trois-ci 


d^r 

dp 

-h 

A-hB + C 
r' 

-C| 


O 

il 

+ 

d^r' 


A -f- B C 

-B( 

fpq + p"q" 

d 

II 

Ci 

+ 

dP 


r'» 

K /•' 

J 

d^r" 

- 4 - 

A -4- B -f- 

-a/ 

f^pq-p'q' 

P"\ 

1 — n 

clt^ 


r"^ 

1 

K r" 



2( A -4- B 4- C) ^ g 1 
r' 

f- 

[r'* 

0 

11 

a 

1 

a(A4- B 4- C) , / 

fV" 

\ 

pr, + A| 

rpr. 

-Q"j =0. 


VII. 

Nous avons donc réduit les six équations primitives (A), (B) qui ren- 
lerment la solution du Problème des trois Corps pris dans toute sa géné- 
ralité à trois autres équations entre les trois distances r, r', r" et le 
temps t. 11 est vrai que ces réduites renferment chacune deux signes 
d’intégration (ce qui est évident en substituant les valeurs de Q, Q', Q", 
ou de P, P', P" et de d^), et qu’a cet égard elles sont moins simples que 
les équations primitives; mais, d’un autre côté, elles ont l’avantage de 
ne renfermer aucun radical, ce qui me parait d’une grande importance 
dans ces sortes de Problèmes. 

Supposons donc qu’on ait déterminé par les équations (K) ou (M) les 
trois variables r, r' , r" en t\ on ne connaîtra encore par là que la posi- 
tion relative des Corps, c’est-à-dire, le triangle que les trois Corps forment 
à chaque instant; ainsi il reste à voir comment on pourra déterminer 
ensuite l’orbite même de chaque Corps, c’est-à-dire, les six variables x, 
y, Z, x\y\ z'. 



DES TROIS CORPS. 


243 


Vin, 


Pour cet effet, nous remarquerons d’abord qu’en connaissant r, r\ r" 
on connaîtra aussi a a', u", et dS, dV', dV" par les formules de l’Ar- 

ticle V. De sorte qu’on aura I en mettant p" à la place de 


et c" à la place de 




-hu'*—u"‘ 

2 



dix équations suivantes 


^2 -H = r*, 

ar" + j'’ H- y’ = r'», 

xx' 4- yy' + zz' = p", 

xdx -h y dy-^ Z dz=^ rdr, 

x' dx' 4- y' dy' 4- z' dz' — r' dr', 

x' dx -¥y' dy-\- z' dz — (/V, 

X dx' y dy' z dz' = dW , 
dx'‘ 4- dy^ 4- dz' = u'dt', 
dx'' 4- dy" 4- dz'' = u''dt‘, 
dx dx' 4- dy dy' 4- dz dz' = v" dt'. 

Or, en regardant les quantités x^y, z, x',y', z', dx, dy, dz, dx', dy', 
dz' comme autant d’inconnues, il est clair que les équations précédentes 
ne suffisent pas pour les déterminer, puisqu’on aurait douze inconnues, 
et seulement dix équations; mais, si l’on joint à ces équations les trois 
équations (D) de l’Article II, on aura alors une équation de plus qu’il n’y 
a d’inconnues, et la difficulté ne consistera qu’à résoudre ces équations. 


IX. 

J’observe, à l’égard des équations de l’Article précédent, qu’elles ne 
peuvent tenir lieu que de neuf équations, parce que, en éliminant quel- 
ques-unes des inconnues, il arrive que les autres s’en vont d’elles-mêmes, 

3i . 
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(le sorte qu*on tombe par ce moyen dans une équation où il n’entre plus 

que les quantités r*, r'*, p" Pour le prouver de la manière la plus 

simple qu’il est possible, je prends d’abord les trois équations 

xdx y dy Z dz — rdr, 
x'dx + y' dy -k- z' dz — d\, 
dx'dx 4- dy'dy+dz'dz = v''dt^, 

('t j’en tire par les règles ordinaires de l’élimination les valeurs de dx, 
dy, dz\ j’aurai, en faisant, pour abréger, 

K = y' dz' — z' dy' y at! = zdy' — ydz' , a." = yz'—y'z, 

^ = z'dx' — x'dz'y ^' = xdz' — zdx\ ^" = zx' — z'x, 
y — x'dy' — y'dx', y' =ydx' — xdy', y" z=: xy' — yx', 
d =■ x{y'dz' — z'dy') — y{x'dz' — z'dx') ■+■ zix'dy' — y'dx'), 

j’aurai, dis-je, 

, a rdr -f- «'</ V 4- a"v"dt^ 
dx = s ) 

O 

fly. _ 4- (3'</V 4- p"v"dt'‘ 

. y rdr 4- y'dW 4- y"v"dt^ 

az _ g - 

Or je remarque que l’on a 

d‘ 4- (3’ 4- y’ = 4- j'’ 4- 2") {dx'"^ 4- dy'^ 4- dz'^) — [x'dx'-hy'dy' 4- z'dz' Ÿ 

= r'^u'^dP — {r'dr'y, 

+ y'J— J» _|_ z'‘) {dx'^-^- (/j'’4- (/«'■■') — [xdx’ + y dy' 4- zdz' f 
~ rUi"‘dP— dy, 

a"^4-(3"’4-y"’ — 4-/^ 4- z'^) (^'’4-^'’4- z''‘) — {xx' yy' 4- zz'f 

= r‘r'^ — p"‘, 

aa! +Ç>P'-¥yy'={x'dx' y'dy' z’dz’) {xdx’ -hydy' + zdz’) 

— {xx’ +yy' 4- zz’){dx'^ 4- dy'^ 4- dz'^) 

= r’dr'd\'-p"u'*dP, 
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«a" + (3|3" + yy" = ( x'dx' 4- y'dy' 4- z'dz ' ) {xsd 4- yy' 4- zz' ) 

~r{xdx' -^ydy' zdz'){x'^-\- y'' + z'^) 

= p''r'dr'-r'^d\\ 

a'a"+ (3'P"4- y'y" —.{xdx' + ydy'+ zdz'){xx' + yy' zz' ) 

— {x'dx' 4- jViy' 4- z'dz' ){x^ y'' + z^) 

= p''d\'— r^ddr'; 

de sorte que, si l’on carre les trois équations précédentes, et qu’on les 
ajoute ensuite ensemble, on aura, après avoir multiplié par $*, et fait les 
substitutions convenables, 

è^{dx^-\-dy^+ dz^) = ( rdrfl^r'^u'^dt ^ — ( /■' dr'f^ 4- dV^{r' u'^dP — dV'^) 

4- ( v"dt'‘Y ( r’r'^ — />"*) + 2 rdrd\ { r'dr'dV— p"n"‘dt‘) 
■+-9.rdr v" dO{p" r' dr' — r'*dV')4-2e/V v"dl'‘{p"d\' — r'^r'dr'). 

De même, si l’on prend les trois équations 

XX + yy' + zz z= r% 
x'x -h y'y -h z' Z ■-= p", 
xdx' -^-ydy' + zdz'~ d\', 


et qu’on en tire les valeurs de a?, y et z, il est facile de voir (ju’on aura 
pour X, y, Z les mêmes expressions que l’on a trouvées plus haut pour 
dx, dy, dz, en y changeant seulement rdren r*, d\ en //'et v"dt'^ en ^/V'; 
donc, faisant les mêmes opérations et les mêmes substitutions que ci- 
dessus, on aura cette autre équation 

$^[X^ 4-/’ 4- Z') r'Ir'^u’^dt^ — ir'dr'Y] + firHi'^dt^ — d\"\ 

4- — /)"’) •+■ 2 r^p"{r'dr'd\' — p"u'^dP) 

-t- 2 r^d\'{p"r'dr' — ^•'^d\') 4- 2 p" d\' {p" dS' — r^r'dr'). 

Or on a 

</x’ 4- dy^ + dz^~ u^dV, et a?’ 4- ^ ^ 4- = r' 
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m 

donc on aura les deux équations suivantes 

= (rdr)*{r'^u'*dP — r'’dr'‘) 4- dW^r'u'^dP — rfV'’) 

4-(v*rf/’)’(r’r'’ — p"’) +Oirdrd\(r'dr'd\' — p"u'^dP) 

■h 2 rdrv“ dp ip" r' dr' - r'*dY') -h îid\ c" dPip" dV - r‘r' dr'), 

è'r^— r*{r'^u'^dP — r'^dr‘')-\- p''^{r^u‘^dP — dY'*) 

4- rfV'’(r’r'» -/»"») -I- 2 r»;>''{r'rfr'</V' 

4- 2 r>dV'(/r'rfr' — /•'»</¥') + 2 p''dY'{p"dY' - r^r'dr' ). 

D’où, chassant on aura une équation entre les seules quantités 
connues r*, r'®, ... . 


X. 


Si l’on tire de la dernière équation la valeur de ô*, on aura, en rédui- 
sant et effaçant ce qui se détruit, 

5 ’ = r''{r*u''‘dP — r’f/r'* — rfV") -4- 2p" r' dr' dY' — p'''u’^dP-, 

et, cette valeur de étant substituée dans l’autre équation, on aura 

r'\r’u'’dP — rUlr'^ — dY'^)u^dP + {^p" r' dr' dY' — p''>u'UlP)uUlP 
= {rdry{r'*u'^dP — r'^dr'^) dY^{r^u'^dP — rfV'*) 

-f- -/'») + 2rdrdY{r’dr'dY’ — p"u'^dP) 

4- 2rdri/'dP{p''r'dr'- r'»rfV') 4- 2dYv" dP{p"dY' - r'r'dr'); 

ou bien, en ordonnant les termes, 


( — />"’)( M’ «'» — ) dp + (rdr.r' dr' — dYdY ' )* 

— [r^{r'dr'y-2fr'dr'dY'+ r'^dY'^]iPdP 

— [r'^{rdry — 2p"rdrdY -4- r*dY*']u'*dP 

— 2[p" [rdr.r' dr' dY dY') — r^r'dr'dY — r'’r</rdV']v*'rf/’ = o. 


Or (Article V) 

dY=^Bl±A, 

2 


et 


</V' = 


dp"- 




2 
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(le plus on a, par les formules du même Article, 


+ r'’ = P r''^ = p + p' 


« -»i _ n J. n' 


et (le même 


lO = / + (/", m'’ = e •+■ e", = v -h v'i 


donc, si Ton fait ces substitutions, et qu’on suppose pour plus de sim- 
plicité 


ï'=^la^Y + JÈl 


dt J 


dt 


”'(*)’ 


n-±^Æ\È+r’< 

P dt P dtjdt^' 


+ P (^IsLW J u^!£L^w<iÉ\± W', 

^-P\ dt )^P\dt] ^P\dt]^\Pdt Pdt]Tt^‘ \Tt]' 


i 6 


réquation suivante deviendra, après avoir été multipliée par ^ 


( N ) I G py) {^'4- (*(> V P V' ) — 4 ( 2 


^dp (Ip'n 


• dp dp” -h dp' dp” 4- do‘^\^ 
^2 "-j 


Il faut donc que cette équation ait lieu en même temps que les trois 
équations (K) de l’Article V; de sorte que, comme elle ne contient d’ail- 
leurs que les mêmes variables que les équations (K), et qu’elle est d’un 
ordre moins élevé d’une unité que celle-ci, on pourra la regarder comme 
une intégrale de ces mêmes équations (K), mais intégrale particulière à 
cause qu’elle ne renferme aucune nouvelle constante; ainsi, si l’on in- 
tègre les équations (K) en y ajoutant les constantes nécessaires, ces con- 
stantes devront être telles qu’elles satisfassent à l’équation (N). De sorte 
que, si l’on ne veut pas se servir de cette dernière équation à la place de 
l’une des équations (K), il faudra néanmoins y avoir égard dans la dé- 
termination des constantes; mais pour cela il suffira d’y supposer par- 
tout t — 0. 

Au reste nous ferons toujours usage de cette équation pour détermi- 
ner la constante qui doit entrer dans la valeur de résultante de l’inté- 
gration de l’équation (H) de l’Article V. 
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XI. 


Reprenons maintenant les équations (D) de l’Article II, et faisant, 
pour abréger, 


\:=:y’dx — xdy, V = y' dx' — x' df' , V = y" dx" — x" dy” , 
fl— zdx — X dz, fl' — z' dx' — x' dz', fi"= z" dx" — xf' dz", 
v = zdy — y dz, v' — z' dy' — y’ dz', v" = z" dy" — y" dz", 

on aura, après avoir multiplié parc?/. 



Or Je trouve, comme plus haut. 


}}-\-fi‘‘-\-v^ = {x'‘-hy'‘-\-z''){dx'‘ + dy'‘-^-dz'‘) — [xdx-y- ydy-y zdzf—r'^iOdt^— {rdry, 

et par analogie 

À'^4- fJ.'^ ■+ v'^ = u'Ult^ — {r'dr'Y, 

4- p."’ 4- v"^= r"Ui"UlP-( d'dr'Y; 


je trouve de même 


XV -h ufi' H- vv' = zz') (i/xdx'-h rl/df-ir dzdz')— [x' dx -y- fdr + z'dz) {xdx'+ y df+idz') 

=p"v''dd-d\dy'=p"ddd- 


et par analogie 


W 4- fifi" 4- vv" =i p'v'dP— 




2 

5 


/7n \ 2 / x/ri \ 2 
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Donc, si l’on fait, pour plus de simplicité. 



on sorte que l’on ait 


-1- V’ = n di\ l'I" + + v' v" dt\ 

^ y O ^ y', _ n' dl\ ir + IJLa" -t- vv" W’dr, 

-4- + v"^ - Wdt’, ïk' + ixi>! + vv' = ‘F'V<’. 

on aura, en carrant les trois équations (O) et les ajoutant enseinhie. 


(P) 


II H' 


n" 9 , 'F 2 'F' 

AR AC 


j.'F" 

RC 


=za^ + -h c\ 


équation qui est aussi, comme l’on voit, d’un ordre moins élevé d’une 
unité que les équations (K); et comme elle renferme la constante arbi- 
traire qui ne se trouve point dans les équations (K), on 

peut la regarder comme une intégrale complète de ces mêmes équa- 
tions. 

XII. 


On pourrait croire que l’équation (E) que nous avons trouvée dans 
l’Article II pourrait ainsi, en y substituant les valeurs de u, u' et w", don- 
ner une nouvelle intégrale, mais il est facile de voir qu’il n’en résulterait 
VI 32 
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qu’une équation identique, car l’équation dont il s’agit se réduit d’a- 
bord à 


C 


B 


/ I 


I 

BP 



et, mettant pour w, w' et m" leurs valeurs tirées des formules (J), on aura, 
en rejetant ce qui se détruit, 

Q + Q' + Q"=/, 

ce qui ne renferme aucune nouvelle condition, car les quantités Q, Q', 
Q" sont déjà d’elles-mcmes telles que dQ + dQ'-h dQ" = o (Article V). 
Au reste, si l’on combine l’équation 

Q + Q' + Q"=/ 


avec les équations (N) et (P), après y avoir substitué les valeurs de u, 
u' et u", on pourra, par le moyen de ces trois équations, déterminer les 
trois quantités Q, Q' et Q", lesquelles ne renfermeront par conséquent 
que les variables finies r, r\ r" et leurs diflerentielles premières dr, dr\ 

dr" avec la quantité ^5 ainsi, substituant ces valeurs dans les équa- 
tions (K), on aura trois équations du second ordre entre les variables r, 
r' et r", dans lesquelles il n’y aura plus qu’à substituer la valeur de 

Donc, si à l’aide d’une de ces équations on élimine la quantité ^ des 

deux autres, on aura d’abord deux équations purement du second ordre 
entre les variables r, r\ r" et ensuite, si l’on dilférentie la valeur de 

et qu’on mette la valeur de^ dans l’équation (II), on aura une troi- 
sième équation entre les mêmes variables, qui ne sera que du troisième 
ordre. De sorte que l’on aura, par ce moyen, pour la détermination des 
variables r, r' et r" , deux équations différentielles du second ordre et une 
du troisième; et ces équations suffiront, comme on le verra dans un 
moment, pour la solution complète du Problème des trois Corps. 

Nous croyons cependant qu’il est encore plus simple et plus commode 
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pour le calcul de substituer dans les équations (K) les valeurs de Q, Q' 
et Q" tirées des équations (J); car, quoique les équations résultantes 
puissent monter à des ordres plus élevés que le second, elles auront 
toujours ce grand avantage que les variables s’y trouveront peu mêlées 
entre elles, et que l’analogie qui y règne facilitera beaucoup leur réso- 
lution. 

XIII. 

Des dix équations de l’Article VIII il n’en reste donc plus que neuf, 
et des trois équations (D) de l’Article II, ou (0) de l’Article XI, il n’en 
reste plus que deux; de sorte qu’on n’aura en tout que onze équations 
pour la détermination des six variables a?, y, z, x',y, z' et de leurs diffé- 
rentielles rfa?, dy,...; d’où l’on voit qu’il est impossible de déterminer ces 
variables directement et par les seules opérations de l’Algèbre; mais on 
pourra en venir à bout au moyen d’une intégration, comme on va le voir. 

Je suppose que l’on veuille connaître les valeurs de x,y, z \ on aura 
d’abord l’équation 

(Q) -f-y + = r’. 

Ensuite, multipliant les trois équations (0) de l’Article XI respecti- 
vement par X, p., V, et les ajoutant ensemble, on aura 

X» -t- g 4- U' -f- ^ 4- /) JX + c y ) ; 

ou bien, en faisant les substitutions du même Article, 



T 



dt = a{ydx — xdy)-^ b{zdx — xdz)-\- c{zdy—ydz). 


Enfin, multipliant les mêmes équations (0) respectivement par z, 
—y, X, et les ajoutant ensemble, on aura 

U-fxy+vx "k'z- jx'y + v’x Vz - — {az-by-h cx)dt. 

Or il est aisé de voir que l’on a — fxy + va? = o, et que 

33. 
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— Z -f- pjy — v'a? est la même quantité que nous avons désignée plus 
haut par d (Article IX); donc, puisqu’on a déjà trouvé (Article X) 

— p''')u'^dV — r'r'^dr'* 4- ?./>"/•' dr' dY' — r'^d\'\ 

on aura, en faisant les substitutions du même Article X, 

{Y Z — p'y'-h v' xy z=^{pp' -h PP" + p' p"}u'^— 
et par analogie 

!rz-ij."r + v"xy = ^(pp'-^- pp" + p'p")u"*-j^di-. 


De sorte que l’équation ci-dessus deviendra 


(S) 


» V 4 pp’ -+- pp" +p'p" ) •S' 

R 


v 4 


[pp' +pp'' -hp' p") a"' 

A 


— =::az—hy’-\-cx. 


Ainsi on aura trois équations (Q), (R) et (S), à l’aide desquelles on 
pourra déterminer facilement les valeurs de oc, y, z, dès qu’on connaîtra 
celles de r, r' et r". 

On peut trouver de semblables formules pour la détermination de x', 
y, z'-, et même, sans faire un nouveau calcul, il suffira de cbanger dans 
les précédentes B en C et C en B, d’accentuer les lettres qui n’ont point 
d’accent et d’effacer l’accent de celles qui en ont un, sans toucher à 
celles qui ont deux accents. Il faut seulement observer que la quantité dp 
ne change point de valeur, mais seulement de signe, lorsqu’on change 
entre elles les masses A, B, C et les lettres accentuées, ce qui se voit 
clairement par l’équation (H) de l’Article V. 


XIV. 


Supposons, pour abréger. 


_ n W" 'F 

~ C B A 


y_. ^ ypp'^pp'' + p'p'')u'^-î' 
2B 


^i{pp' + pp''-\-p'p")u"^-l" 
2A ’ 
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et l’on aura ces trois équations 


-h -h z*=- r^, 
az — by •+■ ex — Z,, 

a {ydx — xdy) + b{zdx — xdz) -h c{zdy — ydz) = 'ïdt. 


Corinne les constantes a, h, c sont arbiti*aires (Article II) et ne dé- 
pendent que de la position du plan de projection des orbites des Corps B 
et C autour du Corps A, il est facile de voir qu’on peut prendi'e ce plan 
de inaniëi’e que l’on ait h = o et c = o; car pour cela il suffira qu’on ail 
i = oet<? = o au commencement du mouvement, c’est-à-dire, lor sque 
t = O. 

Supposant donc b = o et c = o, on aura 


az — Z, n(ydx — xdy) = Tdl; 


donc 


Z = 


Z 

a 


et, à cause de a?* -+- -i- 2^ = on aura 


x^ ■+■ y^ = r’ • 




donc 


ydx — xdy' a'ïdt 

y^ o’ 1'^ — Z* ’ 


de sorte qu’en faisant 


on aura 


d(f = 


aldt 
flV’ — Z’’ 


Z 

X 


= tangç, 


Z 


— J 

a 





Z» 




sin9> 



et de là 
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XV. 

Mais si l’on ne veut pas s’astreindre à la supposition de b=o et c=o, 
ce qui oblige de prendre le plan de projection d’une manière détermi- 
née, voici comment on pourra déterminer les quantités a?, z avec 
toute la généralité possible. 

Soient 

Iz — mf -h nx — X, TiZ — [JLX + vx — Y, 

l, m, n, X, fx, V étant des coefficients indéterminés, et X, Y deux nou- 
velles variables; on aura 

Y (l\ — = (/?2 V — /I p) ( J dx — X dj) [n \ — h) [zdx — x dz) 4- {/p. — m')) [z dy dz) ; 


donc, faisant 

mv — n(x = ha, n}^ — lv = kby l[>. — ml = kc, 
on aura l’équation (Article XIV) 

YdX-XdY = k'ïdt. 

Supposons maintenant que l’on ait 

/(X’-4- Y’) -+- g-Z* = ir’ -f- j’-f- 

substituant les valeurs de X, Y et Z en x, y et z, et comparant ensuite 
les termes qui contiennent les mêmes puissances de x, y et z, on aura 
ces six équations 

/(/’ -I- X’) -(-ga’=i, /(/m - 4 - Xjtx) -t-gaé = O, 

/(/n’-4-/x’) I, f{ln + kv) + gac =: O, 

/(n* -f- v’) -f-g’c’=i, /(/n/i4- fxv) -t- g6c = o, 

lesquelles, étant combinées avec les trois précédentes, serviront à dé- 
terminer les neuf inconnues l, m, n, X, jx, v,/, g, k. 
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XVI. 


Cela fait, on aura donc, à cause de a?’ -hy* 4- z*= r®, l’équation 

/(X‘ + Y«)-f-g'Z’=r‘, 


d’où 

donc 


/(X» + Y») = r«-g^Z=; 
YdX-XdY _ f/rTdi 

X» + Y’ -r^-gZ‘‘ 


Donc, si l’on fait 


d(f : 


fhYdt 


on aura 



X = 



C0SŸ‘ 


Ainsi l’on connaîtra les trois quantités X, Y, Z, à l’aide desquelles on 
pourra déterminer a;, /, z. 

Pour cela, on prendra les trois équations 

Iz — my nx = X, "kz — iiy -{-vx = Y, az — by+cx = Z, 


et on les ajoutera ensemble après les avoir multipliées respectivement : 
I® par//,/X, ga; 2 ° par/m,/|x, gh; 3° par//i,/v, gc\ on aura sur-le- 
champ, en vertu des équations de l’Article précédent, 


z=f{lX-{-kY)-{-gaZ, y=—f{niX-hiiY) — gbZ, x=f{nX + vY) + gcZ, 


XVII. 

Maintenant, comme on a supposé 

a?’ +y^ -4- z^ =f (X’ -t- Y’) -4- gZ’, 

on aura, en substituant les valeurs de x,y, z qu’on vient de trouver, et 
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comparant les termes homogènes, 

/(/’-+- m’-t- n’) = I, Il + miJL-i- nv = O, 

/(>’ + fx’ -f- v’) = « . la mh ne ~ o, 

§•(0’ 6’ -+■ c’) — I, la+ ixb + vc = O, 

et ces équations devront être identiques avec les six qu’on a trouvées ci- 
dessus (Article XV), et pourront par conséquent être employées à la 

place de celles-là pour la détermination des inconnues l,m 

Or, comme il faut satisfaire en même temps à ces trois autres équa- 
tions (Article XV) 

nt'j — nu. = ha, ni — Iv — hb, Ifi — ml — kc, 

je remarque (jue, si l’on ajoute ensemble ces dernières équations après 
b^s avoir multipliées respectivement : par /, m, n; 2" par [x, v, on 
aura ces deux-ci 

/(• ( /a -+- /né -f- ne ) — o, k [la -h ub + vc) o, 

l(!S(|uelles s’accordent avec la cinquième et la sixième des précédentes; 
ainsi l’on peut déjà réduire à une seule les trois équations dont il s’agit, 
et l’on y satisfera par la détermination de l’inconnue &. Or, si l’on ajoute 
ensemble les carrés de ces équations, on aura 

li'H a‘ c^) — {mv — n^iy (ni — hy -‘r [lij. — nilf 

— ■+■ «’) (X’ -h w’-i- V') — (Il -+- nifx -t- nv)’ ~ ÿ.-- 

en vertu des six équations ci-dessus; de sorte qu’on aura 


Donc il n’y aura plus qu’à satisfaire aux six équations trouvées plus 
haut : c’est ce qu’on pourra exécuter de plusieurs manières à cause qu’il 
y a plus d’indéterminées que d’équations. 



DES TROIS CORPS. 


257 


On aura d’abord 


flî Jî 4- c’ ’ 


ensuite, si l’on chasse X des deux équations 


/X + m;ji 4- nV = o, ïa + fj.b + vc=^ o, 


on aura 


{am — bl) fj. -+- (an — cl)v = o, 


et, chassant [x, on aura de même 


(bi — am) X 4- (bn — cm) v = o, 


d’où je conclus qu’on aura 

}. = (cm — bn)d, {j. — {an—-cl)à, v — (bl~am b, 

à étant une inconnue qu’on déterminera par l’équation 


/(X’ + /:4’4-v«) = i, 


laquelle donnera 


fè^[(cm — bn)^ 4- (an — cl)' 4- (bl — am)’] = i; 


mais ou a 


(cm — bn)'+ (an — c/)’4- (bl — am)‘‘= (a'‘-i-b'-^c')(l'-^ m'-hn')—{al -hbm-hcn)'— jri 


à cause de 


a’ 4- 6’ 4- c’ — -> l' m' n' =- al bni cn = o 

g f 


par les équations ci-dessus ; donc on aura 


^ = 1 , 

g + b' -h c 
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et il no restera qu’à satisfaire à ces deux équations 

/(/’ + m’ + n’) — ï, la + mb -h ne = O. 

Supposons, pour plus de simplicité, 

a = hcosa, b = hsin et cos e, c = Asin« sine; 

on aura 

de sorte que 

h + 6’ + cS 

et la seconde des deux équations précédentes deviendra 
l cosa 4- sina(m cose + n sine) = o; 

soit donc 

/ = sin«sin>j, 

et l’on aura, en faisant pour plus de simplicité / = i, 

sin*« sin’vî -f- m’ -*-«*=: i , cosasinvj -f- mcose 4- n sine = o. 

Donc 

/ncose 4- «sine = — cosa sinvj; 

donc 

4- n’ — (m cos e 4- n sin e)’ = (m sin e — « cos e)’ 

= I — 3in*« sin’rj — cos*« sin'y)= i — sin^y; =4= cos^/j ; 


et, tirant la racine carrée, 

m sine — n cose = cosrj ; 

de sorte qu’on aura 

m = sin e cosvj — cosa cose sin», 

« = — cosecos» — cos a sine sin»; 


et de là on trouvera les valeurs de X, pi, v par les formules précédentes. 
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On aura de cette manière 

/ — sinasinri, 

m = sinecosï) — cosacos6sin/î, 
n = — cose cosvj — cosa sinesinn, 

X = sin a cosï), 

/x = — sine sinyj — cosa cose cosrj, 

V = cose sinv) — cosa sine cos rj. 

Si l’on substitue ces valeurs dans les expressions de x, yei z de l’Ar- 

ticle XVI, il est facile de voir que les quantités X, Y et ^ ne sont autre 

chose que les coordonnées rectangles de la même courbe, qui est repré- 
sentée par les coordonnées x,y, z, mais rapportée à un autre plan de pro- 
jection, dont la position dépend des angles a, £ et rt. En effet, si Ton consi- 
dère les deux plans des coordonnéesa?, y, et des coordonnées X, Y, l’angle « 
sera celui de l’inclinaison de ces deux plans, l’angle ïj sera celui que la 
ligne d’interjection de ces plans fait avec l’axe des abscisses x, et l’angle s 
sera celui que l’axe des abscisses X comprend avec la même ligne d’in- 

tersection. Or, comme l’expression des coordonnées X, Y et ^ est plus 

simple que celle des coordonnées x,y, z, il est clair que le plan de pro- 

Z 

jection auquel appartiennent les coordonnées X, Y et ^ est plus propre 

que tout autre plan pour y rapporter les mouvements des trois Corps, ou 
plutôt le mouvement relatif de deux de ces Corps autour du troisième. 

On voit donc que la position du plan de projection n’est point du tout 
indifférente, et que, parmi tous les plans possibles qu’on peut faire passer 
par le Corps A, il y en a un qui doit être choisi de préférence, parce que 
les mouvemeuts des Corps B et C autour de A sont par rapport à ce plan 
les plus simples qu’il est possible. 

Cette remarque, qui me paraît de quelque importance dans le Pro- 
blème des trois Corps, n’avait pas encore été faite, parce que personne, 
que je sache, n’avait jusqu’à présent envisagé ce Problème d’une ma- 
nière aussi générale que nous venons de le faire. 


33 . 
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xvni. 


Nous prendrons donc, k la place des coordonnées x,y^ z, celles-ci X, 
Y, JJ» pourreprésenter le mouvement du Corps B autour de A; et comme 

l’on a, à cause de A = “ (Article XV), 

\lg 

x> Y’ 4 - X* + J’ -4- «* = r*, 

Y \/r^ - (I) sln9, X = y/r’ - j cos(p, 

il est clair que y sera l’angle décrit par le Corps B autour de A dans le 
plan de projection, c’est-à-dire, la longitude du Corps B dans ce même 

plan; et que j,- sera le sinus de la latitude. Ainsi on aura (Article XVI), 
à cause de/= r , 

\Ja} 4- 4- c’ Â 

Pour le Ojrps B : 

Rayon recteur de l’orbito r, 

Longitude 

Sinus de la latitude 

Pour le Corps C : 



Rayon recteur de l’orbite. : 
Longitude 

Sinus de la latitude 



Les valeurs de T et de Z sont données par les formules de l’Article XIV, 
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et pour avoir celles de T' et Z' il n’y aura qu’à changer dans celles-là 
l’accent zéro en ' et ' en zéro, et ensuite B en C et C en B. 

Quant à la quantité 4, c’est une constante arbitraire qui dépend du 
mouvement initial des Corps; mais il faudra la prendre telle, qu’elle 
s’accorde avec l’équation (P) de l’Article XI, dans laquelle le second 
membre est 

fl’ -f- 6’ -f- c’ = é’ ; 

de sorte qu’il n’y aura qu’à prendre pour h la racine carrée de la valeur 
du premier membre de cette équation lorscpi’on y fait / = o. 


XIX. 


Les formules que nous venons de trouver servent à déterminer les 
orbites des Corps B et C autour du Corps A par rapport à un plan lixe 
passant par ce même Corps; mais il faut voir encore comment on peut 
déterminer, par leur moyen, la position mutuelle de ces orbites. Pour 
cela, nous commencerons par remarquer que si l’on considère le triangle 
formé à chaque instant par les trois Corps A, B, C, et dont les trois côtés 
sont r, r' et r", et qu’on nomme Ç, Ç', Ç" les trois angles opposés à ces 
côtés, on aura, comme on le sait, par la Géométrie élémentaire. 


(’OS i 


/•'’ 4- /•' - — /•- 


COS c 

cnsi;". 

Or on a (Article VIII) 


r'r" 
— r'’ p' 


9.rr 


rr 


r" * _ P 
?.rr' rr' 


donc 


p''—.xx' 4- r/'4- ZZ'\ 


,,,, xx' 4- ry' +■ zz' 

cos C ■ : 

rr 


Ç" étant l’angle formé au centre du Corps A par les rayons recteurs r et r' 
des deux autres corps B et C. 
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Qu’on imagine maintenant deux plans passant, l’un par le Corps A 
et par les deux points infiniment proches dans lesquels s’est trouvé le 
Corps B au commencement et à la tin du temps infiniment petit dt, et 
l’autre par le même Corps A, et par les deux points infiniment proches 
où le Corps C était au commencement et h la tin du même temps dt\ ces 
deux plans seront ceux des orbites des Corps B et C autour de A, et ils se 
couperont nécessairement dans une ligne droite passant par le Corps A, 
laquelle sera donc la ligne des nœuds des deux orbites. 

Soit U l’inclinaison de ces deux plans l’un a l’autre, | la distance du 
Corps B à l’intersection des deux plans ou à la ligne des nœuds, c’est-à- 
dire, l’angle compris entre le rayon r et la ligne des nœuds, et la distance 
du Corps C à la même ligne des nœuds, c’est-à-dire, l’angle formé par le 
rayon r' et la ligne des nœuds ; si l’on imagine une sphère décrite autour 
de A comme centre, et que par les points où les deux rayons r, r' et la 
ligne des nœuds traversent la surface de cette sphère, dont nous suppo- 
serons le rayon égal à i, on mène des arcs de grands cercles, on aura 
un triangle sphérique dont les trois côtés seront et Ç", et dont 
l’angle oppose au côté Ç"sera w; de sorte qu’on aura, par les formules 
connues, 

cos Ç" = cos I cos X -+- sin H sin X cos o> ; 

donc 

y ... . ... y, xx' -t- rr' -+- ZZ' 

cos£Cos£'-)-sin£sint coso) = 

Supposons maintenant que pendant le temps dt le Corps B décrive au- 
tour de A l’angle infiniment petit cfô, et que le Corps C décrive l’angle </5', 
il est clair que, tandis que les lignes z, r croissent de leurs diffé- 
rentielles dx, dy, dzy dr, l’angle | croîtra de d^, et l’angle » demeurera 
le même, parce qu’on suppose que la position des plans des orbites des 
Corps B et C est la même au commencement et à la fin de l’instant dt‘, de 
même, en faisant croître les lignes x',y, z\ r' de leurs différentielles <£r', 
dy', dz', dr’, il n’y aura que l’angle X qui variera en croissant de Or, 
comme l’équation précédente doit être identique et indépendante de la 
loi des mouvements des Corps B et C, il est clair qu’on pourra y faire va^ 
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rier les quantités a?, z, r et § qui appartiennent au Corps B indépen- 
damment des quantités z\ r' et 21 qui appartiennent au Corps C, 
et vice versâ celles-ci indépendamment de celles-là; d’où il suit qu’en 
faisant varier d’abord a?, z, r et ensuite y, z\ r' et enfin les 
unes et les autres en même temps, on tirera de l’équation dont il s’agit 
les trois suivantes 


(-staScosp+TOs?sinrcos»)<(8 =- , 


(— cos^sin^'-i-3inÇcos^'cosw)rf0‘ 


{jcx'+yy+zz')dr' xdx'+ydy+zdz' 




n 


rr 


(sin $ sin -f- cos I cos cos w ) dQ dO' 

( xx' 4- jy 4- zz' ) dr dr' (x* dx y dy 4- z' dz ) dr' 


r^r 


rr' 


[xdx' -\-ydy 4- zdz^)dr dxdx' 4- dydy* dzdz* 


r*r 


rr 


Donc, si l’on fait dans toutes ces équations les substitutions de l’Ar- 
ticle VIII, on aura ces quatre-ci 

p'' 

cos \ cos^' 4- sin ^ sin cos ^ , 

.y y, y . y, p" <lr 4- r f/V 

— sin 4 cos ^ 4- cos $ sin 4 ' cos w = — ■ — ’ 


cosÇ sin^' 4- sin^ cos^' cosot — ~ 


p"dr'-h r'dV' 
rr'^dO ’ 


. y . y, y y, — fit V . / V/l V ' . C' ^ 1 ‘ 4* /T V " ^ ' 

Sin i Sin -t- cos^ cos l ' cosw = f-— r^r'-^déM ' 


Or il est facile de concevoir que le carré du petit espace que parcourt 
le*Corps B dans le temps dt est exprimé également par dx^ dy"^ + dz^ 
et par r* cfô* 4 - rfr*, de sorte qu’on aura 

rdd = \/dx* -+- dy* -h dz^ — dr^ 

et par conséquent (Articles VIII et XI) 

J* J u?dV — dr’ dt Æ 

a9 = = — -r— 5 



m 

et de inêine 


ESSAI SUR LE PROBLÈME 


JO' — ~ — d^s/^' 

r' r'* 

Ainsi les seconds membres des quatre équations précédentes seront 
tous donnés, dès qu’on connaîtra r, r' et r" en t (Article cité); de sorte 
qu’on aura quatre équations entre les trois inconnues et w, par les- 
quelles on pourra non-seulement déterminer ces trois inconnues, mais 
encore avoir une équation entre les quantités r, r', r", u, u',..., et cette 
équation sera la même que celle qu’on a déjà trouvée plus haut (Ar- 
ticle X) par une voie bien différente. 


XX. 


.Supposons, pour abréger, que les équations précédentes soient repré- 
sentées ainsi 

ros^cos|'-f- sinÇ sin^'cosw == X, 
sin^ cos — cos ^ sinS'cosr,) -= u, 
cos ^ sin r — sin ^ cos cos (>) = v, 
sin2 sin ^'-+- cos H cos cos w — nr, 


en faisant 

X 




p" dr -h rdV 
r^r'dS ’ 


p"dr'-hr'd\' 

rr''^dO' 


— p"drdr'+ dV,rdr'-i-dV'.r'dr — rr'v"dt\ 
_ “ " r^r'^dOde' ' ’ 


il est facile de réduire ces quatre équations à ces deux-ci 

cos( $ d“ ) (i qr COSM i — X± bj, 
sin (Ç±:^')(iq:cosw) =|:;i±v, 

lesquelles, à cause de l’ambiguïté des signes, équivalent réellement à 
quatre équations. Élevant ces deux équations au carré, et ensuite les 
ajoutant ensemble, on a 
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d’où, à cause de l’ambiguïté des signes, on tire 

— COSO) ===: Xcj -f- JUtV, IH- COS*&) == -4- -f- ; 

de sorte qu’éliminant cosw on aura 

I rf- (XgT H- UVy= X* -4- jUl’ 4“ 55*. 

Si l’on substitue dans cette équation les valeurs de X, ix, v, vs, comme 
aussi celles de cl$ et de dô', on aura une équation qui sera la même que 
l’équation (N) de l’Article X; ce qui peut servir à confirmer la bonté de 
nos calculs. 

L’équation 

— cosw — 

donnera 

p\"(lP-d\dy' 'F" 

“ ■^îîîfp’ 

ce qui fera connaître l’inclinaison w des deux orbites. 

Connaissant «, on connaîtra aisément ? et car, en multipliant les 
deux équations 

COS(^ -4- ^') (l — cosw) =r X + CT, 
cos ( ^ — ^' ) ( I -1- cosw ) == X — CT 

l’une par l’autre, on aura celle-ci 

j(cos2Ç -I- cos25')sin’w X’ — cr*; 

et de même les deux autres équations 

sin(^ -1- $') (i — cosw) = |üi -4- V, sin(^ — (i -+- cosw) — u — v, 


étant multipliées ensemble, donneront 

— 7(C0S2$ — C 0 S 2 $') sin’w — fX’— v\ 

d’où l’on tire 


C0S2^ = 




C0S2$' = 


©’ -4- fx^ — v’ 


VI. 


34 



266 


ESSAI SUR LE PROBLÈME 


ou bien, en mettant à la place de sa valeur 

1 -4- cos* 6) — X* — fX* — V*, 

tirée de l'équation trouvée ci-dessus, on aura, à cause de cos“ci)= i — sin*w, 


2(X*-f-V* — l) w 2(X*-4- fX* — l) 

COS P. t — - I -f- - — -1 COS2fc=l-l ^ — - 5 

cin 3/.\ ^ ttin ^ r.v 

(roil Ton tire 


sin’w 


sin'03 


sinH 


sj\ — X* — U 


sino) 


\ sinÇ'= 

^ sino) 


c’est-à-dire, en substituant les valeurs de X, fx, v, et faisant attention 
(jue = u^dl^ — dr^ et r'^d$'^ = u''^dt^ — rfr'*. 


sin2 = 
sin^'=: 


— />"*) w'V/t* — r*(r'(/r')*-t- %p" [r'dr') d \' — r'’d\'‘ 

rr'* sln &j dd' 

— p'"') uUlt^ — r'^irdry-h ip" [rdr) dV — r^dŸ^ 

r'r^slnwdô ’ . 


ou bien (Article Xlll) 

V 4 (pp' , 

2r^n'sin« 

sin r - . 

pr'y/Hsino) 


XXI. 

si l’on veut que les trois Corps se meuvent dans un même plan, on 
aura alors ui — o, et par conséquent cosco = i et sinw = o; donc 

1 — 4 (/>/)' 4- pf 4- p'p" ) u\ 2' “ 4(pp' 4- pp" 4- p'p") u'\ 
et par analogie 

1" - 4 4- pp" 4- p'p" ) U”\ 

De sorte que les quantités Z et Z' (Article XIV) seront nulles, et par 
conséquent les mouvements des trois Corps s’exécuteront dans le même 
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plan que nous avons pris pour le plan de projection (Article XVlll j. Or, 
si l’on substitue les valeurs do «*, m'*, m"* tirées des équations précé- 
dentes dans l’équation (P) de l’Article XI, on aura une équation en r, r', 

^ P®* laquelle on pourra déterminer cette dernière 


quantité ^5 substituant ensuite la valeur de ^ dans celles de 1, 1', 


on aura les valeurs de u^, u''^, a"* exprimées en r, r', r" et 

seulement; ainsi, mettant ces valeurs de u^, u'^, dans les é(|ua- 
tions (F) de l’Article III, on aura enfin trois équations en r, r', r" et t, 
lesquelles seront simplement différentielles du second ordre, au lieu que 
les équations générales (K) de l’Article V montent au quatrième ordre, 
lorsqu’on les délivre des signes d’intégration. 

Au reste je crois que, dans le cas même dont il s’agit, ces dernières 
équations seront toujours préférables, parce qu’elles ont l’avantage sin- 
gulier de ne renfermer aucun radical, ce qui n’aurait point lieu dans les 
équations où l’on emploierait les valeurs de u, déterminées par 

les équations ci-dessus, valeurs qui renfermeraient nécessairement des 
radicaux carrés. 


RÉCAPITULATION. 

XXII. 

Pour résumer ce qui vient d’étre démontré dans ce-Chapitre, soient 
nommées : A, B, C les masses des trois Corps; r, r', r" les distances entre 
les Corps A et B, A et C, B et C; et supposant, pour abréger, 

r'» r"^ —r‘ , r’ -f- r"^ — r'‘ „ r ' -4- r'* — r"^ 

U ~ » P — , p' - , 

^ 2 2 2 

II , I I „ I I 

*7 — pia ^ pS pf'a' 9 pli 'pi — V ?» 

34. 
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on aura, on prenant l’élément du temps dt pour constant, 
(H) ^ + Cpçf-B/)Y-ApV-o; 


(I) 


(K) 


(IQ =: q’ dp' — q"dp"— q dp, 
</Q'— qdp q"dp"-h q'dp, 
dQ"= — qdp—q' dp' 4- q"dp ; 



A 4- B -4- c 

2 Je 

r 


A 4- B 4- C 

•?.dP 

r' 


A 4- B 4- C 

9. dp 

/•" 


— CAp'q' — pY' + Q) 

— ^(pq + p"q" + O' ) = O, 
—K(—pq — p' q' + Q" — O. 


Ces équations serviront à déterminer les valeurs des distances r, r' , r" 
en t\ après quoi on pourra trouver directement et sans aucune inté- 
gration les valeurs de tous les autres éléments, d’où dépend la détermi- 
nation des orbites des Corps B et C autour du Corps A. 

Kn elTet, si l’on nomme 

(B, /A, 

In vitesse du Corps | C, autour do j A, 

( C, ( B, 


on aura d’abord 


(J) 

Si l’on nomme ensuite 

(JJ l’angle parcouru par le Corps B autour de A dans un plan supposé 
fixe et passant par A, c’est-à-dire, la longitude de B, 
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l’angle de la latitude de B par rapport à ce même plan, 
f' la longitude de C, 
sa latitude, 


et qu’on fasse, pour abréger, 


P =pp'+ pp>'+ p'p"— /-î /•'» _ — i (2 r’ r'^ ■+■ 2 r‘ r"' 2 r"‘ r"> — r* — r'* — /•"*} 

— - r' + r") (r + r' — r") (r - r' + r") (r - r' — r"), 







n = /•’«’ 



3 

9 



en supposant 


tt'J + u "3 _ «3 ,<3 4- «"3 _ n'I 

V = 3 t' = 3 


on aura sur-lc-cliamp 


jv/4P«'--2'+ 

= a? ’ 


„ «“ + «'* — m"’ 

, 


n ^ ^ 

rfy _ c A B 

rf/ ~ A/’’C0S’4' ' 
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Pi 


sin4'' = 


i v'4P«’-^+ J v'4P«"’-^" 

2hr' 


W W 

É3L— â C 

dt ~ Ar''cos*4'' 


11 faut remarquer que ces formules renferment deux constantes qui 
ne sont pas arbitraires, mais qui doivent être déterminées par des équa- 
tions particulières; ce sont : l’une la constante A, et l’autre la constante 

qui peut être ajoutée à la valeur de ^ déduite de l’équation (H) par la 
voie de l’intégration. 

Voici donc les équations qui serviront à déterminer ces constantes 


(Nj ;6PÜ-4(2t'-f-2'e'-+-2"e") 
en supposant 


/ dp dp' -h dp dp"-\- dp' dp" dp'‘\ ‘ 

^ __ J 


ti = u‘u''‘ — v"''‘ -- -hzu^u"^ -4- 2 U* — II" — II"*) 


et 

(P) 


n 

C' 


W W ( 'F W 

F ^ Hâb ÂT; 



= hK 


On pourrait, si l’on voulait, employer ces équations à la place de 
deux quelconques des équations (K); mais, comme elles sont assez com- 
pliquées, il vaudra mieux ne s’en servir que dans la détermination des 
constantes dont il s’agit; et pour cela il est clair qu’on y pourra sup- 
poser partout t = o. 

Or si, pour plus de simplicité, on suppose que, lorsque t = o, on ait 

~ = O, ^ = O, et que de plus les rayons r, r' coïncident, en sorte que 

l’angle Ç" compris entre ces rayons (Article XIX) soit nul, ce qui est 
toujours permis lorsque cet angle est variable, on aura, à cause de 
r"- = /•* -I- r'* — 3 rr' cos Ç" (Article cité). 




dt 


o; 


dp dp' dp" 

zrr Oj -*7— ^ O, — T— O î 

dt ' dt ' dt 


donc 
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de sorte que l’équation (N) deviendra 


i6PÜ - 4(r>(/ 4- r"*v") 



= o; 


niais à cause de r"“= (r'—r)* on aura P=o; donc aussi ^ = o. Ainsi 


il faudra prendre la valeur de en sorte qu’elle devienne nulle lorsque 


< = o(*). 

L’équation (P) se simplifiera aussi beaucoup par les mêmes supposi- 
tions, et elle deviendra 


(P') 


/»> = 


O 


r'’u'^ / pi' 


p'v' 

mT 


-+• 


p''v" \ 

“bîT ) 


9 


où il faudra prendre pour r, r', r", u, u', u" les valeurs qui répondeiil 

à / = O. 

Quant aux constantes qui pourront entrer dans les valeurs de Q, Q' 
et Q", elles seront entièrement arbitraires et ne dépendront que <les 
valeurs initiales de u, u', u'\ qui sont à volonté. 

Enfin, si l’on nomme encore 

dO l’angle élémentaire décrit par le Corps B autour du Corps A dans 
l’instant dt, 

dO' l’angle correspondant décrit par le corps C autour de A, 
w l’inclinaison mutuelle des orbites des Corps B et C autour de A, 

4 la distance du Corps B au nœud de ces deux orbites, 

4' la distance du Corps C au même nœud. 


on aura 

dt ~ r» ’ dt ~ r'‘ ’ 


COSO) = 


XJ/*// 

VÏÏF’ 


arsino) v/II' ar'sinojv/H 


(*) Il faut remarquer que, dans le cas dont il s’agit ici, l’équation (N) est encore satisfaite 
si l’on prend 


(Note de l* Éditeur.) 
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CHAPITRE II. 

SOLUTION DU PHOBLàMB DES TBOIS CORPS DANS DIFFÉRENTS CAS. 

XXIII. 

Nous allons examiner dans ce Chapitre quelques cas particuliers, où 
le Problème des trois Corps se simplifie beaucoup et admet une solution 
exacte ou presque exacte; quoique ces cas n’aient pas lieu dans le Sys- 
tème du monde, nous croyons cependant qu’ils méritent l’attention des 
Céomètres, parce qu’il en peut résulter des lumières pour la solution 
générale du Problème des trois Corps. 

XXIV. 

Le premier cas qui se présente est celui où les trois distances r, r', r" 
seraient constantes, en sorte que le triangle formé par ces Corps demeu- 
rât toujours le meme et ne fit que changer de position. 

On aura dans ce cas 


dr — O, dr' = o, <//•" ~ o, 
et par conséquent aussi 

dp — o, dp’ — o, dp" — o ; 


donc les trois équations (K) deviendront 

+ +C(pY-pV+ Q) =o, 

+ h{pq -\-p"q" + Q') = o, 

-f-A(-7>g-/)Y+Q") = o; 


d’où l’on voit que les quantités Q, Q', Q" seront pareillement con- 
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stantes, en sorte qn’on aura 

dQ — O, dQ' = O, dQ" = o, 

moyennant quoi les équations (I) se réduiront à celles-ci 

qdp — o, q'dp = o, q"dp — o, 

lesquelles donneront ou ç = o, q'— o, q"= o, ou dp = o. Examinons 
séparément ces deux cas. 


Soit d’abord 
donc 


XXV. 

q o, q' — o, q" — o ; 


r — r 


de sorte que le triangle formé par les trois Corps sera équilatère; les 
équations (a) donneront donc 

CQ = BQ' = AQ" = - ——— , 


et, ces valeurs étant substituées dans les formules (J), on aura 

A + B-)-C 


Maintenant on aura 


donc 


1} — — ■ - __ J ^ • 

— r— K — 2 — "" 5. ’ 


3r‘ 

ü_-^, 


P 

de plus l’équation (H) donnera ^ = o, par conséquent 


^ - 
dt ~ 


«> 


a étant une constante arbitraire qui doit satisfaire à l’équation (N). 
Or on trouve 

2 = 2' = 2"= r*«’; 

VI. 35 
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de sorte que l’équation dont nous parlons deviendra 


<t’est.-à-dire, 


d’où 


gHtt' — 6r’«’a* + «* = o, 
(3r’«’ — <x'‘Y— O, 


a>=:3r^«>=: 3(A + B -4-C)r. 


Ainsi l’on aura satisfait à toutes les équations du Problème; de sorte 
(jU(! la valeur de r demeurera indéterminée; d’où il s’ensuit (jue le sys- 
tème des trois Corps peut se mouvoir de manière que les trois (;or|)s 
forment tcmjours un triangle quelconque équilatéral. 

Ayant trouvé 

P , .ï = .S' /•’ 3 r < u\ 

4 

on aura 

/iP«-- iüi O, O, 4P*é'’ — 2".-- o; 


donc. 


sin ij' - • O, sin vp' = o ; 


d’üii l’on voit (jin; les trois tlorps seront toujours né<‘essairement dans 
un même plan. 

On trouve ensuite 

II 11'=: II' — / ’M’, 




T pi’ -h 


a' r’w' 

T“T 






donc, à cause de il> =- o et '\i'= o, on aura 

f/cp _ dcp' / I I I \ m’ 

lü itr \ ' 

mais l’équation (P) donnera 

, / I I I 2 2 2 \ , , 

Ip ÂB ÂC BT; ) ’ 


ou bien 


I / * • * \ ‘ 7 , 
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ptir conséquent 
donc 


(hf H ^ /a -H B + C 

m ~ HT ■“ r “ V 7> 


Ainsi les Corps B et C ne feront que tourner autour du Corps A avec 
une vitesse angulaire constante et égale à 


XXVI. 


examinons maintenant l’autre cas, où ^ = o sans que q, q' , q" soient 

nuis, et substituons d’abord dans les é<}uations (J) les valeurs de CQ, 
BQ' et AQ" tirées des équations (a) ci-dessus; on aura 


A-f-B-f-C /■./// //// 

— P q 


{b) 


U 


. A “4- B -f* (j ^ 

'J- ^ B{pq + p''q }, 


//., A -f- B “f~ ^ A / / / 

' ' - ■;j, k[—pq ~pq )', 


a ^ 


d’où l’on voit que les vitesses relatives des Corps seront aussi con- 
stantes, mais non pas égales entre elles comme dans le cas précédent. 

Or, puisqu’il faut que ^ =o, on aura donc aussi =o, et l’équa- 
tion (H) deviendra 

( c) Cpq -- Bp'q' — Ap"q" = O. 

Ensuite l’équation (N) deviendra (à cause de dr = o, dr' o, dr" - o, 
et dp — o, dp' — o, dp" = o, d(j — o) 

i6PÜ = o, 

savoir 

P — o, ou U o ; 

35 . 
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ainsi, en combinant Tune ou l’autre de ces équations avec l’équation 
précédente (c), on pourra, par leur moyen, déterminer deux quelcon- 
ques des trois indéterminées r, r', r", et le Problème sera résolu. 
Supposons d’abord P = o, on aura 

(r -f r' -f- r") {r + r' — r") (r — r' + r" ) (r — r ' — r") — o; 

donc, puisque r, r', r" sont supposées positives, on aura ces équations 

O, OU /• — r'+ ;-"=o, ou r— r'— r"=:(), 

d’où l’on tire 

r" = r 4- /•', OU /■' r -t- r", ou r ^ v" ; 

c’esf-à-dire, que l’une des trois distances doit être égale à la somme des 
deux autres, ce qui montre que les trois Corps doivent être toujours 
rangés dans une même ligne droite. 

Imaginons que les trois Corps A, B, C soient rangés de suite dans la 
même direction, en sorte que l’on ait 

r" = /•' — r, 

et, taisant pour plus de simplicité r'= mr, il n’y aura qu’à substituer 
dans l’équation (c) mr à la place de r', et [m — i)r à la place de r"; 
l’inconnue r s’en ira, et l’on aura une équation qui servira à détermi- 
ner m. On trouvera donc 


P r-. 


p' = 


P"~ 


<1 - 


q' = 


— i)’ — I 

;.i (m^ — m)r^, 


t 4- ( m — i )’ — w? 


(I — m)r\ 


i4-m’— (m — i’ 

: i ^ ;.2 — mr' 

fl I II 3/n’ — 3/n4-i 

I /n’ (/n — /n‘( 


;/n-i)» 


r » 1 » 

[ * (m — I)* r’ 


I II /n’ — 3 /n* 4- 3m I 


( m — I)* J r’ ( m — i)’ 

I \ I I — m’ I 

m* / r’ m’ /•’ ’ 


I 
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et, ces substitutions étant faites dans l’équation (c), elle deviendra, après 
avoir été multipliée par m’(m — i)*r, 

[d) C{— 3/n’ 4 - 3/n — i) 4 - B/n*i/n’— 3/n 4- 3) — A (/n — i)’(i — /n’) = o, 

laquelle étant ordonnée par rapport à m montera au cinquième degré, 
et aura par conséquent toujours une racine réelle. 

Il est bon de remarquer ici que, quoique nous ayons supposé r"= r — r, 
la solution n’en renfermera pas moins tous les cas possibles, à cause que 
les distances r, r', r", étant prises sur une même ligne droite, peuveui 
être positives ou négatives, suivant la différente position des Corps. 
Maintenant, à cause de 

dr = O, dr' — o, dr" — o, dp=z o, 

on aura 

1 = 0 , l'=o, l"=o; 

(le sorte que, comme on a déjà P = o, on aura 

sin(|/ = o, sin4i' = o, 

ce qui montre que les trois Corps doivent se mouvoir dans un plan fix(’. 

XXVIf. 

Supposons maintenant l’autre facteur U égal à zéro, on aura 

ü = e(''4- vv" 4- v'c''= «’«'* — v"’ = o. 

Or les équations {b) donnent 

^ - (A + B + o,” - £ 

d’oii, en multipliant par r*r'*, et mettant à la place de r* et r'* leurs 
valeurs p'-\-p" et // 4- p", on aura, à cause de q"—q — q\ 


r'^u* — r^u'' = {—Cq 4- — Ag")P + — ^p' q' — P^p" q")p"'. 
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Cpq-hp'q’ - kp''q''-o 

pnr l’équation (c); donc on aura simplement 

r'^u^ — r^u'^ ={ — Cq -¥■ 'Rq' — \q" )V, 

(•( l’on trouvera de même par analogie 

(C^ -t- ïiq'-- A q’'}\\ 
(Cq -H + Aq") B. 

d’oM il est facile de tirer 


— CqP, f,"u'^—r'h 




et par conséquent 


_ /' ** _ P “ ’ 


p"^(i‘u"‘ 4- //' P( 4- Cqu") 4- BC^^' P' 


et de là, à cause de P = r^r - 

U ^ — e"’ ^ [«’«'’ — p"{ iiq' ii‘ + Cqu'^) — Bi]qq' P ) 

- 

Mais les mêmes équations (b) donnent 


n- — Cqp" 


A 4- B C ' 


>.3 ,."3 


r’ / 




A 4-C B 




donc, en substituant ces valeurs aussi bien que celles de q et q\ on aura 
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OU bien 

O’oil l’on voit que ré<|uation U “ o ne peut donner que celle-ci P ~ o, 
l’autre facteur de U ne pouvant jamais devenir nul, à cause que les 
rayofis r, r', r" et le.s masses A, B, C sont des quantités positives. 


XXVIll. 


L’équation P = o étant donc la seule (|ui puisse satisfaire au cas que 
MOUS examinons, ce cas n’aura lieu, comme nous l’avons vu plus haut, 
que lorsque les trois Corps seront rangés dans une même ligne droite, 
et qu(‘ leurs distances seront dans le rapport exprimé par l’équation (r/;. 

Or nous avons déjà trouvé (jue les trois (üorps doivemt se mouvoir 
dans un plan fixe; de sorte que, connaissant la vitesse u du C.orps H au- 
tour de A, il n’y aura qu’à la diviser par r pour avoir la vitesse angu- 
laire dos Corps B et C; mais, si l’on veut faire usage des formules gé- 
nérales d(! l’Article XXII, on reinaiaïuera qu’à caiisi' de P=rf) on a 
(Article XXVII) 

If- _ n'^ u" 

~2 - -pr — pr,- 

mais les équations {h} donnent 


lÛ 

(T 



'Ï'I 

À 


— ( A B 4 C ! 



donc, substituant les valeurs précédentes de u'^ et et faisant, pour 
abi’éger, 

1 1 

V. fi A 


un aura 


— If zzz kr'\ — If ; 
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i> = kp, v' — kp', v"=kp". 

Ainsi on aura (Article XXII) 

n = kr\ n' = kr'*, n''.= kr"*, 
H'" — kp\ kp'^, kp"*; 

mais, à cause de P = o, on a 


<lonc 


* " * pi p^^i p^^ — * * 

T =r /; /-'v"’, 'F'=AtV"», ^''=kr^r'^; 


donc l’équation (P) deviendra 



ensuite, à cause de tj/ = o et t|/'= o, 

d(ù do' k I r'‘ r"‘ r"’\ ,y 

di~~dï~Ti \ c ¥ *^ t) “ 


XXIX. 

Nous avons supposé ci-dessus que les rayons r, r\ r" étaient constants, 
et nous avons vu que cela ne peut avoir lieu que dans deux cas, savoir : 
lorsque ces trois rayons sont égaux entre eux, et lorsque l’un d’eux est 
égal à la somme des deux autres. Supposons maintenant que ces trois 
rayons soient seulement dans un rapport constant entre eux, et voyons 
dans quel cas cette condition pourra avoir lieu. Soit donc 

r' = mr, r"—nr. 
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met n étant des quantités constantes, et Ton aura d’abord (Article XXII ) 


p = y.r\ p' = p'r\ p" = p" r\ 
ïïj , jn' „ Js" 


en faisant, pour abréger, 


m’ + n’ — I 

f/.= , P 


4 - rt’ — m’ „ 14 - m’ — « ' 

„ , = 


C 7 =:-^ — -^5 nj'=i ro"— -'-r — I — Cl' 

m’ n’ n’ /n’ 


Donc l’équation (H) deviendra 


ou bien, en faisant 


pour abréger. 


et intégrant 


</’p Cpicj — Bpi'©' — Api"®" _ 

A Cunj — Bju'cj' — A|ui"tü", 


O, 


dp 


O, 


r/p 


« étant une constante arbitraire égale à la valeur de ^ lorsque / 
Ensuite on aura 

dd =2(p'm' -ro 

dQ' = 2(pis +p.'W')~ +rB' (a-l I 

dQ"=2(~pm-p'uj’)^ +n}"(^a-\ 


VL 


36 


O. 
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donc, en intégrant, 


0 = - 
Q' = - 


r 

r 


”/(»->/?) 



dt 

7 * 


+ k', 


Q"= 


2(— jxtn— 




k, k' et k" étant des constantes arbitraires. 

# 

Faisant toutes ces substitutions dans les équations (K), et divisant 
ensuite la seconde par m* et la troisième par n^, elles deviendront 
celles-ci 


dHr-‘] 

A 4- B -h C ( I — /jl'gj' 4- m" ) 


:->//) 

dt 

- (;/. 

2 dp 

r 

r® 

d'‘{r-‘) 

2 dp 

A -f-C 4- B[i -(f^ro 4 -p.'V')m] 
m^r 

-S/l 

:->//) 

dt 

77 ■* 

B/.' 

OT’ 

d^{r^) 

B4-C4- A[i 4- (|:zcT 4 -fx'?!j')n] 


;->//) 

dt 

Kh" 

9 dt- 

n^r 

n\l ' 

T?*" 

rp 


lesquelles devront être identiques; de sorte (|u’on aura ces conditions à 
remplir : 


I 


A -4- B -f- C ( I — -f” Uj" ) 


A -f- C -h B[i — {[JLTD -f- 
B--hC-f-A[i 4- (f/Gj -f- w] 


9 /' 




OU bien a o et 


3 ^^ 



M! 


Ces deux dernières conditions peuvent toujours se remplir par le 
moyen des constantes indéterminées^, k' et k"', ainsi la difficulté ne con- 
siste qu’à satisfaire à celles des groupes i** et 2®. 

Or, si l’on fait, pour abréger, 

lî = fjtfx' -I- fxu" 4- ju'fx"= — -;(i -t- /n -+- »)(i 4- m — «)(i — m 4- «)(i — m — h), 
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on pourra réduire lès deux équations du groupe i” à celles-ci, par des 
transformations analogues à celles de l’Article XXVII, 

[e) (— C®-4-Bcj' — 'Abj")ô-i-/üi"X = o, (C© ■+• B®'— A®") ô — fx'X = o. 

Ainsi il n’y aura qu’à combiner ces deux équations avec celles du 
groupe a®, savoir 

P B®' A®" . 

l^ro = r- “ T-’ OU bien « = o et A = o; 

/n* n' 

ce qui fait deux cas que nous allons examiner séparément. 


XXX. 


Soit d’abord 


donc 


G 


® — — 


B®' 

In^ 


A®" 


® = 


/?i“C® 


et ®" 


n’G® 


mais on a f Article XXIX) 


donc 


savoir 


® — ®' — ®" r= O ; 


GJ I 


m‘C /i>G\ 

“F 







Or il est visible que la quantité ^ ^ + X saurait jamais de- 

venir nulle, à cause que les masses A, B, C sont des quantités positives; 
ainsi il faudra que l’on ait® = o, et par conséquent aussi ®'=o, ®"=o; 
or, dans ce cas, on aura X = o, et les deux équations (e) ci-dessus auront 
lieu d’elles-mêmes; de sorte que toutes les conditions se trouveront 
remplies, et le Problème des trois Corps sera résoluble exactement dans 
l’hypothèse de 


® = O, ®' =r O, ®" = O, 
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m 

ce qui donnera 
et par conséquent 



c’est-à-dire, les distances entre les Corps égales entre elles, comme dans 
le cas de l’Article XIV; mais avec cette différence, que dans le cas pré- 
senfelles peuvent être variables. 

Pour connaître le mouvement des Corps dans ce cas, on reprendra les 
équations différentielles de l’Article XXIX, lesquelles, en faisant 

f=Ck = Bk' = Ak", 


se réduisent à cette équation unique 


d^jr^) _ A + B + C 
2.dV r 


Multipliant par et intégrant ensuite, on aura 
V/(r»)P 


zdt 


?.(A-+-B-<-C)/’-/r’=H, 


H étant une constante arbitraire; et de là 


rdr 


y/n -(-2(A-t-B-l-C)r 


moyennant quoi on connaîtra t en r, et vice versâ, r en t. 
Maintenant, puisque »==o, w'=o, rs"—o, on aura 

Q = k, Q' = /f', Q" =r k" ; 


donc (Article XXII) 


2 ( A - 4 - B -f- C) 




De plus, ayant X = o, on aura 



DES TROIS CORPS. 


285 


et cette constante a devra être déterminée en sorte qu’elle satisfasse à 
l’équation (N); on peut donner pour cela k t telle valeur qu’on voudra ; 
mais, en ne faisant aucune supposition particulière, l’équation (N) devra 
être identique avec celle que nous avons trouvée ci-dessus pour la déter- 
mination de r, et leur comparaison donnera la valeur de a. 

En effet, à cause de r — r'— r", on aura 


donc 


F- 4 , 


et de même, à cause de u ~ u'= u", on aura 


U‘ 


dont 


ensuite 


U = 


T' 




j -t- r'^a^ 


et l’équation (N) deviendra 

'"“’l + (ï)'+ 


ou bien 


d’où l’on tire 


j^3 r’M 


, - , rdrY ,1* 

rfT 


3r 


-iw)' 


a'= O. 


Or on a déjà trotfvé 


j_ 2(A -4- B-f- C) _ 
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donc, substituant cette valeur et résolvant l’équation, il viendra 

rdr 


dt=z 


\/^ 




Comparant donc cette équatio.n avec la précédente, on aura 



et par conséquent 

d’où l’on voit que H doit être nécessairement une quantité négative. 
On aura ensuite 



donc l’équation (P) deviendra 



(X? ( 1 I l\'^ 

t(c B 

d’où l’on tire 

4 = -4 -f- g -4- i V 

v/3\C B \) 

Or, puisqu’on 

a déjà trouvé 


2 = 2'z.r 3r’ 

et que 


on aura 

2 — 2' = 2"=3r*«>; 
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d’ailleurs on a 

4P = 3rS ei 

U — u' = u" 

donc on aura 



4Pm* — 

-2 = 0, 4P«'’~ 

2' = o, 4 Pm' 

et par conséquent 

sin»]; — 0, 

sin4'= 0, 

c’est-à-dire, 

(j/ = 0 , 

4 ;'=o; 


(•« qui montre que les Corps B et C doivent se mouvoir dans un même 
plan fixe passant par le Corps A. 

Maintenant, si l’on substitue dans les expressions de ^ et les va- 
leurs de n, Tl', 'F', 'F" et de h trouvées ci-dessus, on aura 


</(p d<^' « 

dt ~ dt ~ rSy/3’ 

et par conséquent, en substituant la valeur ci-dessus de dt, 
, dr 


V-' 


/• W — iH- * r -t- 

Cf} 


qui est l’équation polaire d’une section conique rapportée au foyer, et 


e. 


dans laquelle ggj grand axe et le paramètre 

Ainsi les Corps B et C décriront dans ce cas autour du Corps A deux 
sections coniques semblables et égales, dont l’espèce et la forme dépen- 
dront des quantités arbitraires /et «, lesquelles pourront se déterminer 
par les équations 

dr 

en donnant à a, r et ^ les valeurs qui conviennent au premier instant. 
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XXXI. 


Reste à examiner le cas où a = oetX = o; or la supposition de X = o 
réduit d’abord les équations (c) à celles-ci 

(— G® 4- Bbt' — A®") ô = ô, (C® 4- B®' — A®") ô — O, 


lesquelles donnent ou 

(5 rzz O, 

ou l)ien 

Cgt - 4- Bd'— O, ei Cd 4“ Bd' — Ad'^^o, 


c’est-à-dire, 


Cd=:o ei Bd' — Ad" = <>. 


Or j’observe d’abord que ces deux dernières équations sont inutiles; 
car 011 aurait d’abord ® = o, ensuite, à cause de o" = ® — ®', on au- 
rait ®"= — ®'; de sorte que l’équation B®'— A®"=o deviendrait 
(B 4 -A)®'=o, ce qui donnerait ®'=o; on aurait donc ® = ®'=®"=o, 
ce qui rentre dans le cas que nous avons examiné ci-dessus. 

Il faut donc faire ^ — o, de sorte que la solution du Problème sera 
renfermée dans ces trois équations 

ô = O, X “ O, a = O. 


La première donnera (Article XXIX) 


donc 


ti4-m4-«)(i-l-m — n){i — m4-«)(i — m — n) = o; 
i±m±n = O, 


et par conséquent 


/• ±: r' 4; r" = o, 


c’est-à-dire, que l’une des trois distances r, r\ r" doit être égale à la 
somme des deux autres, et conséquemment que les trois Corps doivent 
être toujours rangés dans une même ligne droite. 

Ce cas est donc analogue à celui de l’Article XXVI, mais il est plus 
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général, en ce que les distances entre les Corps peuvent être variables, 
pourvu que leurs rapports soient constants. 

On déterminera ces rapports par l’équation X = o, et pour cela on 
pourra supposer, comme dans l’Article cité, que les trois Corps A, B, C 
soient disposés de suite dans une même ligne droite, en sorte que 
r"=r'— r, ce qui donnera n — on substituera donc cette valeur 

de n dans l’expression de X de l’Article XXIX, et l’on aura une équation ' 
en m qui sera la même que l’équation (d) de l’Article XXVI. Mais il 
faut voir encore si la condition de a = o peut avoir lieu; et comme la 
constante a doit être déterminée par l’équation (N), tout se réduit à 
savoir si cette équation peut subsister en y faisant u = o, c’est-à-dire, 

^ = O, à cause de ^ = a - ijj (Article XXIX) et de X = o. 

Or, en supposant ^ = o, et substituant pour r\ r" et p, p', p" buirs 
valeurs (Article cité), on aura 


P = { fZfi' -H -t- (J.' IJ." ) ;■*, 

1' = {[a' m* -h ixy."^ -h ix" ix^) ’ 

{ix''n* + ix'ij? -t- /x/x'») r’ j ’ 


dp dp' 4- dp dp" 4- dp' dp" 4- df>‘‘ 

dr 


— + + H-' y") 



mais, par la nature des quantités /a, fx', p", on a 

a' 4- fx" = I , fx 4- fx" = m', (ix 4 - fx' — n» ; 

de plus, on a, en vertu de l’équation d = o, 

pp' 4- pp" p'p"=o; 

donc on aura aussi 

p-hp' fx"‘ 4- p" p'* = O, p'm* 4- fXfx"> H- p" fx» = O, p"n* 4- p' p‘ 4- pp'‘ = o ; 

VI. 37 
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de sorte que toutes les quantités précédentes P, 2, . . . seront nuües, et 
eonséquemment l’équation (N) se trouvera vérifiée d’elle-même. 


XXXIl. 


Maintenant il est clair qu’a cause de a = o et X = o les trois équa- 
tions différentielles de l’Article XXIX se réduiront à celle-ci 





o, 


en iaisant, pour abréger, 


F — A -4- R -I- C ( I — fx'tsy' ■+■ fi'W' ), 


/=«=y; 


\/f" 

n} 


dette équation étant donc multipliée par d{r*), et ensuite intégrée, 
donnera 

rdr 
dt 

H étant une constante arbitraire; d’où l’on tire 


2Fr-//»:=H, 


dt rzz 


rdr 

V^H aFr-é/r’ 


moyennant quoi on déterminera t en r, et par conséquent r en t. 

De plus, si dans les équations (J) de l’Article XXII on substitue les 
valeurs de Q, Q', Q" de l’Article XXIX, on aura, en vertu des équations 
du groupe du même Article, 


2 F „ 


2WI’F 2«’'F - 

+ -4- «>/; 


donc 


V r_ 


2fxF 




afji'F 


+ l^'ft 




m'7- 
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De là on trouvera 


n=,Fr+/r.-(:*y=-H, 


H/«‘, 


*F = u‘ |^?.Fr+ y"/’’ — j J ~ ~ Hjy.“=: — Hm’/i-, 

•F' = - rrr - Hn^ 

- Hm', 


à cause de 


-f- flfj." + jx'fj." — O, 


et par conséquent 

f/.' — m^n‘‘, = w% fj."‘ — 


Donc, si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (P), elle deviendta 



d’où l’on voit que H doit être une quantité négative. 

Or, à cause de P = o et de 2 = o, 2'~ o, 2"— o, on aura 

sin 4i — O el siii vp' - o, 


ce qui montre que les deux Corps B et C doivent se mouvoir dans un 
même plan fixe passant par le Corps A, et l’on trouvera ensuite pour les 
angles de rotation 

d<f d<f' — H / I m’ «’\ _ sj— H 

dt ~~ dt ~~ hr^ \C B A / ~ r’ 

37. 
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Et, si Ton substitue la valeur de dt, trouvée ci-dessus, on aura 


: 


dr 


V- 


2F 

I H ^ r 


JL 

-H' ^ -H 


équation polaire d’une section conique, rapportée au foyer, dans la- 
quelle ^ sera le grand axe et — — le paramètre. 


XXXIll. 

Nous venons donc de voir que le Problème des trois Corps est réso- 
luble exactement, soit que les distances entre les trois Corps soient con- 
stantes, ou qu’elles gardent seulement entre elles des rapports constants, 
et cela dans deux cas, savoir : lorsque les trois distances sont égales entre 
elles, en sorte que les trois Corps forment toujours un triangle équilatère, 
et lorsque l’une des distances est égale à la somme ou à la différence des 
deux autres, en sorte que les trois Corps se trouvent toujours rangés en 
ligne droite. 

Or, si l’on suppose que les distances r, / ', r" soient variables, mais d(! 
manière que leurs valeurs ne s’écartent que très-peu de celles qu’elles 
devraient avoir pour que l’un des cas précédents eût lieu, il est clair que 
le Problème sera résoluble à très-peu près, et par les méthodes connues 
«l’approximation; mais nous n’entrerons pas ici dans ce détail, qui nous 
écarterait trop de notre objet principal. 

J’avoue, au reste, qu’on pourrait résoudre les Problèmes précédents 
d’une manière plus simple par les formules ordinaires du Problème des 
trois Corps entre les rayons vecteurs et les angles décrits par ces rayons, 
si l’on voulait se borner d’abord à l’hypothèse que les Corps se meuvent 
dans un même plan fixe; mais il ne serait pas aisé, ce me semble, d’en 
venir à bout par les mêmes formules, si l’on supposait, comme nous 
l’avons fait, que les Corps pussent sc mouvoir dans des plans différents. 
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CHAPITRE III. 


MODIFICATION DBS FORMULES DU CHAPITRE PREMIP.R, POUR LE CAS OÙ l’oN 
SUPPOSE QUE l’un DES TROIS CORPS SOIT ÉLOIGNÉ DES DEUX AUTRES. 


XXXIV. 


Le cas que nous allons examiner a lieu dans le Système du monde, par 
rapport à ces trois Planètes, le Soleil, la Terre et la Lune, dont les deux 
dernières sont beaucoup plus éloignées de la première qu’elles ne le sont 
l’une de l’autre; mais nous ne considérons ici le cas dont il s’agit que 
d'une manière générale, et seulement pour voir quelles modifications 
cette supposition doit apporter aux formules générales de l’Article XXIl. 

Supposons donc que le Corps C soit beaucoup plus éloigné des Corps A 
et R que ceux-ci ne le sont entre eux, en sorte que les quantités r' et r" 
soient fort grandes par rapport à la quantité r; pour cela nous prendrons 
une quantité i, que nous supposerons constante et très-petite, et nous 
ferons 

r — /• — — ? 

l l 


en sorte que R et R' soient des quantités finies et comparables à r. Or, si 
l’on nomme, comme dans l’Article XIX, Ç" l’angle formé an centre du 
Corps A par les rayons vecteurs r et r' des Corps B et C, on aura 


d’où 
ou bien 


cosr= 


r’ 


-f- >■'» - r"^ 
7 . r' r 


— f't _ -f.r'rcos'C' + r\ 
R'’ — R’ — I R r cos Ç" -+- 1’ . 


Donc, si l’on fait 


Z = rcos.Ç", 


on aura 


R'^ = R' 


2iRz -1- 1'/-’; 
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dom* 


De là on aura 




R» 




?L — 

i 


H- r\ 


I _ / 

7 *“ ÏÏ’ 

I i /*(2Rz — ir*) 3e*f2Rz — £>’)• 5i*(2Rz — 

. _ H __ I __ I (- 

__ I i‘z /‘(3z>— r>) /‘(5z*-3zr') 

“R’^R’"'’ aR' aH' 


I ^ 

r~^~W 

I t’ 3/‘(aRz — f5i*(3R2 — if*)* 35t*(aRz — 

9 W 8 ir ^ 

3/^z «HiSz* — 3/’’) /®{35z^ — i5zr^) 

R* R^ 2 R^ 2 R« 


Donc (Article XXII) 



P~ 


Rz 


+ c’, 


n 


P = 


Hz 

i 


3/‘z /*(i5z’— 3r’) j'{35z® — i5zr^) 

~g 5 2 R‘ 


P 3i*i J^i5z’~3r’) e‘(35z’ — iSzr’) 

^ ” r’ R* R* aR* ait* 



et de là 


P<1 


3i’z 

1 F 


a R' 


/*( 2 oz’ — lazr’) 

TR‘ 


Rz £ j’z j’(3z’— r’) i'(i5z*— gr’z) /M35z‘— 3ozV’+3/'‘) 

_ 4- - 4 . _ H _ 4 ^ 4 ^ „ 


/> ÿ 


Rz «’z 
R»' 


+ . 
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Or, comme pq est une quantité très-petite de l’ordre de i*, et que p'q', 
p''q" sont des quantités fort grandes de l’ordre de -r» il est clair qu'eu 

substituant les valéurs de ces quantités dans l’équation (H) les termes 
('.pq, ^p'q', kp"q" ne pourront être homogènes, à moins que la masse (1 

lie soit infiniment grande de. l’ordre ^ vis-à-vis des deux autres. 

Supposons donc C = et l’équation (H) de l’Article XXII deviendra, 
après les substitutions, 

^'P I 1 f (A -l-B) R ^D|, R D( 9 z’ — 3r^) tD(aoz* — lazc^) 

dt^ «L r* Tï^P'“7 2ÏÏ* âlV .-. = 0 ; 

d’où l’on voit que la quantité ^ est de l’ordre de j, de sorte que la 
quantité ^ sera aussi du même ordre. 

Donc, si l’on fait, pour abréger, 

/ /•N _1 (A+B)R 3Dq .fB _ 31){3z’ — /’) I .,rD(ioz’— (iz/'^j 1 

+ — F -J-- 

on aura 

rfp _ _ 17 
dt i ’ 

et il faudra prendre la valeur de n telle, qu’elle soit nulle lorsque / = o. 


XXXV. 


q dp ^- 
q'dp'-~ 


6/*zrfH J*[(i5z*— 3/’)(/H — 3z(/(Rz)] 

__ _ ^ ^ 

</(Rz) idr t’rf(Rz) <*[3zrf(Rz) — R</(r’)] 

«>’ TT R^ ' R* 

i*[(i5z’ — 3r’)rf(Rz) — 6Rzd(r*)] 

__ 


j*[(35z’ — i5zr*) rf(Rz) — (i5z’ — 3/’’) R d{ /•’)] 


q''dp"= 


d(Rz) /‘«/(Rz) 
ir* R’ 
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De sorte que les valeurs de clQ, </Q' et rfQ" deviendront 


, ;,r , 3z[rf(Rz)-iyrf/]‘] 

— + * [--Rr+ Ri 


.,r 3zc/(rM (i5z’-3/->)[rf(Rz)-7e?/] 
+ , + 


+ 1 * - 


(i5z’— 3r‘)d(r^) (35z*— i5zr’) [d(Rz)~- adi] 


2 R* 


2 R‘ 


r«/(Rz) 4- (7c/n .jf— 6z</R + Ét(Rz) 4- (Tc/i 
rfy - - J- [ -^1 J + i 1^ - 


, _ I r(/(Rz)4- I 2 dr . f — 6z(/R 4- c/(Rz) 4- 
,,g - J ^ "Ht» 


Donc, faisant toutes ces substitutions dans les équations (Kj, elles 
deviendront 


rfMr») A 4- B nr3z=-'’ fi 

2 dt’ r I K» J\ 


(/(r-) 3z[J(Bz) — uf/t] 


-,-.dP 


-f- 


i5z’ — ç)r^7. 

Tiu 

35 z‘— 3oz’r’4- 3r‘ 


3z f/(r’) (i5z’— 3/'’) [ Hz) — udl] 

___ + 


■/(• 


2 R* 


;i5z'— 3r’)z/(r’) (35z’— i5z/’’)[rf)Rz) 


2 H* 


2 R* 


— ...=:consl., 


rf»(R^) D BTRî r</(Rz)4-ff(/n j(A4-B) _ 

2Rr~m'^ i V >■> \ R 


consl., 


rf*(R>) (/»(Rz) rf»(rM _ JD^ 
2J’rf/’ idP 2(//’ i‘l\ 




</(Rz) 4- o-rft 1 

J 


D(3z 

2 R> 


’ — f*) A .rD(5z* — 3zr*) A 4 -B| 

rT 7 “ ‘ IF J 


. .= const., 
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(jl(> **” m ^ P ) 


Rz 

fdiRz) 4- adq 

«»(A + B) , 

7r+_ 

i r» J 

R 

— + / 

V(Hz) 4- ffrf/ 1 



J 



rconst., 


[i)\ 


C( 3z</(f') (i5z’— 3/’*)[rf(Rz) — iTrf/]\ I 

rn|— j^.+j ^ + 1U_J 1) |_..,=o„„s,. 


Ainsi l’on aura, à la place des équations (K) de l’Article XXII, les trois 
équations [g), [h] et (z), dans lesquelles on n’a négligé que les quan- 
tités très-petites de l’ordre de et des ordres suivants, et ces équations 
serviront à trouver les valeurs de r, R et z en t\ moyennant quoi le Pro- 
blème sera résolu dans toute sa généralité, puisqu’il ne s’agira plus en- 
suite que de substituer ces valeurs dans les formules qui donnent les 
latitudes et les longitudes des Corps B etC (Article XXII). Or, comme 
la supposition de i très-petit simplifie aussi beaucoup les substitutions 
dont il s’agit, nous allons donner encore les valeurs de sin(|/, sin|' et 

de -^1 exprimées en r, R et z; mais nous ne pousserons pas la pré- 
cision au delà des quantités de l’ordre de /. 

« 

XXXVI. 


Pour cela nous commencerons par chercher les valeurs des vitesses u, 
u', or, si dans les équations (J) on substitue, à la place des quantités 
€Q, BQ', AQ", leurs valeurs tirées des équations (K), on a, en général, 


H» 


dHr') A + B -f- C 
zdP r 


C{p'q'-p'Y), 


d’{r'^) A-fB-t-C 

+ -7 


2.dt^ 


Ripg + p"q"), 


dY"') 


dt' 


A -f- B -4- C 


^[-pq-p'q')- 


VI. 
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Donc, faisant ici les mêmes substitutions que ci-dessus, et supposant, 
pour abréger, 

, , A-»- B* D(3z’-r’) 

L — ttt + :: ■ 


7.dV 


R* 


(/O 


</‘(R’) I) 

R’ 


N 


d^Rz) {A4 -B)Rz Dz 


dl^ 


R’ 


on aura 


L 


J D ( 1 5 Z* — 9 r’ï ) 
2 R* 


M BRz 


V ir 




Or on a 


RJf/ J — 

V PP' + PP" + p'p" pr^ + p'p" ^ : 


donc 


P«’ 


LR’(c’— zO — z*)(i 5 z’ — yc'z) 

i' 2 /R^ 


Pm" 


MR’(/’— Z’) BR’z(r’ — z^; 

H ' ippi 


r, MR^(r’ — z’) BR’'z(r^ — zO NR’(/'’ — z“) 

Pk"’— L H — ; — 




De plus, en faisant, pour abréger, 

P _ R’[rf(/'^)]*-+-/ ’[t/(Rz)j'' — 2 RzJ(Rz)(/(c’) •.>.o-[Rzt/(^r'^) — /•=t/(Rz)J 

^ ^ H»[</(Rz)]»-t- r^[</(R^) ]^- 2 Rz djlU) J(R») ^ 2(r[ R^(/(Rz) -Rz( /(R») j 

_Rz'[d(R»)«?(H) + [</(Rz)]»]-</(Rz)(/(R’r») j[R«rf(/»)_ /■^rf(R>)J 

W' ~~Jt 
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on aura 



donc, substituant ces valeurs dans les expressions de sintj/ et 8in(|/' 
(Article XXII), et faisant encore 



on aura, aux quantités de l’ordre i* près. 


(/) 


sinil* “ 
sin 


A "1“ B ^ X i jx 
FÎT+BfT ■’ 


iB y/X — ifx 
?f(A-4-B)R’ 


ou bien 

{/') 



/B|x 

2 /i( A + B) ry/X 


siinl/' 


/f(A+B)R’ 


la quantité k étant une constante qu’on déterminera par l’équation (P'), 
comme on le verra ci-dessous. 

Ainsi l’on connaîtra par ces formules les latitudes et des Corps B 
et C par rapport à un plan fixe passant par A. 

On voit par là qu’on aura k très-peu près 

sin<|»' tBr Br 

sin(J< (A-I-B)R (A-+-B)r'’ 

ce qui donne un rapport bien simple et très-remarquable entre les lati- 
tudes des Corps B et C. 


38 . 
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XXXVII. 


On trouvera ensuite 


n = Lr> 


-mr 


t D ( 1 5 Z* — 9/’’z) r'‘ 
2R‘ 


)‘J + - NR'- ïMRï + 


n"= i MR'-(^ffi 

i* idt 


et, à cause de 


M I /BRz N\ 

‘'-TT + Ti— 

N B 3D(3z*-/-) 



N , B 3D(3z’-/-») , 


Il ir 


411» 


on aura de même (Article XXII) 


T 


I^MR»-.^ 

^/(lu)yi 

I 

’BR^z 

7dt ) 



l'NRz 

(<mt)y 

\ 7dt j 

' <T’ ' 


f[-(^ 

B 

h 

2r 

3D(3z> — »'»)\ , 
4R’ 

fNRz 

/rf(Rz)V 

' (T’I 



V 7dt ) 

^îJ 

i \2/’ 


W-MR.+ i^SJ^l 

7 . 2 dt* 


3D(3z’ — r‘)\ 

V ; 


4R* 


Rz -4“ . . . • 


Donc, si l’on substitue ces valeurs dans les expressions de ^ 
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et que Ton fasse, pour abréger, 


on aura 


(w) 



n = — LRz — 


Nr* 

2 


</(Rz) </(r’) 
2<//’ ’ 



V 


= -MRz- 


2 


rf(R>)rf(Rz) 
2rf/> ’ 


^9 

717 /fr’ cos’ ’ 



jB /BB*z 
A + B\ r»* 
/rR> cos’ 4*' 



;)oi 


XXXVIII. 

Voyons maintenant comment on doit déterminer la constante i et les 
autres constantes du Problème. Pour cela, on supposera, comme dans 
l’Article XXII, que, lorsque t=o, on ait 


dr dr' 

3?=°' ■3r=°’ '=“’ 


par conséquent 


dr 


dR 


di 


dt~°' dt 57 “°’ 


à cause de z = r cosÇ"; et l’équation (P') de l’Article cité donnera 


(n) 


^‘ = MR‘ + i 




R‘ 2 MRr + NR’ 


A + B 
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d’où l’on tirera aisément la valeur de k, en ayant soin de rapporter le» 
valeurs de R, r et de M, N au point où t= o. 

De plus on se souviendra que la valeur de a doit être prise en sorte 
qu’elle soit nulle lorsque / = o. 


XXXIX. 

Au reste il est bon de remarquer que, dès que l’on aura trouvé les la- 
titudes et on pourra avoir aisément les valeurs des vitesses en lon- 
gitude ^ et ^ par le moyen des vitesses réelles u et u'. 

lîn effet, nommant dO l’angle décrit par le rayon r dans le temps dl, 
on aura, comme nous l’avons vu dans l’Article XIX, 


(II^ - r* ■+■ dr* : 


or il est facile de voir que 


= cos*4' -4- 

u^dO = r’ cos’(|' f/9* 4 - /■* d<i^'‘ 4- dr\ 


cos^ 


cl de même 


/ m '* fd^Y l dr' Ÿ 

/ _ V ~ W/ 7 ~ \7dil . 

t C0S<1^' ’ 


donc, en substituant les valeurs de u- et u'-, on aura 


t* \rdt} 


dr \ ’ /D(iS 2 * — 9r*z) 

^dt) 2R*r* 


R‘ dt* \l\dt) Rr» 
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Cos formules peuvent quelquefois être plus commodes que les précé- 
dentes, surtout lorsque les quantités r, R varient très-peu, el que les 
latitudes sont fort petites. 


CHAPITRE IV. 

f)K LA TliÉORIK DE LA LUNE. 


§ I. — AppUccUion des formules du Chapitre préréden! 

a cette Tlu'orie. 

XL. 

Pour faire cette application, il n’y a qu’à imaginer que le (lorps A, que 

nous avons regarde comme immobile et auquel nous avons rapporté les 

mouvements des deux autres, soit la Terre, que le Corps B soit la Lune, 

et que le Corps C, que nous avons supposé l)caucoup plus éloigné du 

Corps A que ne l’est le Corps B, soit le Soleil, dont la distance à la Terre 

est en etfet très-grande par rapport à la distance entre la Terre et la Lune. 

Ainsi rsera le ravon vecteur de l’orbite de la Lune autour de la Terre, 
%/ 

r' le rayon vecteur de l’orbite apparente du Soleil, el r" sera la distance 
rectiligne entre le Soleil et la Lune. 

De plus représentera la latitude de la Lune par rapport à un plan 
lixe que nous prendrons pour l’écliptique, et f représentera la latitude 
du Soleil; f sera la longitude de la Lune et o' celle du Soleil, comptées 
à l’ordinaire dans l’écliptique. 

Pour savoir quel est ce plan que nous prenons ici pour l’écliptique, 
et que nous avons vu dans le Chapitre 1 être celui par rapport auquel 
les mouvements des Corps B et C sont les plus simples qu’il est possible, 
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nous remarquerons que, d’après les suppositions de l’Article XXXVIll, 
on trouve, lorsque / = o, 

X = o, — v = o; 

de sorte qu’on aura aussi [Article XXXVI, formule (/)] 

tè'=o; 

donc, puisqu’on a en même temps (Article XXXVIll) 

dr dr' 

^='’' 

il s’ensuit que le plan dont il s’agit est celui dans lequel le Soleil et la 
Lune se trouvent en même temps, lorsqu’ils sont à la fois en conjonction 
(ît dans leurs apsides. 

Maintenant, puisque nous avons fait (Article XXXIV) 

I 


on aura 


/• . ; 


de sorte que, si l’on suppose (ce qui est permis) que les valeurs moyennes 
de /• et de R soient égales à l’unité, on aura i égal à la valeur moyenne 

de c’est-à-dire, 

parai 1. © 

~ parai), moy. CE ' 

or, en prenant 57' 3 o" pour la parallaxe horizontale moyenne de la Lune 

et 9" pour celle du Soleil, on aurait i— à très-peu près; d’où 

l’on voit que la quantité i sera en elfet très-petite. 

Or, comme les observations nous apprennent que les orbites de la Lune 
et du Soleil sont presque circulaires, il est clair que les variations des 
quantités r et R devront être fort petites; de sorte que, si l’on fait 


/■> = I -t- X, R’ = i-t- X, 
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X et X devront être des quantités assez petites par rapport à Tunité; et 
de plus elles ne devront contenir aucun terme constant; autrement les 
valeurs moyennes de r et R ne seraient plus égales à i , contre riiypothèsc. 

Donc le carré de la vitesse angulaire de la Lune ^ sera à peu près égal 
à L, ou égal à 

A -f- B — I) ( 3z* — I ), 


et le carré de la vitesse angulaire du Soleil autour de la Terre ^ sera 
à peu près égal à M, ou égal à D (Article XXXVI), 

Mais 011 sait que la vitesse angulaire de la Lune est h celle du Soleil 
environ comme i 3 à i , de sorte que leurs carrés sont à peu près entre eux 
comme 169 à i; d’où l’on voit que la quantité D doit être beaucoup plus 
petite que la quantité A -h B, et cela dans une raison peu difTérente de 
I à 169. Donc, si l’on suppose, ce qui est permis. 


et que l’on fasse 


I) -- 


on aura = ^ environ, et sera presque égal à 21; en sorte que l’on 

pourra regarder les quantités i et a* comme du même ordre. 

De plus on a, comme on sait. 


a 


i»6. 


le nombre S étant, par la Théorie de la précession des équinoxes de 
M. d’Alembert, égal à environ et par celle des marées de M, Daniel 

Bernoulli égal à donc, puisque (Article XXXIV) 


@ = B, a=C = ^J, 


39 


VI. 
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on aura 

B = 6 D =3 6 a* ; 

iiinsi les quantités B et D seront à peu près du même ordre i. 

Au reste, pour ce qui regarde la vraie valeur de a, il faudra la déter- 
miner par le rapport connu entre le mouvement moyen du Soleil et celui 
de la Lune, rapport qui est, suivant les nouvelles Tables de M. Mayer, de 

Quant au coelïîcient §, qui est encore assez incertain, comme il se trouv»* 
partout multiplié par les coefficients très-petits a* et i, il suffira de le con- 
naitre k peu près, puisque l’erreur qui en pourrait résulter ne serait 
<|ue de l’ordre de i*. 

XLl. 


Ou fera donc toutes ces substitutions dans les formules {/), (g), 
{h), (i) du Chapitre précédent, et, mettant pour plus de simplicité v k 
la place de Rz, on aura 

(l(T - - i 

[p) ^:“:Y{| + x) ’ — 3«^Y(i4-X) ' 

— /a^ |^ê(i 4- x) ’ 4- Y’(i 4- X ) (I 4- x) (i -4 X) 'J 

— [lo y’(i 4- X) ' — (>y(i 4- x) (I + X) 


, <l‘\ 

(<!) -TT. - II 4- x; 




— a‘ 


I 3y>(i 4- X)"'^ - ( I -4 X) (1 + X r ’ 
i-/< i4-X)’'v/x-4 3 j Y(i4-X)'^(f/Y- 

Y’(i 4-Xr’-2Y(i4-x)(i4-X)‘^ 


rdt) 


— ICC 


r^f 
-If 


Y(l4-Xr't/X4- + 7 </() 

(i4-x)(i-4X) *(rfv — vdt) 



•tV( 
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/ 35 --î _i ^ _ s 

— ï‘(i + X) ’-i5ï’(i-f-x)(i4-X) • + 2(n.x).(,+ X) 

- ^Jr(i + Xf^dx+^ J (i + x)(i + xr‘(/x 

35 r -i 

4* — I Y‘'’(n-X) \dy-—crdt) 

i5 r 

^ j y(i 4- x) (i 4- X) ‘ (dY — (rdt) 


ronsl., 




is) 


d^Y 

Iv 


H-ia’6j^Y(i4-x) ’+y' (H-xr'((/y + (T(7/)J 

_ S 

(i 4- X) ^[(h 4- 7tlt) 


- consl., 


4- ï(l 4- X) ' j 

+ a’ /(i + X) ’ 


/ -J- 3 -i I 

6(i4-X) ’4--Y’(i 4-X) - (l4-x)(n- X) 


— 






14-X) ^ (/x -h sj'xii + X) ^{dx — tjdi) 


5y’(i4-X) 3y(i 4-x)(i 4-X) 


-'vl-sj 


Tf 


y(i4-X) ^/x4-— I y’\i4-X) \d\ — 7dt) 


(i4-x)(i4-X) ^ {d\ — (J dt) 


.= COllSl. 


Or, comme les quantités x et X sont assez petites, on aura assez exac- 
tement 

(l-l-x)'^=I- - 
2 

/ Tï 3x 

(,4.x) » = 


(.4-X)-.- ^ 


3x’ 

5x’ 

35 x‘ 

8 

lÜ 

128 

i5x’ 

35 X* 


8 

ÛT 

• • • » 

3X' 

5X* 

35 X‘ 

b 

16 

128 


39. 



308 


KSSAI SUR LE PROBLÈME 


:I4-X)'^r=i 

_3X 

i5X‘ 

_i- 

35X’ 

2 

^ 8 

i6 

(I +xr’'=i 

5X 

35X» 

io5 X’ 

1 

2 

^ 8 

i6 ' •••’ 


-il 

63 X» 

_L_ _ - 


2 

^ 8 

• • • J 

(l+xr4-:, 

9» 

8 

. . . . 


De sorte qu’en substituant ces valeurs dans les équations précédentes, 
et UKîtlant de plus dans les trois dernières la valeur de a tirée de la pre- 
mière par l’intégration, on aura trois équations en x, X, y et /, qui seront 
intégrables, du moins par approximation, par les métbodes connues, 
puisque les variabb^s v seront toutes sous une forme rationnelle et 
entière. 


XMl. 


Ensuite on aura (Article XXXVI) 


I. 




?. (ip 


- H- I I -f- X ) ' — aM 3 Y"( I -4- \ ) ^ ( I 4- X ( I 4- X ) 




r /2 


(il 


— H- Y' t -4 X ) — «2 v( I 4- X) % 


ot (lo là 


%•! A/ .1 * \2 I (i\i(i\ \ 1 r/\* 

>, ..M|,,+x (,+X)_Y |-.^^(,+X)(^j^-l-cr) , +x : 


4- / [ Y I I 4- X ) ^ 1 1 \ — Y'^( I 4- X ' , 


ATI- s V'. ^ / n flX(i\\ 

a ::.N[( i4*X)(I+\)-Y^1--{^(7^4- ^ 
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moyennant quoi on aura 


(0 


. , (i + x) ’/ /r «êa* fi\ 

""+ = ^r- (^— r^)’ 


sinf = 


eiilin les formules de l’Article XXXIX donneront 


fL(, + 


-^ï’(n-x)^'(i-hX.f ' - 5ï(i + X)' 




, iiv 4 '' ' 


M(, + X)-'-(. + X)-’^,-^+/6.’y(. + X) '(. + x) 


et quant à la constante k, on la déterminera par réquation 
(xj /i*r=: M(i -f- X — a/a’Sï') 4- /a’6(H- X)[(i + X) ''v — Nj, 


en y faisant / = o. 

On se souviendra au reste que les valeurs de x, X et v doivent être 

prises en sorte que ^ soient milles lorsque t = o, l't que v de- 

vienne alors 

!{/’=: il 4- x)' ■ I 4- X)’; 

de plus il faudra aussi que la valeur de a tirée par l'inté^fration de l’é- 
quation ip) soit telle, qu’elle s’évanouisse lorsque t = o. 


§ U. — De l’intégration des équations qui donnent les nioumnenfs 
de la Lune et du Soir il. 

XLIll. 

Le Problème des mouvements de la Lune et du Soleil se réduit à la 
recherche des quantités x, X et v, lesquelles dépendent de l’intégration 
des équations (q), (r), (j) de l’Article XLI, à quoi il faut joindre l’équa- 



310 


ESSAI SUR LE PROBLÈME 


lion [p] comme subsidiaire. Si les variables x, X, y ne se trouvaient 
dans les équations que sous la forme linéaire, l’intégration serait facile 
par les méthodes connues; or il est aisé de voir que les termes où ces 
variables se trouvent multipliées entre elles sont tous fort petits, à cause 
que les coelficients et i sont très-petits et que les variables x et X sont 
aussi supposées fort petites; ainsi l’on pourra d’abord négliger les termes 
dont nous venons de parler, pour pouvoir trouver les premières valeurs 
approchées des variables, et ces valeurs serviront ensuite à en trouver 
d’autres plus exactes, et ainsi de suite. 

Pour donner un essai du calcul qu’il faudra faire pour cet objet, nous 
rc'jetterons d’abord dans les équations du paragraphe précédent tous les 
termes multipliés par t, et qui dépendent de la parallaxe du Soleil; l’er- 
reur sera d’autant plus petite que ces termes sont en même temps mul- 
tipliés par la quantité très-petite a^ 

De celte manière, les équations (/>), (y), (r), {$) deviendront 


tin 

(a) ^ = y(i4-x) — 3a’ï(i-4-X) 

-, f/'x , 

'P) + 




3y’(i4-X) * — (i4-x)(i 4- X) ' 




-/< 


I-4-X) V/x-i- 3 -H X) ^(dï — vdt) 


— consl., 


fji\ _ I 

y) -2a’(i + X) ^ = consl., 

fhy _i r 

(5) ^-4-ï(r4-xj ’ -I- «'y(i - f-X) ’ 4 -j(i-+-x) ^ (rfy -f- ad/) = consl. , 

où il n’y aura plus qu’à réduire en série les puissances de » -f-x et i -hX. 
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Négligeons encore les produits de deux ou de plusieurs dimensions 
de X et X, on aura, a la place des équations précédentes, celles-ci 


/ ... 3x 


(IH . 3x^ 


[ 3 ,. + 3/(. - îi) v(,/, - ,J,)\ .. c„„„„ 


lp\ 

-J— 4- a’X— const., 


d'Y , / , 3x 3a'X\ r/ 3x\ , , , , 

f7F T ~) j (•-— + 

lesquelles, en substituant la valeur de a, sc réduisent à ces trois-ci 

(e) 4- «'X— const., 

/ </’x , , 3x" 

I — 3 a’ — (i — 3a’) ^ ^ Y (/< j 4- 3 | y dlj* \\<ll j 

j I ( 5 y’ — I ) X 4- 5 ^X Y r/v 4- ») a’ ^ Y </^ ^Y X r// I 

f 4- 3 a’ < ‘ ' > =. cons 

I — 5(i — 3a’) J*X Y <//^Y <// I 


-- 4- (2 4- a’)T 4- 1,1 — 3a’) j dt j sdt 


-- consi., 


î[«+/> 


xdï-h I cfi I \xdt -f- { I 


Yxc// 4 - (I — 3a’) ^ xdtj''(dt^ 

— ™ ^ Xy — 3 j'dt J^yXdt^ r^coiisl. 
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Comme les variables x et X sont supposées fort petites vis-à-vis de la 
variable y qui est finie, on peut d’abord négliger dans l’équation (vj) les 
termes qui renferment x et X; on aura ainsi cette première équation 
approchée 

^ + ( ?. 4- «’j V + (i — 3a’) J dt J 'idt=: const., 

laquelle étant diflerentiée deux fois devient 
(h S d^\ 

<|ui est intégrable par les méthodes connues. 

Pour en trouver l’intégrale, il n’y a qu’à supposer y ■-=/cos(/}/- 4- aj, 

ou bien, puisqu’on veut que ~ = 0 lorsque t = o, on fera simplement 

Y =fcoHpt, 

et l’on aura, après les substitutions, cette équation en p 


-4- a’ ) p‘‘ 4-1 — 3 a’ 


d’où l’on tire 


J >‘ 14 ± 2a 




ou bien, en négligeant les puissances de « plus hautes (jue la seconde, 




Donc, dénotant par/> l’une de ces valeurs et par q l’autre, on aura 

V =fcospt 4- gcosqt, 

/et g" étant des constantes indéterminées qui doivent être telles, que 
lorsque / = o on ait v = Rr = i; ce qui donne /-f- g = t • 
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Cherchons maintenant, d’après cette première valeur approchée de y, 
celle de sin({/ par les formules («) de l’Article XLII; on aura M = 
en négligeant les quantités x et X; donc aussi et k — u 

[équation (a?)]; donc 



et 

sin ({; =1 • 

a 

Or 

= --pfsinpt-qgsmql, 
J P 

donc 


(h 


dt 


- + (T : 


f[\ — pM , p'fi — oM 

i fl-- s\npt -h — sinqt — qz ^.oci fsinpl — gsiwqt). 


en négligeant les puissances supérieures de a; donc 


r=: «q I — (f cospt •+■ gcosqty— [fsittpt — 

- a’[i — ,p — g' — ^fgicospt cosqt — sin/>/ sin(// )] 
^ «M i - g‘‘ — ^fgcosip -4- v) O: 


mais 

donc 

donc 


f+g^i; 

• =f‘ + 2/^» 


À = a’/g[ I - cosip + q)t] = ^a}fg sin* ( ' ^ ^ j > 


donc enfin 


sin 


+ = 2v(^sin 


VI. 


4o 
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Or, comme on doit avoir /-+- g —i, on peut supposer 

/=(cosi)’, «=(sin^)’, 

et l’on aura 

sin4' = sin/sin /V 


l’angle l étant arbitraire et dépendant de rinclinaison primitive de l’or- 
bite (le la Lune : en elTel, il est clair que la plus grande valeur de sintf* 
sera sin/, de sorte que / exprimera la plus grande latitude, c’est-à-dire, 
l’inclinaison d(î l’orbite; donc, puis(|u’on sait par les observations que 
l’inclinaison de l’orbite lunaire est assez petite, et d’environ la 
constante g sera toujours très-petite et la constante / presque égale à 
l’unité; car on aura à peu près 


( si n 2 " 34' )’ “ en V i ron 


5oo’ 


de sorte que la quantité g (îst encore plus petite que la quantité i, (|ui 
exprime le rapport des parallaxes de la Lune et du Soleil ; d’où il s’ensuit 
que l’on pourra négliger sans scrupule les termes qui se trouvcîront mul- 
tipliés par le carré et les puissances plus hautes de g. 


XLVL 


Il est facile de voir, par l’expression de sin(|^ qu’on vient de trouver, 

que l’angle t n’est autre chose que la distance de la Lune au nœud, 

<^’est-à-dire, l’argument de latitude; d’où il s’ensuit que, si l’on retranche 
('et angle de la longitude de la Lune dans son orbite, on aura la longi- 
tude du nœud. Donc, si ht dénote la longitude moyenne de la Lune, on 

aura ^ pour la longitude moyenne du nœud; or, les longi- 

tudes moyennes étant à peu près les mêmes dans les orbites des planètes 
et dans l’écliptique, ht sera la valeur moyenne de ç», et h sera par consé- 
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J 

quent égale à ce qu’il doit y avoir de constant dans la valeur de Or 
les formules de l’Article XLll donnent, en rejetant x et tj/, 

^ = v/E = v^«’(3y*-i), 
et, à cause de y = /cos/)t, on aura 




peu près. 


Mais on u aussi 


= 1 - -, 
2 4 ’ 


d’où l’on voit que la position du nœud est fixe, du moins par cette pre- 
mière approximation; ce qui ne doit pas paraître surprenant, vu que les 
valeurs de /> et y ne peuvent tout au plus être censées exactes (jii’aux 
quantités de l’ordre do a* près. 

Pour savoir maintenant laquelle des deux valeurs 


I ± a 


— 

4 


doit être prise pour y?, on remarquera qu’en supposant l’inclinaison de 
l’orbite nulle on a 

V =/ cos pt = cos pt; 


mais on a (Articles XXXIV et XLI) 

V R 2 = RrcosÇ'^r cosÇ"; 


donc 


cosp/ = cosÇ" el pt — ~ , 

puisque Ç" n’est autre chose que l’angle compris entre les deux rayons r 
et r'; donc 

p = h — A', 


en nommant ht et h't les valeurs moyennes de cp et de (p'; or on a déjà 
trouvé A = I — ^ et, pour avoir h', on prendra la partie constante de ^ ? 


4o. 
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qui est = v^ = a; de sorte que h' —u, et par conséquent 

(X} 

doiK* 

a’ 

Ainsi il faudra toujours avoir soin dans la suite de prendre pour/» une 
valeur telle, que ses deux premiers termes soient i — et pour q une va- 
leur dont les deux premiers termes soient i -+-a; cette remarque est 
(fautant plus importante que les quantités pciq seront données doréna- 
vant par des équations particulières dont chacune montera cependant au 
([uatriènuî degré, comme on le verra ci-après. 

XLVII. 

Ayant trouvé la première valeur approchée de y, on la substituera 
dans l’équation (Ç) qui donne la valeur de x, en y négligeant d’abord les 
termes où x (A y sont mêlés; ce qui la réduit à celle-ci 

~ -I- (i ~ 3 (/y (//)’] ~ consl.; 


or, puis(jue 

V — / cospt geosqt, 
on aura, en négligeant les 

ya - . y’i QQ^-pt 4 - 2 fgcospt cosqt 

— COS3./>0 -\-fg[cos{p 4- q}t + cos{p~q)t \, 

(H 

. /’ 




fsinpt gsinqt 


{.H 


’ . 2 fe . 

~ ^ sin^ pt -+- sinpt singf 

= ^,(i-cos2/>0- ^[cos(/> 4 -ç)/- cos(/>-ç)/]; 
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donc, substituant ces valeurs, et rejetant tous les termes constants, à 
cause qu’il ne doit y en avoir aucun dans la valeur de x par l’hypothèse, 
on aura 


rf'x 

UF 


4-(i + 4a )x-^ \ cosi.pt 


ip‘ 


— — ~ [(3/>î 0 cos(p + q)t + {^pq — i) cos(p -q)t] --- o. 


Ainsi la valeur de x sera do c(!tto (orme 


x = a cosml 4- x'^f'^A cos ipl + x‘‘fglBcos(p q)t + li, cos(p — q)t\i 

et, la substitution faite, on aura 
acosm/.(— -h I 4- 4»’) 

4-a’/»cos?./>/p(-4/>^-»-n-4a»)- 

4-a>/g^C0s(/? + 7)^| fi[ — (/?4-9)’-+-i4-4a’]— ' ' J 

4- x’fgcos{p — q)t^ B,[ — {p — qY + 1 + 4«’l — ^ j = <>• 

Donc, égalant à zéro les coclficicnts de chaque cosinus, on aura les 
équations suivantes 

— m’ 4- I 4- 4 = O, 

B[-[p + qY + i + /ix^]-^^^P^=o, 

5, [_ (^ _ ^)i 4- , 4- 4 «>] _ , 
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m = -4- 4«% 


À 

H 

Bo 


3(3/>’ 4- 1) 


3( 3/?^ 4- 1) 


2 a peu près, 

--4, 


3(3/>«/-i) g 


La constante a, qui est demeurée indéterminée, dépend de l’excentri- 
cité de l’orbite lunaire, et doit par conséquent être fixée par les obser-' 
vations. 

Ainsi l’angle mt représentera l’anomalie moyenné de la Lune, c’est- 
à-dire, sa distance à l’apogée; de sorte que {h — m)t sera la longitude 
moyenne do l’apogée, ht étant, comme plus haut, celle du lieu de la Lune; 
mais, comme nous avons négligé dans l’équation (Ç) des termes où x se 
trouve multiplié par a*, on doit s’attendre à ce que la valeur de m ne sera 
exacte qu’aux quantités de l’ordre de a'^ près; c’est pourquoi on aura 
<lans cette première approximation /n = f et /w — A = o, en rejetant les ;• 
ce qui donnerait les apsides fixes. 

Venons maintenant à l’équation (e) qui donne la valeur de X; et comme 
cette quantité ne doit contenir aucun terme tout constant, il est clair 
qu’on aura simplement 

d‘\ 


dt^ 


- 4 - a^\ z=z O, 


et que la valeur de X sera de cette l'orme 

\z= h f osn<, 

d’où l’on trouvera, par la substitution, 

— n’ 4- a’ — O, n — oc. 

Le coetticient indéterminé h dépend de l’excentricité de l’orbite du 
Soleil, et nt est par conséquent l’angle de l’anomalie moyenne; de sorte 
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que (n — k')t sera la longitude de l’apogée du Soleil, qui est ici nulle à 
cause que 

h' z=: a, ri — a. 

XLVIII. 

Puisque l’on connaît déjà la forme des premiers termes des valeurs y, x 
et X, on pourra aisément trouver les suivants et rectifier en même temps 
les coefficients de ceux qu’on a déjà trouvés; pour cela, il n’y aura qu’à 
substituer dans les termes négligés des éijuations proposées les valeurs 
.qu’on vient de trouver, et l’on aura la forme des termes qu’il faudra in- 
troduire dans les nouvelles valeurs de y, x et X; on donnera à tous les 
termes des coefficients indéterminés, et, la substitution faite, on f(n*a 
égaux à zéro les termes analogues, c’est-à-dire, ceux qui renferment les 
mêmes cosinus; on aura par là autant d’équations qu’il en faudra pour 
la détermination de tous les coefficients. 

Ainsi, reprenant l’équation (yj) et substituant dans les termes qui ren- 
ferment X etX les valeurs de x, X et y trouvées ci-dessus, il viendra des 
termes de la forme 

«/ cos (pztm)t, 

C0S(2/)±/)) t, 

X\p g cos{p±q±p)t^ 
bf cosip zLn)t^ 

nn supposera donc 

V z=fcospt ■+-gcosqt + afPcos(p •+- m)/ -t- afP, cos(p ~ m)l 
-\-agQcos{q -h m)l agQ, coÿ{q — m)r 

et, prenant pour x et X les expressions de l’Article XLVII, on aura l’é- 
quation suivante, dans laquelle j’ai négligé les quantités affectées de a“, 
de aoP et de a\ à cause que l’on a négligé dans l’équation (yj) les termes 


agcos(q± m)t, 
x^pgcos{?.p±q)t, 
xp^gcos(pztq±:q)t^ 
bgcos{q ±n)t', 
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où X se trouvait k ia seconde dimension, 


[4P, 

+ ™s( 7+'«) '[«’«■<? (-(7+'")’+2+*- ( 


,+_v L.__2z:lfl.\l 

7-4- w ((/-^m)^ 7(7’+"''^)/J 




)]■ 


On égalera donc à zéro les coefficients de ces diflérenls cosinus, et 
l’on aura : 


1" 


— 4" 9. + a'”' — 



rrr O, 


équation d’où l’on tirera la même valeur d(!/> que ci-dessus (Article XLV), 
de sorte qu’on aura 


p=.x-cc-j, 


et l’on sera maintenant assuré que celte valeur est exacte jusqu’aux 
quantités de l’ordre de a‘‘ inclusivement; 


„ , , i-3a’ WPin + B,) i\ 3a’/'^-if, //-i + 3a‘ 

2" -7’4-2-+-a' 5 ; -0; 

<l 4 \ vV 4 4 

or, comme nous négligeons les quantités de l’ordre de on aura (en 
mettant pour p^iq leurs valeurs approchées) 
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de sorte que, à cause de = — 4 et = 6 (Article XLVII), l’équatio» 
précédente se réduira à 




OU bien 


1^.’ + ,5/.».) _ 3.-- = o; 


d’où l’on tire d’abord, aux quantités de l’ordre a® près, en a\anl éj>ar(l 
à la remarque de l’Article XL VI, 


«’= I -+- ^ 1- 2 a 

^ 24 




. / i5/-«a 

y ' ^ 

a' 3 a’/*’ i5/’a’ 






et de là 


a’ S/^’a’ 4a’ a’ S/’a' 

^ -f- -y -4- — ^ — “TT” ' — ï ~i~ — -y- -f* — ' 

4 t?. O 4 


on aura donc ici 


P + q «’ 3 f’a’ 


par conséquent le mouvement moyen du nœud qui est représenté par 
(a — ^ (Article XLVI) sera = — — t, ce qui s’acconle avec 

les observations; 


3- />[-(,,+«)■+» + .■ 
VL 


1-+ 


p I I — 3 

4 > 


:u: 



m 
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4 -«’ 


i- 3 «n 3 r 

41 ’’^ 


P 

p—m 


t 

(p-rrîr 


I — 3a’ j ^ 


5 - 


d’où l’on lire à peu près 


P 


V 




C>.- 


3 


XLIX. 

Ou repassera présentement à ré(|uation (Ç) pour trouver une valeur 
de X plus exacte que celle de l’Article XLVII. 

Pour cet effet, on commencera par substituer dans les termes de cette 
dernière équation qui suivent les deux premiers, à la place de x, X et y, 
leurs valeurs trouvées dans les Articles précédents, et négligeant les 
(|uantités de l’ordre de aussi bien que celles qui seraient afïectées 
de a* multipliée par ««*, b^, bu- cl a', à cause que nous avons rejeté 
dans la même équation les termes de l’ordre dans lesquels x et X 
pouvaient former ensemble des produits de deux dimensions, on aura 
par ces substitutions des termes de la forme 

x‘f ‘coa7.pt, x‘fgcos\p±qU, 

cos(p ± in :t q ) t, x\f* cos^pt, 

0 L‘l>f ‘cos{ 9. P zt n) /, x‘l>cosnt, 

c’est pourquoi on supposera 

X ft coaml + ctf^.1 cos 2 /;/ 

+ a‘fgficos{ P q)t + <x^fgP\ cos(p — q)t 
+ x‘<if ‘C cosi 7. P 4 - m ) / 4 - x'af‘C\ cos(zp — m)l 
+ x‘agfDcos{p + q -h m)t + a’«g/cos(/> 4 - q — tn)t 

4 - 


x‘af‘ cos( P +; m ±p)l, 
x'f^g CQa(3p±q)t, 

0L‘hgf cosip dtqdziil; 
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substituant celte valeur de x aussi bien que celles de y et X des 
Articles précédents, on aura, en négligeant ce qu’on doit négliger, 


a cosw/ 


\lj -h m P 






-f x^C()S(/y ' <j 


Z ‘ 4/ (M)S ('i/? H- /y/ ) / C [ — ( 2/; 4- ///) ^ -4- 1 4- 4 '>’• '] - ^ P - 


'ipP 


9 ./' 


3 P./ 


p[p-htn) pp-j-f/t){2p^ m] 




Ainsi il ii’y aura plus qu’à égabu* à zéro les eocnieicnls de ees dill’é- 

renls cosinus, pour déterminer les inconnues m. A, B, B , C,, C\ 

I.e coefficient d(' cosmi donnera la vab'ur de m exacte jus(|u’aux 
(juantilcs de l’ordre de a'-* inclusiveincnl , (‘t l’on aura, à cause d(‘ 

/*— - î et /’t = I (Article précédenlj, l’é^iualion 


, , . 9 *'/^ 33 :’/’ A^'f‘ 9*7 

o.p‘—m^) /\p{i>-\-m) ^pip—m] 


ou bien 


-- «)’ + \ -h /icP — 

p{ P + m 


3 a’/’ 9 «’/’ 


O, 


d’oil, en mettant pour /, p et m leurs valeurs approchées i, on lire 


/n’=i — ?.3:’ cl /O — I — a’: 

de sorte que le mouvement de l’apogée {h — rn} t deviendra V /, à 
cause de A = I — 

4 

Gomme notre dessein n’est point de donner ici une Théorie complète 
de la Lune, nous nous contenterons de ce léger essai, qui peut sullire 
pour donner une idée de la méthode qu’il faudra suivre dans l’intégra- 
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lion des équations différentielles de l’Article XLI, auxquelles nous avons 
réduit le Problème des mouvements de la Lune et du Soleil autoyr de la 
Terre. 

Quand on aura trouvé les valeurs de x, X et y en t, c’est-à-dire, de r, 
r' et r", on aura d’abord les latitudes t|/ et par les formules (l) de l’Ar- 
ticle XLII, et ensuite on aura les longitudes <p et 9' par les formules (u) 
du même Article; ou bien, comme Y = RrcosÇ", en connaissant y, r 
et H, on connaîtra 

(■osÇ"r= — . y . • 

v/(i -f- x) (1 + X) 

or Ç" est l’angle qui exprime la distance de la Lune au Soleil, de sorte 
((ue, comme la latitude du Soleil est très-petite et peut par conséquent 
cire négligée, on aura, par la propriété connue des triangles sphériques 
rectangles, cosÇ"= cosif cos(<p — f'), et par conséquent 

Y 

(■OS(9 — 9') — — • 

COS i^iv^ï-t-x-f-X-f-xX 

Ainsi l’on aura par ce moyen la distance -p — y' de la Lune au Soleil 
comptée sur l’écliptique; mais la longitude f' du Soleil est assez connue 
par la loi de Kepler, que cet astre suit assez exactement, puisque les dé- 
rangements que la Lune pourrait y produire ne seraient que de l’ordre 
de «H ou de icc'^rj, comme on le voit par l’équation (r) de l’Article XLl; 
donc, en ajoutant cette longitude à la distance f — 'p' des deux astres, on 
aura la longitudepi de la Jmne comptée à l’ordinaire dans l’écliptique. 


t.o Chapitre premier du Mémoire qu’on vient de lire mérite d’ôlre compté parmi les travaux 
les plus importants do l’illustre Autour. Les équations différentielles du Problème des trois 
Corps, lorsqu'on ne considère, ce (fui est permis, que des mouvements relatifs, constituent 
un système du (foiizithiuf on/rr, et la .solution complète exige, en conséquence, flntiu; intégra- 
tions; les soldes intégrales connues étaient celle Aos forn-s vives et les trois que fournit le 
priiiripr tirs fdrrs : il en restait donc huit à découvrir. En réduisant à sept le nombre di's 
intégrations nécessaires pour l’achèvement de la solution, ].Ægrange a foit faire à la question 
un pas considérable, et les géomètres qui so sont occupés après lui du Problème des trois 
Corps ne sont pas allés au delà. Leurs efforts, cependant, n’ont pas été inutiles ; des méthodes 
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nouvelles et ingénieuses ont été proposées, comme, par exemple, celle que Jacobi a développée 
dans son célèbre Mémoire sur élimination des nœuds dans le Ptvblème des trois Corps; 
mais ces méthodes, comme celle de I^grange, font dépendre la solution du Problème de sept 
intégrations. 

LéU méthode de Lagrange est des plus remarquables; elle montre que la solution complète 
du Problème exige seulement que l’on connaisse à chaque instant les côtés du triangle formé 
par les trois Corps; les coordonnées de chaque Corps se déterminent eiïectivement ensuite 
sans aucune difficulté. Quant à la recherche du triangle des trois Corps, elle dépend de trois 
équations différentielles, parmi lesquelles deux sont du deuxième ordre et la troisième du troi- 
sième ordre; ces équations renferment deux constantes arbitraires introduites, l’une par le 
principe des forces vivesy l’autre par celui des aires, en sorte que les distances des (’orps sont 
des fonctions du temps et de wtv//’ constantes arbitraires seulement. Parmi les douze arbitraires 
que l’intégration complète doit introduire, il y en a donc trois (jui no figurent pas dans les 
expressions des distances, circonstance (pie l’examen fies conditions du Problème permet d’ail- 
leurs de mettre en évidence à priori. 

Préoccupé assurément de l’application qu’il voulait faircî de sa nouvelle méthode à la Théorie 
de la Lune, application (pii fait l’objet du Chapitre IV de son Mémoire, Lagrange a négligé 
d’introduire dans scs formules la symétrie (pie comportait son analyse, symétrie (pi'un très- 
léger changement dans les notations permet de rétablir. Les masses des trois Corps étant 
représentées par A, B, C, Lagrange étudie h's mouvements relatifs do B et C autour de A, et il 
est bientôt amené à introduire ou outre, dans si's formules, les quantitévS qui se rap|)ortent au 
mouvement relatif du Corps C autour de B. Une telle direction des calculs est inconti'stable- 
ment défectueuse, au point do vue de l’élégance mathématiipio, en ce sens que les coordonnées 
des trois orbites relatives considérées ne figurent pas symétriqucmimt dans les formules; mais, 
pour éviter cet inconvénient, il suffit, comme nous venons de le dire, d’une simple modification 
dans les notations de rillustre Auteur, et cette modific,ation revient à introduire, au lieu des 
mouvements considérés : le mouvement relatif du Corps B autour de C; 'V' celui de C autour 
de A; 3 *^ celui de A autour de B. 

Un habile géomètre allemand, M. Otto Hesse, a repris récemment l’analyse d(î Lagrange en 
se plaçant au point de vue que nous venons d’indiquer, et il a publié son travail dans le 
tome LXXIV du Journal de C relie (imprimé à Berlin en i87‘>.). M. Hesse ne considère que 
ce qu’il nomme le Problème restreint, c’est-à-dire, celui (pu a pour objet de déterminera 
chacpie instant le triangle des tn is Corps; c’est' à ce Problème nîstreinl que Lagrange a ramené 
d’ailleurs, comme nous l’avons dit plus haut, le Problème général. M. Hesse, malgré son incon- 
testable talent, n’a pas, réussi à i)erfectionner l’analyse rigoureuse que nous devons à Lagrange, 
car une inadvertance l’a fait tomber dans une erreur grave, (pie nous indiquerons plus loin, et 
qui infirme absolument sa conclusion. Ajoutons que la notation particulière dont le géomètre 
allemand fait usage, pour abréger l’écriture des formules, ne, paraît pas préférable à celle de» 
son illustre devancier. 

Pour justifier les remarques qui précèdent, il est nécessaire d’entrer dans quelques détails; 
nous le ferons d’une manière succincte, en introduisant dans l’analyscî de Lagrange les modifica- 
tions nécessaires pour rétablir la symétrie des formuli's, et en dégageant la solution de tout ce 
qui n’est qu’accessoire. 

1, Soient jr,/, z les coordonnées rectangles du Corps B par rapport à C; j:’, y \ celles du 
Corps C par rapport à A ; x", j", z” celles de A par rapport à B; on aura 

(l) o, 3 3'^= o. 
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i) r — , r'= -H /'’■+■ a'*, r* = -+. a*’ , 

Les é<|uations diiïérentielles du mouvement forment trois groupes dont Tun est 
/ X A -+- B ‘4- C 


i3) 


dû 

d\û 


dû 


A-hB-t-C 

dû ^ 


B-hC . / X x' x^\ 

B + C , _/.r y ,r"\ _ 

^ B ~h -f- ^ y — O, 

B-4-C „ ^/x .r' 


et dont ies deux autres se déduisent du précédent en changeant r en / et en z, A cause des 
formules (i), les équations de chaque groupe peuvent être réduites à deux distinctes; ces 
équations coïncideraient avgc les équations (A), (B), (C) de Lagrange, si l’on y faisait le simple 
changement de :r, r, r-, x\ r \ 2 " en —x*\ — /", — 3 ", — .r, — /, — z. 

Du groupe (3) et des deux groupes analogues on déduit 

.r d\Y^xd\i xUl\Y'-fd\j>' .rVy-/'V/^x" 

' k(ù‘ '■ ' \ifl? ■ Cr*’ 

e(|ualion (jui subsiste quand on exécute la substitution circulaire (.r, r, z) et qu’on répète cettt' 
substitution. On conclut de là les trois intégrales des aires, savoir 

y^dz - zdr y' dz! -- ^'dy' y'*dz"—z"dy" 

_ H ijTÂT"^" ' tcit "■ 


'4) 


Z dx — X dz û dx' — x'dz* z”dx" ~ x"dz'' . 

4" rr~r. ■ 


Adt 


Udt 


Cdf 


X dy — y dx Xfh ‘ ' — r ' dû .ûdj * 


Cdt 


a, //, r étant trois constantes arbitraires. 
Knsuite, si l’on fait 


( à) tr 


dx^ 4 - c(x'^ -f* dz^ ^^,2 _ d^c'^ ^ dy'^ 4- dz’"^ 


dû 


dû 


dr'^ Y-dy’^-Y dû 

dû 


et que Ton ajoute ensemble les équations du groupe ( 3) et des deux analogues, après avoir 
multiplié ces équations respectivement par 

'idx 'idx* 'idx" %dy %dy' 2 dy‘^ idz %dz' àdz" 


B 


C 


B 


C 


C 


on cUii a 


(iû iû ir^\ . ^,/dr dû dû'\ 

''il ^ ir ) ^ ^ Vât^ ^ 
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ce qui donne, par l’intégration, l’équation des forces vives, savoir 

/étant une constante arbitraire. 

2. Posons 

(8) —y;, -f- j"j - ^y/, xx' yy' zz'— — //, 


ou, ce qui revient au même, 




/•'-h — / ' 


==y> 


on aura 
(lo) 

faisons en outre 

(>•) 

CA 3 qui donnera 
( 12 ) 


r" = //' 


.p+l> 



!{ + <{' + q” -■ O, 




O. 


Si l’on différentie deux fois la première équation ( 2 ), après l’avoir élevée au carré, on aura 


1 (P[r) / (Px <Py 

2 dp ~ y dp dp 


d^z\ 
’’ dp J 


et celle formule subsiste quand on y remplace j-, r, z, r, u par x', y', z', /■', u' ou |)ar x^j ", z", 
/•", Si donc on multiplie les équations (3) par x, x', x" respectivement, et (ju’on ajoute 
ensuite chacune des équations résultantes avec celles qu’on en dé luit par lo changement de* x 
en y et en z, on aura, en vertu de la formule précédente, 


(i3) 


dY^) 


dp 

r 

d^r-) 

A-t-B + C 

dt^ 

r' 

d’(r"‘) 

A-hBh-C 

dP ^ 

r" 


+- A (yV </'—///) — iP — O, 
^B(pY-p'q')-iP -=0, 
+• C ( pq —p'q' ) - --- O. 


Ces formules (i3) répondent aux formules (F) de Lagrange, ou, ce qui revient au même, aux 
formules (K), en tenant compte des formules (J) de l’Auteur. 
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Ajoutons les quatre équations (i 3 ) et (7), après avoir divisé les trois premières par A, B, C 
respectivement; on aura 



(U^ 


t r/’ (/•'») 

2 B llt‘ 


1 

âC 



h-B 4 - 



B/' 



(Ætie équation coïncide avec l’équation (L) de Lagrange, quand on y permute les lettres r 
et r"; c est une transformée de l’intégrale des forces vives; elle ne renferme que les seules 
distances r', r". 


3 . D’après les formules (1), les trois quantités 

z'dz") — {x"dx’ ^y''dy'-+- z“dz'), 

(x" dx + y"dy -i- z'dz) — [x dx" + y dy" dz ") , 

[xdx'-y-y dy'-k- Z dz’)~( x'dx 4 - y ’dy z'dz) 

sont égales entre elles. Si l’on désigne par pr/r leur valeur, on aura, par le moyen des for- 
mules (8), 


/ x'dx"^y'dy"+ z'dz“- \{ — dp prfr), x'’dx‘-^y"dy'-\- z"dz'=^\{- dp — pr*), 
(i5) - x"dx-^y''dy-^z“dz = \{-dp'-hfdt), x d.d' + y dy" + z dz" = dp'- ^dl), 

1 xdx' -\-ydy'-^zdz' =zi;[ — dp"+çdt), x' dx + y' dy + z' dz dp"—^dt). 

La quantité auxiliaire p que nous introduisons n’est autre chose que celle qui e«t désignée 

P<*|’ ~ ^ dans le Mémoire do Lagrange; il est évident que cette quantité peut être exprimée 

en fonction des vitesses «, dos distances r, r', r" et de leurs différentielles dr, dr', dr". 

En effet, considérons quatre directions respectivement parallèles à celles des rayons /■, r' et 
lies vitesses «, soient L, M, N les cosinus des angles formés par la direction de r' avec les 
directions de «, r; L,, M,, N, les cosinus des angles formés par les directions de «”et r, de u 
et r, de U et On aura entre ces six cosinus la relation connue 


(16) \ + 

1 + 2 ( L, MN 4- M, NL -t- N, LM + L, M, N, ) - 2 ( LL. MM, 4 - MM,NN, 4- NN, LL, ) = o. 

On a d’ailleurs, par les formules précédentes, 


L = 

P (it -h d]/ 
2 r'iuit ’ 

dr‘ 
icdt ’ 

N = 

p" 

~W' 

L = 

pdt^dp" 

M — 

N,= 

id 4 - «'“ — 


2rii’ di ’ 


2 UU‘ 


Faisons, pour abréger, avec Lagrange, 


(18) 


= V, 


= c 


‘J. 


2 
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d’où 

( ï 9 ) = t»' 4- = p” -f- (>, u"' = P -h v\ 

et 



(î’est préciscniont l’équation (N) de Lagrange. Si Ton suppose que u}^ u'\ w"* y soient rem- 
placées par leurs valeurs tirées des équations (ri), la quantité auxiliaire p no dépendra que 
de^ distancx3s r, r\ r** et de leurs différentielles du premier et du deuxième ordre. 

i. Puisque l’on a 

[xdx'— x'dx) -f- [ydr* — r‘ dr) -+■ [zdz'— z'dz) = pdt, 

i! s’ensuit, par la différentiation, 

x'd^x) -f- (zd^z* — zl d'^z) = dpdt^ 

et, si l’on élimine les différentielles secondes des coordonnées au moyen des équations (3) (ff 
de celles qui s’en déduisent par le changement de x en y et en z, on aura 

(aa ) ^ + kfxi + B/y' 4- C/y" ^ o ; 

cette équation n’est autre que l’équation (H) de Lagrange, en tenant compte du changement 
de notation. 

5. Revenons maintenant aux équations (4) : on a identiquement 

[ydz—^zdy] [y'dz! — zdy‘)-¥-{zdx--xdz)[z'dx^--x'dz') [xdy—ydx) [x' df —y' dx') 

= (xx^-{-y)'-hzz*) {dxdj/--hdydy'~^dzdz')--(xdx'-hydy-hzdz*) (x'dx -hy'dy-h z'dz)^ 

et cette formule subsiste quand on écrit x'^ r^ z' ou x\ y\ z" au lieu de x^ r, z, ou bien 
x\ y\ z” ou X, /, z au lieu de x'^ y\ z'. D’après cela, si l’on fait 

a- k\ 


VI. 
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et que l’on ajoute les équations (4 ), après les avoir élevées au carré, on aura, en faisant usage 
de la précédente formule, ainsi que des formules (a), (5), (iS) et (i8j. 



= P- 


A-ï-B-t-C } 
aABC P’ 


ce qui est Téquation (P) de Lagrange. 

Si maintenant on suppose que w’, soient remplacés partout par les valeurs tirées 
des formules (i 3 ), et que, par le moyen de Téquation (21), p soit éliminé des équations (22) 
et (23), celles-ci ne contiendront plus que les distances r, r\ r^\ la première sera du troisième 
ordre et l’autre du deuxième; en les joignant à l’équation (14), on obtiendra le système diffé- 
rentiel indiqué par Lagrange. Ce qui précède résume la partie essentielle du Mémoire de 
l’Auteur. . 


6. Différentions les équations (5) et remplaçons ensuite les différentielles secondes par les 
valeurs tirées des équations (3) et des analogues : on aura, en faisant usage des formules 
précédentes, 


il 






(U 




Ces formules coïncident avec les équations (I) do Lagrange, quand on tient compte des équa- 
tions ( J ) de l’Auteur. M. Hesse leur substitue les trois combinaisons obtenues quand on les 

ajoute entre elles, après les avoir multipliées respectivement 

P^^^ P^ï* P"’ première combinaison n’est autre chose que l’équa- 
tion (ff); la deuxième combinaison donne, en se servant des formules (12), 


( 25 ) 


Â^- 


— Br^ “ 7fr c?» “ 7ir ■ 


-( 


' .<2 <lp' 




(It 


(If 


O ; 
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enfin la dernière combinaison, qui seule contient p, est, en faisant usage de Inéquation (aa), 



Supposons que Ton différentie l’équation (a 3 ), ce qui fera disparaître l’arbitraire A-, et que 

de l’équation résultante on tire la valeur de p ^ pour la substituer dans l’équation (a6). Alors, 

comme lâ ^ 7/^ représentent les valeurs fournies par les équations (i3), les équations (6), 

(a 5 ) et (26), qui sont toutes du troisième ordre et ne renferment aucune arbitraire, consti- 
tueront, d’après M. Hesse, le système différentiel duquel dépendent les distances r, r\ r", 
quand on ne fait pas intervenir les principes des forces vives et des aires. Enfin, si des mêmes 
équations (6), (25) et {26) on tire les valeurs de pour les porter dans 

l’une des équations (24), celle-ci donnera, d’après le môme géomètre, une valeur de p qui 
sera seulement du deuxième ordre ; en portant cette valeur dans l’équation (23) et enjoignant 
ensuite cette équation aux équations (14) et (26), on obtiendra un système composé de deux 
équations du deuxième ordre et d’une du troisième ordre, dans lequel figureront les deux 
constantes arbitraires/ et X'. 

Telle est la solution que M. Hesse propose dans son Mémoire. Cette solution paraît, à première 
vue, beaucoup plus simple que celle de Lagrange, mais il n’est pas difficile de reconnaître l’in- 
exactitude de la conclusion de M. Hesse. Effectivement l’équation (îi6), après qu’on en a éliminé 

l’équation (2*3) différentiée, n’est pas autre chose que l’équation ( 6 ) multipliée par le 

facteur *3* “q" i trois équations du troisième ordre qui composent le premier sys- 

tème de M. Hesse ne sont donc pas distinctes. Le deuxième système du môme géomètre ne 
saurait, en conséquence, avoir d’existence réelle, puisque les équations du premier système 
sont impropres à fournir les valeurs des différentielles du troisième ordre, ou, ce qui revient 
au môme, les valeurs des différentielles d[u^), d[u"^). On ne saurait se dispenser, 

dans la recherche dont nous nous occupons, de tenir compte de l’équation (21), comme Lagrange 
a eu soin de le faire. 

(Note de V Éditeur,) 
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SUR 


L’ÉQUATION SÉCULAIRE DE LA LUNE ’’ 

IVec cum fiducià inveniendi, nec Bine spe. 
Senec., Nat,^ qiiæst. vu, ig. 


I Mémoires (le l’Académie Royale des Scienœs de Paris, Samnts étrangers, 
t. VU; 1773. (Prix pour l’année 1774.)] 


La question proposée par TAcadémie Royale des Sciences pour le 
sujet du Prix de l’année 1774 est double et renferme, à proprement 
parler, deux questions différentes. 

Dans la première, on demande par quel moyen on peut s’assurer qu’il 
ne résultera aucune erreur sensible des quantités qu’on aura négligées 
dans le calcul des mouvements de la Lune. 

Et, dans la seconde, on demande si, en ayant égard non-seulement à 
l’action du Soleil et de la Terre sur la Lune, mais encore, s’il est néces- 


( * ) Ce premier essai de Lagrange sur V Équation séculaire de la Lunvy qui a obtenu le Prix de 
l’Académie Royale des Sciences, pour 1774, est antérieur de dix-huit années au Mémoire sur le 
même sujet que l’Auteur présenta à l’Académie de Berlin ( OEuvres de Lagrange, t. V, p. 687 ). 

C’est en 1787 (pie Laplace fit connaître sa mémorable découverte de la cause qui produit 
l’équation séculaire de la Lune; mais, dès 1783, Lagrange avait reconnu que les moyens mou- 
vements des planètes pouvaient être sujets à des variations séculaires dépendant des excen- 
tricités et des inclinaisons; il avait môme fait l’application à Jupiter et à Saturne, ce qui ne lui 
avait fourni que des variations presque insensibles (OEuvres de Lagrange, t. V, p. 38 i). Les 
formules qui se rapportent aux planètes sont applicables au cas de la Lune ; mais ce ne fut que 
plus tard, en 179a, que Lagrange s’occupa de cette importante application. 

[Note de L Editeur,) 
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saire, à l’action des autres planètes sur ce satellite, et meme à la ligure 
non sphérique de la Lune et de la Terre, on peut expliquer, par la seule 
Théorie de la gravitation, pourquoi la Lune paraît avoir une équation 
séculaire, sans que la Terre en ait une sensible. 

Le Mémoire suivant est destiné uniquement à répondre à la seconde 
de ces deux questions. On y verra : que l’équation séculaire de la 
Lune ne saurait être expliquée par la seule Théorie de la gravitation, du 
moins en prenant cette équation telle que les astronomes l’ont adoptée 
d’après feu M. Mayer; 2 " que les preuves (jue l’on a de l'existence de cette 
même équation ne sont pas, à beaucoup près, aussi solides et aussi con- 
vaincantes qu’on pourrait le désirer. Je serai sulfisamment récompensé 
de mon travail si l’illustre Compagnie, à qui j’ai l’honneur de le présen- 
ter, daigne l’honorcr de ({uelque attention, et surtout s’il peut exciter 
d’autres plus habiles que moi à le pousser plus loin, et à décider irrévo- 
cablement l’importante question de l’équation séculaire de la Lune. 

Quant à la première question, j’avoue que, après y avoir médité long- 
temps et avec toute l’attention dont je suis capable, je n’ai rien trouvé 
qui pût me satisfaire, ou qu’on pût du moins ajouter h ce que M. d’Alem- 
hert a déjà dit sur ce sujet dans les derniers volumes de ses Opuscules. 
J’ai donc cru pouvoir me dispenser de traiter celte question, et je me 
flatte que l’Académie voudra bien ne pas m’en savoir mauvais gré; en 
récompense, j’ai lâché de m’étendre d’autant plus sur l’autre question, 
et d’entrer dans des détails astronomiques que cette illustre Compagnie 
n’a pas demandés, mais que j’ai crus indispensables dans la matière dont 
il s’agit. 

1. Quoique la Théorie de la gravitation universelle ait jusqu’ici par- 
faitement rendu raison des inégalités périodiques qu’on observe dans les 
mouvements des Corps célestes et surtout de la J.,unc, elle n’a cependant 
pas encore fourni d’explication de l’équation séculaire de cette planète. 
M. Halley est le premier qui ait soupçonné une accélération dans le 
moyen mouvement de la Lune, comme on le voit par ce passage de la 
seconde édition des Principes mathématùfues : Et collatis quidem ohser- 
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vationibus eclipsium habylonicis cum iis Albategnii et cum hodiernis, Hal- 
leyus noster motum medium Lunœ cum motu diurno Terrce coUatum paula- 
tim accelerari, primus omnium, quod sciam, deprehendit, page 481 . Mais, 
soit que ce grand Astronome n’ait pas cru pouvoir entièrement compter 
sur l’exactitude des observations qui lui avaient donné l’accélération de 
la Lune, soit qu’il ait regardé cette accélération comme trop peu sen- 
sible pour qu’on dût en tenir compte dans le calcul du lieu de cette pla- 
nète, il est certain qu’il n’y a eu aucun égard dans les Tables qu’il en a 
publiées depuis. Cependant la remarque de M. Halley n’est pas demeurée 
infructueuse : deux savants Astronomes, MM. Duntborne et Mayer, ayant 
entrepris d’examiner de nouveau ce point important de la Théorie de la 
Lune, ont non-seulement reconnu l’existence de l’équation séculaire de 
cette planète, ils en ont de plus déterminé la quantité : le premier l’a 
fixée à 10 secondes pour le premier siècle, et le second à 7 secondes dans 
ses premières Tables, et ensuite à 9 secondes dans les dernières; et 
comme les Tables de la Lune de M. Mayer ont été généralement adoptées 
par les Astronomes, l’accélération du mouvement de la Lune est main- 
tenant regardée comme un fait dont il semble qu’il ne soit presque pas 
permis de douter. 

M. de la Lande a néanmoins remarqué, dans son Astronomie, qu’il 
^restait encore quelque incertitude sur les observations qui ont servi à 
déterminer ce nouvel élément de la Théorie de la Lune, et qui se rédui- 
sent à deux éclipses de Soleil observées en 977 et 978 près du Caire, par 
Ibn Jonis, Astronome du calife d’Egypte Aziz; comme ces observations 
sont les seules que nous ayons pour servir de terme de comparaison 
entre les anciennes observations des Babyloniens et celles de ces derniers 
temps, il faut avouer que, si l’on était obligé de les rejeter, on perdrait 
les principales et même les uniques preuves décisives que l’on ait de 
l’accélération du moyen mouvement de la Lune; car je ne puis croire, 
avec M. Mayer, que cette question puisse se décider par la simple com- 
paraison des observations du siècle passé avec celles de ce siècle, les va- 
riations qui peuvent se trouver dans le mouvement moyen de la Lune, 
dans le court espace d’un siècle, étant nécessairement trop petites pour 
VI. 43 
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pouvoir être attribuées à d'autres causes qu’aux erreurs des observations 
et à l’incertitude qui a encore lieu dans quelques-unes des équations de 
la Lune. 

Quoi qu’il en soit, en attendant que le temps et les recherches des 
astronomes nous apportent de nouvelles lumières, la Théorie est, ce me 
semble, le seul moyen que nous ayons pour décider un point d’ Astro- 
nomie si important. Il s’agit donc d’examiner, le plus soigneusement 
qu’il est possible, si la gravitation universelle peut produire, dans le 
mouvement moyen de la Lune, une altération sensible et conforme aux 
observations; c’est la question que je me propose de traiter dans ces 
Recherches. 

2 . Pour que le moyen mouvement de la Lune soit assujetti à une alté- 
ration croissante comme le carré du temps, ainsi qu’on le suppose dans 
les Tables, il faut que la formule générale du lieu vrai de cette planète 
renferme, outre le terme Z qui représente le mouvement moyen, encore 
un terme de la forme tZ*, i étant un coefficient positif et très-petit; ce 
dernier terme représentera donc l’équation séculaire, qui sera toujours 
additive au mouvement moyen avant et après l’époque qu’on aura fixée 
pour le commencement de celte équation, et qui, dans les Tables de 
Mayer, tombe au commencement de ce siècle. Donc, nommant sr le rap- 
port de la circonférence au rayon, on aura m X 36o® pour la valeur de 
l’équation dont il s’agit au bout d’une révolution de la Lune; et, nom- 
mant ensuite v le rapport du mouvement moyen de la Lune à celui du 
Soleil, on aura mv* X 36o® pour la quantité de la même équation au bout 
de la première année après l’époque; enfin, multipliant cette quantité 
par loooo, on aura la quantité de l’équation pour le premier siècle, 
laquelle étant, suivant M. Mayer, de 9 secondes, on aura cette équation 

10000 1 wv’ X 36 o® = 9", 

c’est-à-dire, en réduisant aussi les degrés en secondes, 


10000 . 36 o . 36 oo itdv* = 9 ; 



d’où l’on tire 
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10000.360. 36 oonjv*’ 

or on a à très-peu près ® = 6 et v* = 1 78 ; donc on aura environ 

. I 

1537920000000 

3 . Telle doit donc être la valeur du coefficient i de l’équation sécu- 
laire, dans l’hypothèse que cette équation soit réelle et croisse constam- 
ment comme le carré du temps; mais, comme il peut se faire aussi qu’elle 
ne soit qu’apparente, et que ce ne soit dans le fond qu’une équation pé- 
riodique, mais dont la période soit très-longue, il est bon de voir en 
particulier quelle devrait être sa valeur dans ce cas; car, quoique l’eflet 
de l’équation séculaire puisse être sensiblement le même dans l’un et 
dans l’autre cas, pendant un intervalle de temps peu considérable, il 
deviendra cependant fort diflêrent au bout d’un grand espace de temps; 
de sorte que, si cette équation, au lieu d’être réelle, n’est qu’apparente, 
elle devra nécessairement avoir une tout autre valeur que celle que 
nous venons de trouver, pour pouvoir répondre à la fois aux observations 
babyloniennes et arabes qui ont servi de données dans la détermination 
de cet élément. Mais pour cela il est nécessaire de commencer par exami- 
ner, en peu de mots, comment on peut accorder ces observations par 
l’introduction d’une équation séculaire réelle; ensuite nous verrons ce 
qui doit en résulter dans l’hypothèse que l’équation séculaire ne soit 
qu’apparente. 

4 . Comme les observations les plus distantes entre elles sont celles 
qui peuvent fournir les déterminations les plus exactes des mouvements 
moyens des planètes, on a employé dans la détermination de celui de la 
Lune la plus ancienne éclipse dont la mémoire nous ait été conservée, 
et qui est celle que Ptolémée rapporte avoir été observée à Babylone le 
19 mars 720 avant J.-C. {Almageste, Livre IV, Chapitre VI). M. Cassini 
ayant comparé cette observation avec celle d’une éclipse de l’année 1717, 

43. 
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où la Lune s’est trouvée à peu près dans les mêmes circonstances, a trouvé 
le mouvement séculaire de la Lune de io® 7‘’49 î or, si le mouvement 
moyen de la Lune était tout k fait uniforme, il est clair qu’on devrait 
toujours trouver le même résultat en comparant ensemble d’autres 
observations; mais on a reconnu dans ces derniers temps que les obser- 
vations arabes, dont on a parlé ci-dessus, comparées avec les observa- 
tions de ce siècle, donnent environ 2' 36 "^ dé plus pour le mouvement 
séculaire de la Lune. M. de la Lande, dans Mémoires de l'Académie, 
année 1757, trouve qu’en employant le mouvement moyen qui résulte 
des observations arabes, la longitude de la Lune dans l’éclipse de 720 
avant J.-C. est moindre de i®27' que l’observation ne l’a donnée; or, 
comme M. de la Lande suppose le milieu de cette éclipse 4 ? minutes 
plus tôt que M. Cassini,-!! s’ensuit qu’il faut ôter de i®27' le mouvement 
relatif de la Lune au Soleil pendant 47 minutes, lequel est de 23 ' 52 "; 
ainsi l’on aura i® 3 ' 8 ", qui, étant partagés en 24 j, nombre des siècles 
écoulés entre l’observation dont il s’agit et 1700, donne 2 ' 36 "|, dont 
le mouvement moyen séculaire est plus grand, parce que, comme en 
remontant on avance contre l’ordre des signes, une longitude moindre 
indique un plus grand espace parcouru. C’est ce qui a engagé les Astro- 
nomes à appliquer au mouvement moyen une équation séculaire propre 
à sauver cette différence. 

5 . En effet, soit x le mouvement séculaire moyen dont la marche est 
uniforme, et y l’équation séculaire, que nous supposerons d’abord pro- 
portionnelle au carré du temps; et, prenant le commencement de ce 
siècle pour époque, on aura, après m siècles, le mouvement moyen 
=:mx -h m^y‘, par conséquent, en faisant m négatif, on aura, pour 
m siècles comptés en arrière, le mouvement moyen = —mx + m^y. 
Soit maintenant a le mouvement séculaire moyen trouvé par M. Cassini 
d’après l’éclipse de 720 avant J.-C. et a -h p le mouvement séculaire 
moyen trouvé d’après les observations arabes de 977 et 978; et comme, 
entre les années 720 avant J.-C. et 1700, il s’est écoulé 24^ siècles, et 
que, entre les années 978 et 1700, il s’est écoulé environ 7-^ siècles, on 
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aura — (241) « et — (7i) (a-»-/ 3 ) pour les mouvements moyens qui se 
rapportent aux années 720 avant J.-C. et 978 : donc, si Ton veut que 
la formule — mx -4- m^y satisfasse à la fois aux observations de ces 
années, il n’y aura qu’à supposer successivement w = 24^, = 7^, et 
former ensuite les équations 


c’est-à-dire, 
d’où l’on tire 


— ( 24 |)- j 7 + (24|)‘7 = — (241) a , 

-( 7i)^ + ( 7l')’r = — ( 7T)(a-t-P). 


Or on a trouvé a = io®7°49'^2" et |3 = 2 ' 36 "|; donc on aura 


y = g", 2 , et de là a: = 10® 7 ® 53' 34 \ ^4 5 


ce qui s’accorde à très-peu près avec les éléments que M. Mayer a em- 
ployés dans ses dernières Tables, où il fait le mouvement séculaire 
moyen de 10*7" 53 ' 35 ", et l’équation séculaire de 9 secondes pour le 
premier siècle, à compter depuis 1700. 

6. Supposons maintenant que l’équation séculaire ne soit pas con- 
stamment proportionnelle au carré du temps, mais qu’elle dépende du 
sinus d’un angle qui varie peu, en sorte qu’elle ne suive la loi du carré 
que pendant un certain espace de temps; soit A + fxZ cet angle, Z étant, 
comme ci-dessus, le mouvement moyen de la Lune, et (jl étant un coeffi- 
cient très-petit, de manière que l’angle [iZ demeure encore très-petit 
vis-à-vis de l’angle fini; et comptant A au bout d’un grand nombre de 
révolutions de la Lune, on aura pendant cet intervalle de temps 

sin( A •+• fxZ) = sin A -t- f/.Z cosA — — sinA 

à très-peu près; d’où l’on tire 

2, _ 2Z cosA 2[sinA — sin( A -h fJtZ)] 

^sinA /x’sinÂ ’ 
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de sorte que l’équation séculaire apparente il? sera véritablement re- 
présentée par la formule 


ai 


nsink 




Z cos A 


sinA — 


sin(A ■4- nZ) 
___ 


et par conséquent s’éloignera à la longue de la loi du carré du temps. 


7 . Voyons donc quelle doit être, dans cette hypothèse, la valeur du 
coefficient i, pour satisfaire aux mêmes données du n° 4 . Soit $ la quan- 
tité de l’angle |jiZ au bout d’un siècle, on aura au bout de m siècles 


IX = m$; donc 



ainsi l’équation séculaire sera, pour m siècles, 


—r —. — T ffnô cosA 4- sin A — sin ( A + m6)l; 


ÎQi 

lorsque m = i, cette quantité devient (à cause de Q très-petit) qui 


sera donc la quantité de l’équation séculaire pour le premier siècle. 
Nommons donc, comme ci-dessus, y cette valeur de l’équation sécu- 
laire et a; le mouvement séculaire moyen; on aura, après m siècles, le 
mouvement moyen égal à 


' [/»9 cosA -t-sinA — sin(A -4- mB)\. 
ô’sinA*- ' '■' 


Faisant donc successivement m = — et = — 7^, pour avoir les 
mouvements moyens qui répondent aux années 720 avant J.-C. et 978, 
on formera ces deux équations 

- (24i) ^ [- (24 i) ® cos A-t- sin A- sin [A- (24I) 0]J = - (24f) a, 

-( 7i)0cosA-4-sinA-sin[A-( 7|)0]J=-( 7t)(«+|3); 
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c’est-à-dire, en changeant les signes, 


el sinA jJ-“’ 


-f[- 


colA 


{ 7 i )0 


(- 


sin[A^(7i)0] 
sin A 


)] 


P; 


d’où l’on tirera aisément a? et y quand on connaîtra A et ensuite on 
aura, comme dans le n" 2, 


d’où l’on tirera 


loooo i Gjv* X 36o® = J, 


r 

iooooojv*X 36o® 


8. Supposons, par exemple, que l’angle A-Hp.Z soit égal au double 
de la longitude de l’apogée du Soleil (on verra plus bas, aux n"’ 30 
et suivants, pourquoi nous choisissons cette hypothèse); on aura donc, 
en prenant toujours le commencement de ce siècle pour époque, A égal 
au double de la longitude de l’apogée du Soleil en 1700, et $ au doubh* 
du mouvement séculaire de cet apogée; ainsi l’on aura, par les nou- 
velles Tables de Mayer, 

A = 6*1 S" 25' 12", et 0 = 3"4o' = (en parties du rayon) 0,063994. 


Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, on aura 


X — 


X — 


ar r 

3» 40' L 

ar r 

3-’ 40' L 


col 1 5" 25' ■ 


coti5®25'-f- 


I / 81073® i9 '\“j _ 

88“ 44' v"^ Sini5®25'jj““’ 

I / sioio®59'\"l , . 

26“ 24' \ sin i5“25'/ J 


c’est-à-dire. 


X 


V 

0,06399 


X 


0,06399 


3,62636 -h 
3,62636 4- 


4,6o336\ 

i, 5486 ^j 

i, 7 i 669 \ 

0,46077/ 


= «> 


= «- 1 - 13 ; 
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ou bien, en réduisant, 


d’où 


1,30788 0,10868 - 

x-i ^ — r=a, — r=a-+-S; 

0, 06399*' 0,06399*' 


.06399 

1 , 50656 *^’ 


or = a -h 


1,30788 - 
1 , 50656 *^’ 


et, à cause de a= io® 7 ° 49 ' 52 " et j 3 = a'Sa" (n® 5 ), 
J? = io®7®52'4’\ y ~ — 6", 456; 


d’où l’on voit que la valeur de y doit être négative et égale à environ 
deux tiers de la valeur qu’elle doit avoir dans le cas de l’équalion con- 
stamment proportionnelle au carré du temps; quant au mouvement sé- 
culaire moyen, il ne différé que de i'24" de celui qu’on a trouvé dans le 
cas dont nous venons de parler. 

Dans l’hypothèse présente, on aurait donc pour l’équation séculaire, 
qui devra être ajoutée au mouvement moyen au bout de m siècles comp- 
tés depuis 1700, 


3 ' 21 


'. 775 [ 


m col 1 5 ® 25 '- 



sin(i 5 ® 25 '-hmx 
sin i 5 ® 25 ' 



et, pour les siècles qui précèdent 1700, il n’y aura qu’à prendre w né- 
gatif. 

Et la valeur du coefficient i sera 

6 I 

1 0000.360. 3600 2 3 o 6 B80 000 000 *^'^'^**'®*^* 


9 . On trouverait des résultats differents si l’on adoptait d’autres 
hypothèses à l’égard de l’angle A -+- p,Z, et il est clair que, tant qu’il ne 
s’agira que de satisfaire aux données du n® 4 -, on sera le maître de don- 
ner telles valeurs qu’on voudra à A et à p.; de sorte que le Problème de 
l’équation séculaire de la Lune, envisagé sous ce point de vue, est entiè- 
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reinent indéterminé et ne peut être résolu par le secours des observations 
seules. Il est vrai que les Astronomes supposent communément que les 
équations séculaires des planètes ne peuvent être que proportionnelles 
aux carres des temps; mais il paraît que la simplicité et la facilité de 
cette hypothèse sont les seuls motifs qu’ils aient de l’embrasser. 

Ce n’est donc que par la Théorie qu’on peut se flatter de déterminer 
la forme de l’équation séculaire des planètes et de la Lune en particu- 
lier; et la question est de savoir si, parmi les inégalités qui résultent de 
l’attraction mutuelle des Corps célestes, il doit y en avoir de l’espèce de 
celles que nous avons supposées ci-dessus dans le mouvement de la 
Lune, et dont l’effet ne doit être sensible qu’au bout de plusieurs siècles ; 
or, pour ce <jui regarde la Lune, quoiqu’il soit démontré que ses inéga- 
lités périodiques sont entièrement et uniquement dues à l’action du 
Soleil combinée avec celle de la Terre, cependant il parait très-diflicile et 
presque impossible de déduire de la même cause l’inégalité séculaire de 
cette planète; du moins aucun de ceux qui ont travaillé jusqu’à présent 
à la solution du Problème des trois Corps n’a pu trouver dans la formub' 
du lieu de la Lune des ternies propres a produire une altération vraie ou 
même seulement apparente dans son inouvennnit moyen ; sur quoi on 
peut voir surtout les judicieuses et fines remarques de M. d’Alernberl 
dans les volumes V et VI de ses Opuscules. 

Mais il y a une circonstan(;e à laquelle on n’a point encore fait atten- 
tion jusqu’ici dans les calculs des mouvements de la Lune : c’est la non- 
sphéricité de la Terre, laquelle produit une petite altération dans la force 
qui pousse la Lune vers la Terre, en sorte qu’il en résulte une nouvelle 
force perturbatrice de l’orbite de la Lune, laquelle, étant combinée avec 
celle qui vient de l’action du Soleil, pourrait peut-être produire des 
termes qui donneraient l’équation séculaire de la Lune. Ce point mérite 
donc d’être discuté soigneusement; c’est ce que nous allons faire avec 
tout le détail que la difficulté et l’importance de la matière exigent. 

10. Soit X le rayon vecteur de l’orbite qu’un Corps décrit dans un 
plan fixe en vertu de deux forces, l’une dirigée vers le centre des 
Vi. 44 
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rayons vecteurs, et l’autre II toujours perpendiculaire k ces rayons; 
nommant^ l’angle parcouru pendant le temps /, on aura, comme l’on 
sait, les deux équations 


d^x X dŸ 

lF~ 1 iF 

dix'‘d(fi) 


+ 'F = (), 


= O. 


La seconde, étant multipliée par et ensuite intégrée, donne 


ij'x^nd(f = k’', 


k étant la valeur de lorsque j'x^îldf est nul; et de là on tire 

d’ahord 

III. S'"’/ 

y//r*-l- 2 fx’^Udcf 

Ensuite, substituant cette valeur dans la première équation et pre- 
nant d({i constant, on aura 


d^~ 

X I 


«9 


df X k-‘-\-ij'Wx^d<^ 

M 

Donc, si la force 'F est composée d’une force — et d’une force pertur- 
batrice «F, on aura, en faisant — — u, 


d^u M ,v 

^ + „_P_u=„, 


. . llxdx aM . , 


où 



DE LA LUNE. 


3W 

Et, si les forces perturbatrices II et O sont très-petites par rapport à la 
M 

force principale -^^5 on aura à très-peu près 


VI. 

VII. 


d^u 


I 5.M rnrfcp n r/M\ 

/(* \ J m* 




Ces formules sont assez connues, mais nous avons cru devoir les rap- 
peler ici pour épargner à nos lecteurs la peine de les aller chercher 
ailleurs. 


il. Pour appli(juer maintenant ces formules au mouvement de la 
Lune, nous supposerons d’abord que cette planète se meuve dans l’c- 
eliptique, c’est-à-dire, que nous ferons abstraction de l’inclinaison de 
son orbite, qu’on sait toujours être fort petite; il sera ensuite aisé d’y 
avoir égard si on le juge à propos. Dans cette supposition donc, si l’on 
nomme a le rayon vecteur de l’orbite du Soleil, S sa masse et ïj la dis- 
tance ou l’élongation de la Lune au Soleil, on trouve que l’action du 
Soleil sur la Lune produit deux forces perturbatrices, l’une dans la 
direction du rayon vecteur x de l’orbite de la Lune autour de la Terre, 
laquelle est 

l’autre perpendiculaire au même rayon vecteur, et qui est 

$ étant la distance rectiligne entre la Lune et le Soleil, en sorte (jue 

è = — 2 < 7 .r cosv) 4- 

Or, comme a est environ quatre cents fois plus grand que x, on aura, avec 
une approximation sullisante, 

I y , Sxcosv) _ (3 — i5cos’ïî)Ær’ 

gï — (,3 ’ 


44 . 
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donc, substituant cette valeur, et faisant attention que 


, i + C 0 S 2 yj . 3 cos y; 4- cos 3/} 

COS’ïî = > COS’tî = — : 

2 4 


. Sin2y3 

cosv) sin-/) = ) cos’v) sinv) 


sinyj 4- sin 3») 


on aura, par l’action du Soleil sur la Lune : 


Force perturbatrice dans la direction du rayon. 


(l 4- 3coS2y))aJ — /yco^ i5cos3y)) x’; 
tu» ’ 4ff‘ \ 2 / 


Force perturbatrice perpendiculaire au rayon. 


3 S 8 

sin 2V3 x.*^— g^(3sin/) 4- i5sin3/i) 2 .» 


12. A ces forces provenant de l’attraction du Soleil, il faut mainte- 
nant ajouter celles qui viennent de l’attraction de la Terre; et comme 
on veut avoir égard à la non-sphéricité de sa figure, il est nécessaire de 
considérer en particulier l’attraction de chaque particule de la Terre sur 
la Lune et d’en chercher les forces résultantes. 

Pour faciliter cette recherche, nous commencerons par établir celle 
proposition préliminaire, qui est assez facile à démontrer et qui p(;ul 
être au.ssi utile dans d’autres occasions : 

Si un point A attire un autre point B avec une force quelconque F, et 
qu’on propose de décomposer cette force suivant trois directions données 
perpendiculaires entre elles; soit A la distance entre les deux Corps, et soit 
dA l’accroissement de cette distance en supposant que le Corps attiré B par- 
coure, suivant l’une des directions dont il s’agit, l’espace infiniment petit 
** //A 

du, on aura — F ^ pour la partie de la force F qui agit suivant celte 
même direction. 

De là il s’ensuit que, si l’on détermine la position du point B, par rap- 
port au poinf A, par trois variables «, j3, 7, dont les différentielles dot. 
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d^, dy soient dans les directions suivant lesquelles il s’agit de décom- 
poser la force F, en sorte que la distance A soit une fonction de a, 


y,..., et qu’on dénote, comme à l’ordinaire, par ^ coelfi- 

cients de da, d^, dy dans la différentielle de A, on aura 


-F 


dà 

dcc' 



prfA 


pour les trois forces résultantes de la force F. 

Si F est proportionnelle à ce qui est le cas de l’attraction céleste, 


on aura 


FrfA = f = 


‘‘P 


par conséquent, les trois forces dont il s’agit pourront se représenter par 
les coetFicients de du, c?j3, dy dans la différentielle de en sorte qu’il 

suffira de trouver la valeur de ^ et de la différentier par les méthodes 
ordinaires. 

Si le point B est attiré en même temps vers différents points A, A', 

A" dont les distances à B soient A, A', A" et dont les attractions 

soient 

M ^ 

A'’ A'*’ A"’’"’’ 


il est visible qu’il n’y aura qu’à chercher la valeur de la quantité 

M M' M" 


et la différentier suivant a, y; les coefficients de </«, d^, dy dans cette 
différentielle donneront immédiatement les forces cherchées. Donc, en 
général, si le point B est attiré par un Corps de figure quelconque et 
dont la masse soit M, en considérant chaque élément dM de ce Corps 
comme un point attirant, il faudra prendre d’abord la somme de tous 

les en faisant varier uniquement les quantités qui se rapportent aux 
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éléments rfM, et regardant les a, |3, y comme constantes; dénotant cette 
somme par 1, on y fera varier ensuite les quantités a, j3, y relatives à la 
position du point B, et l’on aura 

^ ^ 

dat^ d^* dy 

pour les trois forces suivant da, dy auxquelles se réduira l’effet de 
l’attraction totale du Corps M sur le point B. 

13. Cela posé, pour pouvoir appliquer avec facilité cette méthode à 
la recherche des forces qui résultent de l’attraction de toutes les parties 
de la Terre sur la Lune, nous considérerons le centre de la Terre, ainsi 
que le plan (h* son é(juateur, comme fixes; et nous y rapporterons, tant 
la position de chaque particule rfM de la Terre que celle du centre de 
la Lune, en ayant attention d’employer, pour déterminer la position de 
(^e centre des lignes variables, dont les différentielles aient les mêines 
directions qu’r)n veut donner aux forces résultantes de rattraction totale 
de la Terre sur la Lune. 

Nous sup|)oserons de plus que l’axe de la Terre soit un de ses trois 
axes naturels de rotation, et que, par conséquent, les deux autres se 
trouvent dans le plan de l’équateur; car, quelle ([ue soit la figure de la 
Terre et la disposition intérieure de ses parties, la rotation constante et 
uniforme qu’elle a autour de son axe suffit pour nous convaincre que 
cet axe est nécessairement un de ses axes naturels de rotation; de sorte 
que, comme les deux autres doivent être perpendiculaires à celui-là, ils 
ne peuvent être placés que dans le plan de l’équateur. 

Donc, si l’on nomme l la distance d’une particule quelconque rfM de 
la Terre au plan de l’équateur, etm, n les distances de cette même par- 
ticule aux plans des méridiens qui passent par le deuxième et par le troi- 
sième axe naturel de rotation de la Terre, on aura d’abord, par les pro- 
priétés du centre de gravité. 
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et, par les propriétés des axes naturels de rotation, on aura en même 
temps 


l'lmdM=:o, J'indM^o, ^mndM — o, 


14. Dans le cas où les deux hémisphères de la Terre sont supposés 
semblables et de densité uniforme, il est facile de voir qu’on aura de 
plus, en général, 


/' 




js étant un nombre impair quelconque, et P une fonction quelconque 
de m et de n; et, si la Terre est un sphéroïde de révolution, on aura 


j^n(QdM = o, = O, 


Q étant une fonction quelconque de / et «, et R une fonction quel- 
conque de / et m; mais ces quantités ne seront plus nulles dès qu’on 
voudra abandonner ces hypothèses et regarder la Terre comme ayant 
une figure quelconque. 

15. Soient maintenant w l’obliquité de l’écliptique, s la longitude de 
la Lune comptée depuis l’équinoxe du printemps, et j sa latitude; nom- 
mant q son ascension droite et p sa déclinaison, on aura par la Trigono- 
métrie ces deux équations 


cosp cos^ = cosj cosz, 
sinp = coscü siuy sin« cosy sinz, 

d’où il est facile de tirer 


cosp sinq = — siiio) sin^’-e cosm cosr sinz. 

De plus, il est aisé de voir que, si l’on nomme p le rayon de l’orbite 
lunaire, et que 1 soit la distance de la Lune au plan de l’équateur, p sa 
distance au plan passant par le colure des équinoxes, et v celle au plan 
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qui passe par le colure des solstices, il est aisé de voir, dis-je, que l'on 
aura 

^ = psin/7, pi = pcosp sin^, v = pcos/> cos^f, 
et par conséquent 

I =:p(cosw sin/-i- sinw cos/ sinz), 

/ji == — p(sin« sin/ — coso) oos/ sinz), 

V =pcosjcosz. 

Ainsi l’on connaîtra les coordonnées rectangles X, p., v de la Lune, rap- 
portées au plan de l’équateur. 

16. Or il est clair que l’ordonnée X est toujours parallèle k l’ordon- 
née /, mais les autres ordonnées p. et v ne peuvent être parallèles aux or- 
donnéesm etn, que dans le cas où le deuxième axe de rotation de la Terre 
passerait par les équinoxes; ainsi il faudra encore changer les coordon- 
nées p. et V en deux autres qui soient toujours parallèles aux coordon- 
nées met n, ou bien on changera ces dernières en deux autres parallèles 
k celles-là; ce qui est d’ailleurs plus convenable, à cause que la ligne 
«les équinoxes est à peu près fixe, au lieu que le deuxième et le troisième 
axe naturel de rotation de la Terre changent continuellement de position, 
à cause de sa révolution diurne autour du premier axe. 

Soit donc ip l’angle que le deuxième axe de rotation de la Terre fait avec 
la ligne des équinoxes, c’est-k-dire, la distance du premier méridien k 
l’équinoxe, en nommant, ce qui est permis, premier méridien celui qui 
passe par ce même axe, et qui est, par conséquent, fixe sur la surface de 
la Terre; on verra aisément que, si l’on désigne par m' ct/i' les nouvelles 
coordonnées dont l’une serait perpendiculaire et l’autre parallèle k la 
ligne des équinoxes dans le plan de l’équateur, on aura 

/n' = wcosij^ -f- «sini}», »'= « cos4' — m sintj^. 

Et, comme les coordonnées /, m', n' qui répondent à la particule dM de 
la Terre sont respectivement parallèles aux coordonnées X, p,, v qui ré- 
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pondent au centre de la Lune, il est clair que la distance A de cette par- 
ticule à la Lune sera exprimée par la formule 

17. Soit, pour abréger, /“ -i- n* = r* (r étant la distance de la 
particule dM au centre de la Terre) ; on aura aussi ■+■ m'^ -H /»'* = r* -, 
et, comme on a déjà X“-t- v^=p^, on aura, en substituant les valeurs 

de X, IX, V et développant les termes, 

A’=p’ — 2p/(coswsin/ -f- siow cosj sinz) 

+ 2pm'(sin6) sinj— cosw cosj sinz) 

— o.pn' cosj cos Z -t- 

où l’on remarquera que le rayon p de l’orbite de la Lune est infiniment 
plus grand que les quantités /, m, n, r; en sorte qu’on pourra exprimer 

commodément la valeur de ^ par une série fort convergente. 

Pour cela je suppose 


pz=/(cosMsinji--+-sin&)Cosjsinz) — m'(sina)sinj— cosw cosj sinz) -f-tt'cosrcosz; 
ou bien, en substituant les valeurs de m ' et n', 


P — / (cosw sinj -I- sinw cos/ sinz) 

— m[(sinw sin/— cosw cos/ sinz) cos 4 ' -I- cos/ cosz sin^j;] 

— n [(sinw siny — cosw cos/ sinz) sinij» — cos/ cosz cos^l/j, 

en sorte que l’on ait 

A = y/p^ — 2 pp -t- r'; 


et, regardant les quantités p et r comme très-petites du même ordre vis- 
à-vis de p, on aura 




A“p ap»' -rr ■ • ^ ■ 2.4 p*^ / 2.4.6p’ 


c’est-à-dire, en ordonnant les termes par rapport aux puissances de p, et 
VI. 45 
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ne poussant la précision que jusqu’aux infiniment petits du troisième 
ordre, 

I I P ^ 3^’ — r’ , 5 JO* — 3jo/** 

Â P P* 2 P* 2 P* !“•••• 

18. Faisons encore, pour abréger, 

P — cosw sin^' -4- sin&) cos/ sinü, 

Qr^ — (sin&i sin_;^' — cos« cos/ sini) cos(j/ — cos/ cosa sin<^, 

R = — (sinw sin/ — cosm cos/ sin z) 810 4» +cos/ cos 2 cos <4, 

de manière que la valeur de p soit représentée par /P4 -»îQ + «R, et, 
substituant cette quantité à la place de p dans l’expression précédente 

de on aura, à cause de / * = /* + w* -h 

I I /P-4-/;2Q-f-/2R 
V = - H ? 

A f, p» 

/•(3P*- i) H- w*(3Q* - 1 ) -H «*(3n* - i) 6(/wP0 -)- /«PR /w/QR) 

^ ■■ 

/*(5F- 3P) + w* (5Q*-3Q) -i- rt*(5R*- 3R) 

+ __ ( ). 

Donc, multipliant cette quantité par </M, et intégrant en ne faisant 
varier que les quantités /, m, n, on aura la valeur de j ^ de 1 
(n® 12); ainsi, en faisant attention que (n® 13) 



(*) Lagrange a omis ici le terme 
termes conservés. 


i5/w/?P0R 



qui est du même ordre que lee derniers 


( Notif de V Éditeur, ) 
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ï’rfM — c’M, 


et supposant, pour plus de simplicité, 

Jlum J’ra» 

Jp»’</M= g',>M, J^ml^(IM= g'’M, J'mn^i/M g"‘M, 

J’ n’r/M — /t’M, J rt/v7M — ^ nm^dM — /j"’M, 


on aura 

^ _ M — 0 + i) + 6-^(3tl» — i) 

“ P 3.P’ 

4- /^(SP^- 3P) + 3/' »P(5 Q’ -_i) + 3/"^ P ( 5 R' -j) 

^•P' 

+ y’(5Q’-3Q)-t- 3g'»Q (5P»-i) + 3g"»Q(5R^-i) 

*P‘ 

4’(5R>- 3R)-f- 3/i'>U(5P^-i) + 3/i"’R(5Q>-i) 

51 P* 

19. Or, comme p est la distance du centre de la Lune au centre de la 
Terre, et que z, y sont deux angles dont l’un représente la longitude de 
la Lune sur l’écliptique et l’autre sa latitude, il est clair qu’en faisant 
varier ces trois quantités à la fois on aura — dp, p cosjr/z et pdy pour 
les trois petits espaces que le centre de la Lune parcourra suivant la di- 
rection du rayon p et suivant deux autres directions perpendiculaires à 
celle-ci, dont l’une parallèle au plan de l’écliptique et l’autre dans un 
plan perpendiculaire à l’écliptique. Ainsi, prenant ces trois quantités 
pour les différences cfa, c?j3, (n" i2), on aura 

dp ’ p cos/ dz ’ p dy' 

pour les expressions des forces résultantes de l’attraction de toutes les 

45. 
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parties de la Terre sur la Lune, et dont les directions seront les mêmes 
que celles des petits espaces — dp, p cosydz, pdy. 

Si, au lieu du rayon p de l’orbite réelle de la Lune, on introduisait le 
rayon x de son orbite projetée sur l’écliptique, et qu’au lieu de la lati- 
tude j on introduisît la distance perpendiculaire de la Lune au plan de 
l’écliptique g, ce qui ne demande que de mettre partout, dans l’expres- 
sion de 2, 

\/x^ + g’ 

à la place de p, et -===■> ^ - à la place de sin v et cos y, alors, en 

taisant varier les trois quantités x, z, g, et prenant — dx, xdz et dg 
pour doi, <//3, dy, on aurait les trois forces 

dx^ X dz^ dq^ 

qui seraient équivalentes aux précédentes, mais dont la première agirait 
suivant la direction du rayon x, la seconde perpendiculairement à ce 
rayon et parallèlement à l’écliptique, la troisième perpendiculairement 
à ces deux-là. 

Comme celte dernière manière d’envisager les forces qui proviennent 
de l’action de la Terre sur la Lune est beaucoup plus convenable, lors- 
<|u’on ne veut pas considérer l’orbite réelle de la Lune, mais son orbite 
projetée sur l’écliptique, ainsi que nous l’avons fait plus liant, nous 
nous y tiendrons dans la recherche présente, et nous remarquerons 
d’abord qu’on peut faire abstraction de la latitude de la Lune y, qui 
étant toujours assez petite, et étant d’ailleurs tantôt positive, tantôt né- 
gative, ne saurait influer que très-peu sur son mouvement moyen; c’est 
pourquoi on pourra simplifier nos formules en y supposant d’avance 
Y = 0 et p = X, ce qui donnera 

P = 8100) sin 2 , 

Q = cosw sina costj/ — cosz sint};, 

R = cosw sinz simli ■+ cosz cos<j^ ; 
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et Ton n’aura plus qu’à considérer les deux forces 

dl I dl 
dx^ X dz ’ 


parallèles à l’éclîptique et dirigées, la première suivant le rayon x, et la 
seconde perpendiculairement à ce rayon; de sorte que si l’on fait, pour 
abréger, 

P' = sino) C0S3 — -T-» 
dz 

Q'= cosw C0S3 cosij^ + sinz simj^ = ^5 


R'= cosM cosz sin^i — sinz cosi]^ — 


</R 

dz' 


on aura, pour la force qui agit suivant la direction du rayon x, cette ex- 
pression 

M _)_ 3 a»(3P»-i)-f- ft»(3Q»-i)-f-c»(3R»-i) 

/«(5P»-3P)-i-3/'’P(5Q»-i)H- 3/"’P(5R*-i)», 

+ 2 3Q) -t- 3g'^Q(5P»- 1) 4- ig">Q{5^^-i) 

x^ 

2 /P(5H* -3R)-i- 34'»R(5P’-i) -f-3/t"»R(5Q^-i ) ^ 

X * ’ 

et, pour celle qui agit perpendiculairement au rayon, celle-ci 
3 a^PP'-H6»QQ'4-c»RR' 

X * 

3 /•(5P»-i)F-l-/»[( 5 Q»-i)F-l-ioPQQ']-t-/'^»[(5R»-i)F-HoPRR'] 

, 3 g’(5Q’-i)Q'+g'’[(5P^-0Q'+toQPP']+g"^[(5R^-i)Q'+»oQKiP] ^ 

7 . X ^ 

. , A* (5 R’- 1 ) R' + A'* [(5 P»- 1 ) R' H- 1 0 RPF ] -+- A"» [(5 Q«- 1 ) R' -H i oRQQ' ] 

“f* O ■ — : • 


La première de ces deux forces sera donc celle qui pousse la Lune 
vers le centre de la Terre, en vertu de l’attraction de toutes les parties 
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de la Terre; et il est visible que le premier terme ^ de l’expression de 

cette force représentera l’attraction de la Terre sur la Lune, lorsqu’on 
n’a point d’égard à sa figure et qu’on la suppose toute concentrée dans 
un point; de sorte que les autres termes de la même formule exprime- 
ront la force perturbatrice de la Lune, dans la direction du rayon vec- 
teur, provenant de la non-sphéricité de la Terre; ainsi, joignant cette 
force à celle qu’on a trouvée plus haut (n“ 11) suivant la même direc- 
tion, on aura la valeur de la force totale perturbatrice 4> (n" 10). 

La seconde des forces trouvées ci-dessus, agissant perpendiculaire- 
ment au rayon vecteur de l’orhite de la Lune, devra être pareillement 
ajoutée à celle <[u’on a trouvée suivant la même direction, en vertu de 
l’action du Soleil, et l’on aura la valeur de l’autre force perturbatrice II 
(numéros cités). 

20. Si la Terre était sphéri<jue et composée de couches concentriques 
de densité uniforme, il est facile de voir qu’on aurait nécessairement 
(n° 18) 

par conséquent les deux forces ci-dessus se réduiraient à 

M 3rt^(P’+Q’ + R=-i)„ 3wMPR'-t-QQ'H-RR') M 
■ ■■ 

mais on a 

PP' + QQ'-t-RR' = o, 

comme on peut s’en convaincre par les valeurs de P, Q, R, P', ... ; donc 
la première des deux forces précédentes, celle qui agit dans la direction 

du rayon vecteur, se réduira à — ? c’est-à-dire, à ce qu’elle serait si la 

Terre était concentrée dans un point; et la seconde , deviendra entière- 
ment nulle, ce qui s’accorde avec ce que l’on sait d’ailleurs. 

Au reste les conditions de 


a’ = b*— c’ et de f* ~ o, = o, 
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peuvent avoir lieu d’une infinité de manières différentes, et sans que le 
Corps soit sphérique et de densité uniforme dans chaque couche; mais, 
quoique ces conditions suffisent pour rendre nulles les forces perturba- 
trices que nous venons de trouver, cependant, comme les expressions 
précédentes né sont qu’approchées, il est clair que les forces perturba- 
trices ne seront réellement nulles que lorsque tous les autres termes 
qu’on a négligés s’évanouiront aussi en môme temps. Il n’y a peut-être 
que le seul cas où le Corps est sphérique, et de densité uniforme dans 
chaque couche, dans lequel les forces perturbatrices soient exactement 
et rigoureusement nulles; mais c’est ce qui paraît assez difficile à dé- 
montrer. 

Si l’on suppose que la Terre soit un solide quelconque de révolution, 
en sorte que tous ses méridiens aient la même figure, et que de plus 
toutes les parties de même densité y soient distribuées de maniÎMa* 
qu’elles forment des couches semblables, supposition qui paraît la plus 
naturelle et la plus générale qu’on puisse faire, du moins, en tant qu’on 
regarde la Terre comme ayant été originairement fluide, on aura, dans 
cette hypothèse, 

6>=c’, /'>=/"’, et g-’-o, = = //'»=(), 

comme il est facile de s’eu convaincre avec un peu de réflexion; ainsi, à 
cause de 

= ei PP' + OQ'-f-KK'rrzo, 


les deux forces perturbatrices provenant de la non-sphéricité de la Terre 
deviendront 


3(a^-/>»)(3P»-i) ^^ , 

Q.X* 


3(a^— ft’^jPP' 

X* 


M-+- 


^-(./’’-3.D(5 P3-3P) ^ 
x'’ ’ 

3(/^-3/'»)(5P»-i)P' j^^^ 


dont la première agira suivant le rayon vecteur a?, et l’autre perpendi- 
culairement à ce rayon. 
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En supposant que la Terre soit un sphéroïde elliptique et homogène, 
on aura, en nommant a le demi-axe et j 3 le demi-diamètre de l’équateur, 



et le rapport de |3 à a est, par la Théorie de la figure de la Terre, égal à 
I -H et par les observations égal à i ■+■ 

En général, quels que soient la figure de la Terre et l’arrangement in- 
térieur de ses parties, pourvu que = on trouve, parla Théorie de la 
précession des équinoxes, que la précession moyenne annuelle des équi- 
noxes, en vertu de l’action combinée du Soleil et de la Lune, est expri- 


mée par 


3(6’ — a’) 
46 ’ 


(i -4- (TV*) COS&) X mouv. diurne ©, 


7 étant le rapport de la masse de la Lune à celle de la Terre, v le rapport 
du mouvement de la Lune à celui du Soleil, et m l’obliquité de l’éclip- 
tique. Or, par les observations, on sait que la précession moyenne est de 
lo"; donc, exprimant aussi eu secondes le mouvement diurne du Soleil, 

qui est de 59'8"=3548", on aura, à cause de cos w = cos 23° 39'= 
et V* = 178, 


6’ — a’ 


9.00000 I 

9760548 I780') ^ 


donc, si a est suivant M. Daniel Bernoulli, on aura 
70 

^ = 7^3 " P'" 

21 . Ayant donc trouvé les valeurs des forces perturbatrices et II, 
tant en vertu de l’action du Soleil que de celle de la Terre regardée 
comme non sphérique, il ne faudra plus que les substituer dans les 
équations VI et VII du n° 10 , pour pouvoir déterminer les inégalités de 
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la Lune, qui résultent de ces deux causes; mais, comme les effets de la 
première ont déjà été sulfisammont examinés par les géomètres qui ont 
travaillé sur la Théorie de la Lune, et que notre objet n’est que de re- 
chercher si la non-sphéricité de la Terre peut servir à expliquer l’équa- 
tion séculaire de la Lune, il suffira d’avoir égard, dans les équations 
dont nous' venons de parler, aux termes provenant de l’action de la 
Terre, soit seule, soit combinée avec celle du Soleil, et même, parmi ces 
termes, à ceux-là seuls qui paraîtront pouvoir produire une altération 
dans le mouvement moyen. Nous ferons, pour cet effet, les remarques 
suivantes. 


22. Nous avons déjà vu que, pour que la Lune ail une équation sécu- 
laire réelle, il faut que l’angle du mouvement vrai ç renferme, outre 
l’angle du mouvement moyen Z, qui est proportionnel au temps t, en- 
core le terme «Z* (n" 2); et si l’équation séculaire n’est qu’apparente, 
alors, au lieu du terme «Z*, il faudra qu’il y en ait un de celte forme 


4^ ( Z cosA + \ , 

. sm A \ ^ J 


[J. étant un coefficient très-petit (n"6j; donc on aura dans le premier 
cas, abstraction faite des autres inégalités. 


d’où l’on lire à très-peu près 


cp — Z -h iïJ, 


Z =: ip — /(»% 


et, supposant di = nd'L, 


di 


Dans le second cas, on aura 


9 = 


21 


usinA 


J 


VI. 


46 
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«l’oii l’on tire de même 


v « r . 

/. — <a ; — r 9 cosi 

^ p. sinA 


A 4- 


sinA — sin( A + /x9)" 


et de là 


dl f 2 i cos A — cos ( A 4- w 9 ) 1 


Or l’équation VII donne 

dt 


_ _L fnj9\ . 

/| 7 <’\ J 


donc on aura dans le premier cas 


nu^[ \ — 0. 


. I rnf/9 


et, didérentiant, on trouvera . 


n 

It * m’ 


2 nu du 
df 


( I — 2 / 9 ') 4- 2 m ; 


or, comme rayon vecteur de l’orbite de la Lune, est une quantité à 

très-peu près constante, il s’ensuit que la valeur de ^ contiendra néces- 
sairement un terme tout constant, qui sera exprimé par 2m ^*7*, 7^ 
étant le terme tout constant de la valeur de a®. 

Dans l’autre cas, on aura l’équation 


nu^ 


I 


2t cosA — cos(A 4- 129) 
sin A [X. 


I rndq / 

If J k^u’ ’ 


d’où l’on tire 


n _ onudu V 7.1 cosA — cos( A 4- /29) I . ,sin(A-(-/29j 

k*u^~~ d<^ I* sinA f* J -f- ain« , 



DE LA LUNE. 


363 


n 


de sorte que dans ce cas il faudra que la valeur de — contienne un 
terme de la forme 

. ,, ,s\n{ \ + 

■?, in h ’ Ÿ rr— T •> 


sin A 


fx étant un coefficient extrêmement petit. 

On peut conclure de là, en général, que l’équation sé<!ulaire de la 

Lune ne peut avoir lieu à moins que la quantité ~ ne contienne ou un 

terme tout constant, ou un terme qui renferme le sinus d’un angle qui 
varie infiniment peu, et qui soit par conséquent à très-peu près constant, 
au moins pendant un grand nombre de révolutions; dans le premier cas, 
l’équation séculaire de la Lune sera réelle et ira en augmentant comme 
les carrés des temps; dans le second, elle ne sera qu’apparente et ne dif- 
férera des autres équations du mouvement de la Lune que par la lon- 
gueur de sa période. 

23. Tout se réduit donc à examiner si la quantité ^ peut contenir 

des termes de l’espèce de ceux dont nous venons de parler, et pour cela 
il n’y aura qu’à considérer les différents angles dont les sinus ou cosinus 

entreront dans la valeur de et à voir s’il y a quelque combinaison 

de ces angles <[ui puisse donner un angle constant ou à peu près con- 
stant; alors on n’aura égard qu’aux termes qui pourront donner de 
telles combinaisons dans les équations VI et VII, et il sera facile d’en 
déduire l’équation séculaire cberchée. 

Je remarque donc d’abord que les forces perturbatrices de la Lune, 
(fui dépendent de l’action du Soleil, ne renferment que les sinus ou co- 
sinus de l’angle rj et de ses multiples, avec les deux variables a: ou ^ et a, 

et que celles qui viennent de la non-sphéricité de la Terre ne contiennent 
que les sinus ou cosinus des angles s et avec la variable a;; car, pour 
ce qui regarde l’angle w, qui exprime l’obliquité de l’écliptique, on doit 
le considérer comme une quantité constante. 


46 . 
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Je remarque en second lieu que, <j étant le rayon vecteur de l’orbite du 
Soleil, on aura, comme l’on sait, 

I I-l-êCOS$ 

__ _ , 

X étant la distance moyenne, s l’excentricité et ^ l’anomalie vraie; de 
même, x étant le rayon vecteur de l’orbite de la Lune, on aurait, sans les 
forces perturbatrices, 

I 1 + e rosi 

X l ’ 

l étant la distance moyenne de la Lune, e l’excentricité de son orbite, et ' 
.V l’anomalie vraie; mais, à cause des forces perturbatrices, on aura 

I X + e cosi + V 


V étant une variable très-petite et dé|)endant uniquement de ces forces. 
De là il est facib; de conclure que les inégalités du mouvement de la 
Lune, abstraction faite de l’inclinaison de l’orbite, mais en ayant égard 
à la non-sphéricité do la Terre, ne pourront dépendre que de ces cinq 
angles v;, 3 et et il est facile de se convaincre, en particulier, que 

la valeur de — se réduira h une suite de termes de la forme 
A sin ( m ^ -t- HS -f- />•/) 4- ÿ 3 -I- /• ), 

m, n, p, q, r étant des coellicients indéterminés exprimés par des nom- 
bres entiers positifs ou négatifs, en y comprenant zéro et l’unité; or, si 
l’on se rappelle que l’on a 

^ “ anomalie du Soleil, 

s = anomalie de la Lune, 

y) = distance de la Lune au Soleil, 

Z — longitude de la Lune comptée depuis l’équinoxe, 

<!> =r distance du premier méridien de la 'Ferre au colure des équinoxes, 

et qu’on examine les rapports de ces angles entre eux, lesquels sont à 
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li'ès-pcu près connus par les observations, on verra aisément qu’il n’y a 
(jue cette combinaison z — ^ — yj et ses multiples qui puissent former des 
angles presque constants; en effet, il est clair que z — ? sera égal à la 
longitude de la Lune moins celle du Soleil, plus la longitude de l’apogée 
du Soleil, c’est-à-dire, égal à la distance de la Lune au Soleil plus la 
longitude de l’apogée du Soleil; par conséquent, nommant a la longi- 
tude de l’apogée du Soleil, on aura 


donc 


Z — l~-n + oc; 
Z — 5 — n = a. 


Or on sait que a est une quantité presque constante, qui ne varie que 
de i“5o' par siècle, suivant les Tables de Mayer, de sorte (jue l’angle 
3 — ^ — VJ et ses multiples seront dans le cas dont il s’agit; ainsi, dans la 
recherche de l’écjuation séculaire de la Lune, il siiHira de tenir compte 
des termes qui renfermeront les trois angles z, vj; d’où je conclus 
d’abord que, dans les expressions des forces perturbatrices provenant de 
la non-sphéricité de la Terre, on pourra rejeter les termes qui contien- 
dront les sinus ou cosinus de l’angle ce qui servira beaucoup à sim- 
plifier ces expressions. 

24. De cette manière on aura donc, d’après les formules du n“ 19, 

sinV,)(i — cos?, 2 ) 

, 

s 

•>. — sin’w(i — cos 9, Z ) 

4 

sin’w(3sinz — sin3z) 

'■ i ’ 

_ (4 — 3sinV,))sinwsinz -i- sln*&)sin32 

IK g 


l»’- 

PQ’ = 


et toutes les autres quantités Q\ QP“,... seront nulles. 
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Kt comme 




R':r- 


^R 

dz’ 


011 aura, par la difTérentiaüon, 


PP' 


sin^w sina Z 
2 


OQ--RR'=_^'"’^'™^ 

4 


PP' 


sin=*&)( rosz — ros3z ) 


Q=P' 2 PQQ' IP P' 4- 2 PRR' -- (4-3sinV..))sin6iCosz4-:^simr» cos 3 z ^ 

8 


toutes les autres (piautités Q^Q', étant milles. 

Faisant donc ces substitutions dans les l'orrnules du n'^ 19, et siip|)o- 
sanl, pour abréger, 


B r:::: M 


h ‘ -h_<ï‘ 
-h 


3 sin=^r,)\ 


„ 3M 

L - 1 — I sin^w, 

2 


3M / ^ \ 

Dr- --y 3/'^ - 3/"^) fsinc.^ — ), 

E - : v3/''‘^) sin^oi), 


on aura, à cause de la non-sphéricité de la Terre 
Force perturbatrice daus la direction du ray on. 


3 B C COS9.2 ^ D sin^ 4- E sinSz 




X* 


Force perturbatrice perpendiculaire au rayon, 

C sin 5iz D cos-s -f- 3E cos32 





DE LA LUNE. 


3()7 

25. Il faut maintenant reprendre les expressions des forces perlur- 
hatrices résultant de raclion du Soleil (n" 11) et y substituer à la 

place de <7 sa valeur — r-, mais il ne sera pas nécessaire de faire 

' i + ecos^ ‘ 

cette substitution en entier; car, parce (jue nous venons de remarquer 

dans le numéro précédent, il est visible qu’il sullira d’avoir. égard aux 

termes qui contiendront des sinus ou des cosinus de l’angle ^ ou de 

ses multiples. Or la valeur précédente de a donne celles-ci 


l-h ■ 


3s^ 




36^ 




4 . 3£‘^ , 

— cosç H- -f- JP co?’3ç 


l-f- 38^-f- — 


4 6 -f- 3 


38' 


cos?- 


-C 0 S‘ 2 Ç 


2^ 

^cos 3 | 4 - ^cos 4 Ç; 


donc, substituant ces valeurs et rejetant tous les termes qui contien- 
draient d’autres angles que | on aura, par l’action du Soleil : 


Force perturbatrice dans la direction du rayon, 




— 3e') cos(^-+- rj) + cos3(Ç -f- y) )^ .r'; 


Force perturbatrice perpendiculaire au rayon, 

3S /3e’ . A 

— (j(4' + -t- 1) + ^ sin3(Ç + u)^ 

Joignant donc ces forces à celles du numéro précédent, on aura les 
valeurs des quantités $ et II, lesquelles, en mettant pour plus de sim- 
plicité ^ à la place de se trouveront exprimées de la manière sui- 
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vante 

- ^ [(3 + <^os(? + rj) + ^ cos 3 (^ + rî)J 

3 B-f- C cos 2 2 Dsinz 4- Esin 32 

i 2 ^ , 

2 a:* 


n 


^ sin 2 (^ - 4 - y))Æ^ 


4^ (i + ^)sin(^4-y)) + ^sin3'^ + -/)) 
Csin^z D cosz -h 3E cos3z 




X* 


9 .X^ 


26. On substiliiera maintenant ces valeurs de <I> et de n dans réqua- 
tion VI de Torbite de la Lune, laquelle deviendra par la, a cause de 
1 

X = -y 
U 


mrwti * 

VIII. -y— 4- W 71 

2 V 


I r 3 e^ ()£^ I 

iv^k^lu^ f ^ ^ ^ + -fl)] 


3e 


iu 


Q.W 


-y- (B 4- G C 0 S 2 Z) 4- yr- (1) sin<5 4 - Esin3-3) 
2/1'* 


9s’ { 

*sin2(Ç m) T 9e’ sin2(^ 4- yj) rfw 

4/‘'vv 

8v’ 

u*d<f 

3t 1 
2/i*v'‘ï. 1 


5 e’ rsin 3 (S 4 - ■fi\ 

4 J 

3e I 

r/^, 3£*\sin(^ + y3)r/M 

5e’ sin3($ + n)du 

2 II *v'^A 

[A 4 / «‘rf? 

4 m‘(/9 



y*Msin 2 2 ^/cp— 5 ^ cosz ch 


I /ç,sin 2 z,udu I) cosz.tdcîu 
h^\ d(f 2 d(p 


2 


“ j* u^cos3z dep^ 


3E cosiz^iûdu 
2 c/9 
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J’ai supposé, dans cette équation, la masse M de la Terre égale à 
l’unité; de sorte que, si l’on suppose aussi (ce qui est également permis) 
que la distance moyenne l de la Lune à la Terre soit =i, on aura 

JJ- = i; par conséquent, comme on a, par les Théorèmes de Huyghens, 


égal au rapport du temps périodique de la Lune au temps 
périodique de la Terre, ou (ce qui est la même chose) au rapport du 
mouvement moyen de la Terre à celui de la Lune, la quantité “W’ 


y A 

bien v, exprimera le rapport du mouvement moyen de la Lune à celui 
du Soleil, lequel est environ de i3 ; i, ou plus exactement 


27. De plus on aura, à cause de / = i (n" 23), 

M = I -H ccoss 4- c, 


et il faudra que la quantité v ne contienne ni aucun terme tout constant, 
ni aucun terme affecté de cosj; ainsi, après avoir substitué cette valeur 
dans l’équation précédente, on y fera disparaître tous les termes qui 
renfermeront cos^, ainsi que ceux qui ne contiendront aucun sinus ou 
cosinus; ce qui donnera deux équations dont l’une servira à déterminer 
ds • 

le rapport - qui est supposé constant, et l’autre servira à déterminer la 


constante k', mais, comme l’équation VII n’est pas exacte, à cause des 
différents termes qu’on y a négligés comme inutiles dans la recherche de 
l’équation séculaire, on ne pourra déterminer de cette manière les deux 
quantités dont il s’agit; ainsi l’on se contentera de rejeter les termes en 
question sans faire attention aux conditions nécessaires pour la destruc- 
tion rigoureuse de ces termes, et l’on pourra prendre, sans erreur sen- 
* ds 

sible, pour k sa valeur approchée i, et pour ^ sa valeur donnée par les 
observations. 

Supposons donc ^ = 


p, et soient de plus 


d'^ 4 “ d'fi 
(I<f 


= 7S, 


dz 


= y, en sorte 


4: 


VI. 
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que/» — I désigne le rapport du mouvement de l’apogée de la Lune à son 
mouvement moyen en longitude, sr — i le rapport du mouvement de 
l’apogée du Soleil au mouvement moyen de la Lune, et ^ — i le rapport 
du mouvement des points équinoxiaux à ce même mouvement moyen 
(n° 23); il est facile de voir que l’équation VII deviendra de celle forme 


où 


(Pv f. 

-r~ -I- rPv -t- 12 = O, 
(lŸ 


tp = 


a 6R 

t; 1” TT’ 


et 12 sera composée de dilférents termes do la forme Acosta + a<p); et 
l’on sait que chacun de ces termes donnera dans la valeur de v le terme 

correspondant — ^ — cos(a + «y); de sorte qu’on aura facilement par 

CO moyen la valeur complète de c. 

28. Pour avoir les termes qui doivent composer la valeur de 12, il n’y 
aura qu’à substituer dans les termes de l’équation VII, qui sont affectés 
de quebjues sinus ou cosinus, i + ecos^ à la place de u, parce qu’on 
peut négliger dans la première approximation la quantité très-petite e; 
on pourrait meme négliger aussi le terme ecosj, qui est fort petit vis- 
à-vis de I , la valeur de e étant environ -jL-; mais comme on sait que, dans 
la Théorie de la Lune, il se rencontre des termes qui augmentent beau- 
coup par l’intégration, il faut voir si de pareils termes ne peuvent pas 
venir du terme ecos^; or, comme les coefficients p, w, y et n diffèrent 
peu de l’unité, il est d’abord clair que les deux termes qui contiennent 

sin(?-l-v 3 ) et sinz sous le signe J , étant multipliés par cos#, en donne- 
ront deux autres qui contiendront sin(^ -t- vj — ^) et sin(z — s), et qui, 
étant multipliés par df et intégrés ensuite, se trouveront augmentés 

dans les raisons de i à — ^ — et de i à r— î — ; ainsi il sera bon de conser- 

cj — » q — n 


ver ces termes. 
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üe plus, les termes qui contiennent des sinus ou cosinus de vj) 
et de 2z, étant multipliés par cos^, en donneront d’autres qui contien- 
dront des sinus ou cosinus de 2 ïj) — s et de 2z — s; et ces sortes 
de termes augmenteront beaucoup dans la valeur de v, puisqu’ils devront 
être divisés par les quantités très-petites [zrs—pY—n^ et (29— />)“— n®; 
il faudra donc aussi avoir recours aux termes de cette espèce. 

A l’exception des termes dont nous venons de parler, on pourra 
mettre partout ailleurs 1 à la place de u, et l’on trouvera, toutes réduc- 
tions faites, 

11=: Lcos2(?4->î)-+'Mcos(Ç- 1“>?) -i-Ncos3(Ç-h>3)-f-Pcosaz-+-Q8inz -f-RsinSz 
-f- Scos[‘ 2 (Ç -f-yj) — a] -f- Tcos( 5-4- »î — 5 ) -f- V cos( 2 z — *v) Xsin(3 — ^) , 


où les coefficients L, M,... auront les valeurs suivantes 


I — 9 ^^ 9 g’ 

8v^/f’ 8 v’A’*5j’ 


M = 

9=(' + x) 


4v’4-=X 


N = 

i5e’ 

5 e* 

87FÂ 8 

v’/f ‘Xnj* 

n 

^ G 


P zzz 

2 /f’ ff*q’ 


Q- 

2 I) D 

k*q^ 


R = 

2E E 


/f’ k*q’ 


S = 


9e»e 


2V‘h \2C3 — P j 

'T 

i5e 4 - 

3£’\ 

t)" 

X 

4v*/r^X(GJ — p) 


i6v’ ’ 


3Ce Cpe 

2/f’ k*{2q — p) 2/f’’ 


X 


2 De 


47- 
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Et de là on trouvera 


Lcos 9 .(^ 4 - y?) Mcos(^- 4 ->}) Ncos 3 (^ 4 -y)) 

4 ®’ — «’ îs^ — n} 90 J* — n’ 

Pcosaz Qsinz Rsin3z S cos[?.(Ç 4- yj) — «] 

4 ~ 9 9 {zns — pY — n^ 

T cos(^ 4- Y) — f) Vcos(2z— s) Xsin(z — «) 

(oj — />)’ — «’ {•J.q ~ pY — n' {q — pY — n* 


29. Il ne s’agit plus maintenant que de substituer à la place de u sa 
valeur i4-ecosi4-e, dans la quantité c’est-à-dire (n" 25), dans 
celle-ci (x étant = ^ 

. ” + 

qe* ./y X \ ^ J • fy \ 

— 0^7 810 2(^-1-71 >- 0 sin(Ç-i-y) 

ov’m* 4>' 


iSe^ 

i6v’X«‘ 


sin3(^-4- •/)) 4- Cm sinaz — cosz — ^ m'cos 3 z, 


et de tenir compte uniquement des termes qui contiendront des sinus ou 
cosinus de l’angle Ç4-yj — z ou de ses multiples quelconques (n®23); 
nous allons pour cela examiner séparément chacun des termes de la quan- 
tité dont il s’agit, et nous supposerons, pour abréger, l’angle Ç 4 - yj — z 
égal à a, ainsi qu’on l’a déjà fait plus haut. Et : 

I® Il est clair que le terme 


9 ï’ . ,y > 

pourra donner un terme de la forme sinaa, pourvu que la quantité ^ 
en contienne un de la forme cosaz; or 


U* 


— 4(«cosi -+- c) -I- io{e C0S4 H- c)* — . . . ; 


ainsi l’on aura d’abord dans la valeur de en vertu du terme — 4e, 

U* ^ 

celui-ci 


4P 

4?’— n* 


C0S2Z; 
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ensuite on trouvera, en vertu du terme 10.2e cosi.t', cet autre-ci 


loeV 

; r; : C0S2 Z ; 

(2?— />)’ — «’ 

de sorte que le terme dont il s’agit donnera le suivant 
tje’ / 2P 5 eV 


8 


î’ / 2P 
1/’ \ 4 ?’ — 


(2?— 


sin2a. 


2" Le terme 


3e 






sin(^-+-ï)) 


donnera un terme de cette forme sin« ou cosa, pourvu que la quantité 

en contienne de la forme cosz ou sinz; or 
u‘ 

= I — 5 (ecosi + i') 4 - i5(e.C0S4 -+- e)’ — . . . ; 

et il est visible que le terme — 5 e donnera d’abord celui-ci 

5Q . 

^ sina, 
q* — n} 

et que le terme iS.aecosj.e donnera celui-ci 

i5eX 

r— sinz; 

(?-/»)-« 


ainsi le terme en question donnera le suivant 

5Q 


4v’X 


tSeX \ 
-pY-n']) 


2[q*—n’) 2[(q 


COSa. 


3® Le terme 




donnera un terme de la forme sin ia ou cos 3 a, pourvu que la quantité 
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on contienne de la forme cos3;5 ou sin3z; mais 


^ = I — 5(e cosi 4- c) -+- i5(e coss - 4 - c)’. . . , 


et l’on trouvera que le terme — produira celui-ci 


5R 
9?' — 


sin3z. 


et que les autres termes n’en produiront aucun de cette espèce; donc le 
terme dont il s’agit donnera simplement celui-ci 


Jlfl 

i6v’X 


5 R 

2(99’ — »’) 


cos3a. 


4“ Le terme Cnsina^ en donnera un de la forme sinaa, si n ou c en 
contient un de la forme cosaf^ -t- vj); or le terme de cette forme qui est 
contenu dans e est 


4®’ 


COS‘2(^-+- V)); 


ainsi l’on aura, pour le terme dont il s’agit, celui-ci 


5® Le terme 


CL 


2(4®’ — «*) 


sin2 0c. 


D , 

w’cosz 

2 


en donnera de la forme cosa, si en contient de la forme cos(| 
mais 

«’ = i -4- aecosi -I- 2 C H- (ecoss -4- c)’, 
et l’on trouve que 2 e contient d’abord le terme 

2 M 

5î^cos(Ç + ,), 
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et que 2 eco 8 J.v contiendra le terme 

donc on aura, pour le terme en question, celui-ci 

eT 


_ ® M 

2 \ td ^ — 


2[(ro — />)’ — »’] 


cosa. 


Knfin le terme 


3E 


M’ COS 3 Z 


donnera un terme de la forme cos 3 a, si a* en contient de la forme 
eos3(| -f- vj) ; or on trouve que ae contient celui-ci 

?.N cos3(^ +yî) 

9®’ — n’ ’ 

<d que les autres termes de la valeur de m* n’en contiennent aucun de 
cette espèce; ainsi l’on aura simplement le terme 


3E 


2 


N 

9 nj’ — ;t 


; cos3a. 


Rassemblant donc tous les termes <ju’on vient de trouver, on aura les 
trois suivants 


sinaa, 



1 2 P 5e\ \ 

1 1 

8v’ ' 

\ 4 y’ — "' {■zq — pY — n'] 

’ 2(4nT‘‘^-~ n^)] 


3e 


D/ M 


/ 3£’\ 

r~^T/ / 5Q_ _ _ _ 

Hv’X ((/ — pf — 2 \rs‘ — ' affnr 

/ i5e^ 5R 3E N 

\ itiv'Â 




cosa, 


'X2(97’ --n’) 2 9®' — /i' 


- cos3a, 


qui seront contenus dans la valeur de et qui pourront par conséquent 
donner une équation séculaire; et il est facile de se convaincre, avec ut) 
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peu de réflexion, que ces termes seront effectivement les seuls de cette 
espèce qui pourront entrer dans la valeur de du moins dans la pre- 
mière approximation; ainsi il n’y aura qu’à voir si l’équation séculaire 
qui en résulte est conforme ou non aux observations. 

30. J’observe d’abord que, si l’on suppose que les deux hémisphères 
de la Terre soient semblables, supposition à laquelle il n’est presque pas 
permis de renoncer, du moins sans les raisons les plus fortes et les plus 
décisives, on aura (n®“ 14 et 18) 

/=o, f'=o, f"~o; g-=o, g'=Oy g'' = o; /i = o, /i' = o, h" = o; 

donc (n® 24) 

D = O, E — O, 

et de là (n® 28) 

Q =r O, R = O, X=;o; 

d’où il s’ensuit que, dans ce cas, les trois termes ci-dessus sc réduiront 
à celui-ci unique 

fgg»/ ?-P , CL I . 

1 \ 4?’ — n’ (2^ — pY — ^ — n*)J ®*’*’*’ 

de sorte que, comme a exprime la longitude de l’apogée du Soleil (n®23), 
on aura une équation séculaire apparente et analogue à celle que nous 
avons examinée dans le n® 8 ; ainsi il n’y aura plus qu’à voir si le coef- 
ficient de cette équation est tel qu’il faut pour répondre aux observa- 
tions. 

Pour cela, je remarque que, suivant les observations, on a 

_ - . 

^ ' i3“io'35' ii 8 j' 

3 . 

ce qui, à cause de v“ = 178 , ne diffère pas beaucoup de ensuite on 
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a aussi par les observations 


CJ — I = — 


If)" 


365|(i 3‘* io'35' ) 


cl (] — 1 


5o" • 




365;(i3«io'35") 


d’où l’on voit que les quantités zs et q sont presque égales à l’unité; du 
moins la différence en est si petite qu’il serait inutile d’en tenir compte 
dans les coefficients. 

De plus on a déjà observé que la constante k est aussi à très-peu près 
égale à l’unité; du moins la différence ne peut être que de l’ordre de 

et de c’est pourquoi on aura, sans erreur sensible (n" 27). 


L=^, p = £, 

4v‘ 2 


:o; 


et, faisant ces substitutions dans le coefiicient du terme sinaa trouvé 
ci-dessus, on verra que tout se «létruira, en sorte (jue ce coefficient de- 
viendra nul de lui-même. 


31. Si les deux termes 


ye’ — ?.P (]L 

8v’ 4?’ — 2(4^’ — 

£2(' 

ne se détruisaient pas, on aurait une quantité de l’ordre de de 

même, si les différents termes de la valeur de V ne se détruisaient pas 
entre eux, cette quantité serait de l’ordre de Ce, et par conséquent, à 
cause de * 




le terme 


ye’ 5eV 
8v’ ( 2 ç — pY — 


serait de l’ordre c’est-à-dire, du même ordre que les autres termes, 
à cause que ~ et e’ sont à peu près des quantités du même ordre. 

VI. 48 
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Ainsi le coefficient de sinaor, dans la quantité^-, serait de l’ordre 

e’C (i . ^ I 

de • c’est-à-dire, de l’ordre de ;p-r 7 — i,- ’ ^ cause de e égal environ à tt- 

(oo)'.iHo ® oo 

et de v“ égal environ à i8o. 

Dénotons, pour plus de simplicité, ce cocflicient par (5, en sorte que 
la quantité renferme le terme /3sinaa; et, si l’on regarde l’angle a 
comme constant, on aura 


donc (équation VII) 



P sin?.a.9; 



siii > ;z 

' /,ti‘ ■ 


cp r/9, 


et, à cause que le terme tout constant de «- est à tri'S-peu près égal à i , 
et que i est aussi presque égal à i , on aura, en intégrant. 


/ ou 


Z — c? — 


■' r 


(Z étant l’angle du mouvement moyen répondant à l’angle dn mouve- 
ment vrai o) ; d’où 

,, (3 siii 


'y 


donc ( n" 2) 

et de là 


(3 sin?,r 




î) 


P--. 


I OOOO • 3()0 . 36oo . T77V’ 
i8 




• loooo. j()0.3()0 J .niv’ siii?. a 


c’est la valeur que doit avoir le coefficient |3 pour pouvoir répondre aux 
observations. Or nous avons vu ci-dessus que, si les termes qui com- 
posent la valeur de ce coefficient ne se détruisaient pas entre eux, du 


moins à très-peu près, ce coefficient serait de l’ordre de 


C 

{ 6') )^. i8o 


d’où il 


(*) La lettre ct, qui vient d’ètrc empioyt^e pour un autre usage, désigne ici, comme au rV’ '1. 
le rapport de la circonférence au rayon. [Note de V Editeur,) 
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s’ensuit que l’on devrait avoir alors pour la valeur de C une quantité de 

l’ordre 7 —-\rrvi '^ — • — ’ ou Jûou (à cause de sr = environ 6) de l’ordre 
(ioo)’.3bo.nTSin2a ' ' 


f too)’. i2o.sin 2« 


; mais on a (n° 24 ) 


C = r ( rt’ - ' 
2 


+ , 


donc il faudrait que la (juanlité cr 


siii’w; 


fût de l’ordre de 

3 » 


( loo)’. i8o.sin2a.sin’6) 

Si l’on suppose la Terre eHipti(jue et hoinoffène, on a (n° 20 ), à cause 
que, la distance de la Lune à la Terre ayant été supposée égale à i, le 

rayon de la Terre est environ égal à -t-i on a, dis-je, 

^ = i (Tir- à)’’ 


donc on aura à très-peu près, dans cette hypotlicse, 

6’ -r- c’ I I _ I 

2 5{6o)^ ^ ii5 ((k))’.575' 


or il est visible que cette quantité est à peu près du même ordre que la 
précédente, à cause de (iooj-.()o = 900000, et (Go)*. 575 = 2070000; 
d’où l’on peut d’abord conclure (jue, si les principaux termes du coeffi- 
cient de sin2a ne se détruisaient pas, ce coefficient serait à peine suffi- 
sant pour donner une équation séculaire conforme aux observations. 

En général, quelle que soit la figure de la Terre, pourvu qu’elle soit 
un solide de révolution, on a, par la Théorie de la précession des équi- 
noxes. 


— 

b‘‘ 173 


à peti près; 


or il est bien aisé de se convaincre que la quantité 6* est nécessairement 
moindre que le carré du rayon de l’équateur, c’est-à-dire, < (la 

48 . 
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distance de la Lune à la Terre étant prise pour l’unité) ; de sorte qu’on 
aura (6* étant égal à c*) 




— rt’ 


173.(60) 


< 


622800 


D’un autre côté, on a trouvé que, pour que le coefficient de sin o. « 
répondît aux observations dans riiypothcse où les principaux termes de 
ce coefficient ne se détruiraient pas, il faudrait que la même quantité 

— — - — a* fût de l’ordre de ^ ^ r-r-’ c’est-à-dire (à cause 

2 ( 100/. loo.sm 2a.bm*a) ' 

que w est l’obliquité de l’écliptique et a la longitude de l’apogée du 


Soleil ), de l’ordre 7 — - — ^ — ; ■ , ^ — îttt; = quantité qui est 

' (100)’. i 8 o.sm(i 5 ” j)(sm 23 “î)’ 76484 ^ ‘ 

de beaucoup plus grande que la précédente; d’où il s’ensuit que, même 

dans cette hypothèse, on aurait peine à expliquer l’équation séculaire 

de la Lune, par le moyen du terme dont il s’agit. 

Mais, puisque nous avons trouvé que le coefficient de ce terme est à 


peu près nul, du moins aux quantités de l’ordre de — près (car les va- 


leurs de P et de k, que nous avons prises égales à l’unité, n’en dill erenl 
réellement que par des quantités de ce même ordre), il est clair que la 

vraie valeur de ce coefficient sera nécessairement de l’ordre de par 


conséquent, le ternie dont nous parlons sera tout à fait insuffisant pour 
produire l’équation séculaire de la Lune, telle que les Tables de Mayer- 
la donnent. 

On trouvera à peu près le même résultat, si l’on a égard à la variabilité 
de l’angle «, auquel cas l’équation séculaire ne sera qu’apparente et 
devra avoir la valeur déterminée dans le n“ 8. 

On conclura donc de là que l’équation séculaire dont il s’agit ne sau- 
rait venir de la non-sphéricité de la Terre, tant qu’on y suppose les deux 
hémisphères semblables; mais, avant de prononcer sur l’impossibilité 
d’expliquer cette équation par l’attraction de la Terre supposée non 
sphérique, il est à propos de voir ce que la dissimilitude des hémi- 
sphères peut donner sur ce point. 
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32. Pour cela, il ne s’agit que d’examiner l’effet des autres termes 
de la formule du n® 29, c’est-à-dire, de ceux qui contiennent cos« el 
cos3a, et que nous avons vus devoir disparaître lorsque les deux hé- 
misphères de la Terre sont semblables. Or on a (ir 27 ), aux infiniment 
petits de l’ordre s* près. 


M=:^, N = 0 = 1), Hr.E, 

2 De 

J- = — 7~rr; \ ’ x -> 

/;) \—p 

I 

où l’on remarquera que i — jo est une quantité très-petite, égale à — 

environ (n° 30). Substituant donc ces valeurs dans les deux termes 
dont nous venons de parler, ils se réduiront (en y négligeant ce qu’on 
doit y négliger) à celui-ci 


r 36 5n 

Lbv’X I — n‘ 


D 


■Z 



cosa, 


lequel, comme l’on voit, disparaît de lui-même. 

Il arrive donc de nouveau, par une fatalité singulière, que les deux 
principaux termes du coellicient de cosa se détruisent. Si cela n’était 

pas, il est clair que ce coefficient serait de l’ordre de -y ‘*’esl- 

à-dire, à cause de n* = i — ^ à très-peu près ( n" 27), de l’ordre de 
or 1, distance du Soleil à la Terre, est environ égale à 4oo (*), puisque 


celle de la Lune à la Terre est supposée égale à i ; donc ^sera de l’ordre 

de 1 ^-, de plus il est facile de voir que les quantités D et E (n" 24y 
doivent être, généralement parlant, plus petites que la quantité C dans 


(*) Le texte primitif porte 200 au lieu de 400; c’est assurément une simple erreur typogra- 
phique que nous avions le devoir de faire disparaître; car, à l’époque où Lagrange publia son 
Mémoire, la parallaxe du Soleil était déjà connue avec une certaine précision. 

[Note de rÉditem,) 
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la raison du rayon de la Terre à la distance de la Lune, c’est-à-dire, 
dans la raison de i :6o, parce que les quantités a*, 6*, c* ne sont que de 
deux dimensions, au lieu que les quantités /'®, sont de trois 

n" 18). Ainsi on peut regarder les quantités de l’ordre de ^ comme 

du même ordre que celles de l’ordre d’où il s’ensuit que, si les prin- 
cipaux termes du coefficient de cosa ne se détruisaient pas, ce coeffi- 
cient serait du même ordre que celui de sin2«, dans le cas où les termes 
de celui-ci ne se détruiraient pas (11“ 31); ainsi on pourra faire ici 
le meme raisonnement <|uc nous avons fait dans le numéro précédent, et 
en tirer des conclusions semhlahles. Il est vrai que, comme les quan- 
tités sont indéterminées, on pourrait les prendre telles, que 

les coefficients de cosa et de cos3a eussent la valeur requise pour don- 
ner l’équation séculaire de Mayer; mais il est facile de se convaincre 
qu’il faudrait, pour cela, supposer aux deux hémisphères de la Terre des 
figures trop dissemblables pour qu’on pût les accorder avec les mesures 
des degrés et la Théorie de la précession des équinoxes et de la nutation 
de l’axe de la Terre. 


33. Comme, dans les calculs précédents, nous avons toujours fait 
abstraction de l’inclinaison de l’orbite lunaire à l’égard de l’écliptique, 
on pourrait peut-être douter, au premier aspect, si cette circonstance ne 
doit pas apporter quelque changement à nos résultats; mais, pour lever 
ce doute,* il suffit de remarquer que l’inclinaison de l’orbite ne peut 
avoir d’autre influence dans nos calculs que d’introduire un sixième 
angle Ç égal à la distance de la Lune au nœud, lequel se combinerait 
avec les cinq autres que nous avons considérés dans le n“ 23; or, comme 
le mouvement des nœuds est assez prompt, étant à celui du Soleil dans 
la raison de i : 18, il est facile de se convaincre que cet angle Ç ne sau- 
rait donner aucune nouvelle combinaison qui puisse servira expliquer 
l’équation séculaire; de sorte qu’on est, ce me semble, bien en droit de 
conclure que cette équation, si elle est réelle, ne peut être l’effet de la 
figure i)on sphérique de la Terre. 
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34. Après avoir examiné l’effet de l’action de la Terre sur la Lune, 
eu égard à la non-sphéricité de la Terre, il conviendrait aussi d’entrer 
dans un pareil examen, relativement à la figure non sphérique de la 
Lune; car il est clair qu’il doit résulter aussi de cette circonstance de 
nouvelles forces perturbatrices de l’orhite de la Lune, et il pourrait ar- 
river que ces forces, combinées avec celles qui viennent de l’action du 
Soleil, pussent servir à expliquer l’équation séculaire. Aussi l’Académie 
demande-t-elle expressément, dans son Programme, qu’on ait égard à la 
figure non sphérique tant de la Terre que de la Lune. D’ailleurs rexamen 
dont il s’agit ne peut avoir de difficulté apriîs ce (|uc nous avons démon- 
tré jusqu’ici, puisqu’il doit être aisé «rappli(|uer à la Lune les formules 
que nous avons trouvées pour la Terre; mais il ne sera pas même néces- 
saire d’entreprendre un nouveau calcul sur cet objet, pour décider la 
question de l’équation séculaire, et l’on pourra s’eu dispenser par les 
considérations suivantes. 

Il est clair que, pour avoir les forces perturbatrices de l’orbite de la 
Lune, provenant de la non-sphéricité de celle planète, il n’y aura qu’à 
prendre les formules des n®’ 19 et suivants en sens contraire, en appli- 
quant à la Lune les quantités qui, dans ces formules, se rapportent à la 
Terre. 

Ainsi w sera l’inclinaison de l’équateur lunaire sur l’écliptique, la- 
quelle est d’environ 2 degrés; z sera la longitude de la Terre vue de la 
Lune, et comptée diqiuis le nœud de son équateur; de sorte que, comme 
on sait par les observations que les nœuds <le l’équateur lunaire coïnci- 
dent toujours, du moins à très-peu près, avec ceux de l’orbite de la 
Lune, l’angle z sera égal à la distance de la Lune au nœud de son orbite, 
angle que nous avons déjà nommé Ç ci-dessus (n‘‘ .33); 'i/ sera la distance 
du premier méridien de la Lune au nœud de son équateur; et puiscjue 
la Lune présente toujours à la Terre la même face, à la libration près, 
qui est très-petite et périodique, si l’on prend, ce qui est permis, pour 
premier méridien celui qui est dirigé vers le centre de la Terre, lors- 
que la libration est nulle, et qu’on nomme A l’angle de la libration, 
on aura (|/ = Ç-t-A. Kntin la quantité j exprimera la latitude de la Terre 
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vue de la Lune, et aura par conséquent la même valeur que dans les for- 
mules citées, où elle dénote la latitude de la Lune vue de la Terre; 
de sorte qu’on aura, en nommant / l’inclinaison de l’orbite lunaire, 
tangj' = tang;^ sinÇ, ou, à très- peu près, à cause de / très-petit, 
y = X sinÇ. Quant à la quantité A, qui exprime la libration de la Lune, 
elle doit être proportionnelle à l’équation du centre de la Lune ou, plus 
exactement, à la somme de foutes les équations qui affectent le mouve- 
ment moyen de cette planète; il pourrait, à la vérité, s’y joindre encore 
une équation provenant de la libration physique, supposé qu’elle ait vé- 
ritablement lieu; mais, comme il n’y a encore rien de bien constaté sur 
ce point, ni par la Théorie, ni par les observations, on pourra se dispen- 
ser d’y avoir égard ; et d’ailleurs, quand on en voudrait tenir compte, on 
trouverait aisément qu’il n’en pourrait rien résulter pour l’équation sé- 
culaire de la Lune, à moins de faire des suppositions trop forcées et trop 
peu admissibles sur la figure de celte planète. 

On voit donc par là que l’expression des forces peiiurhatrices de la 
Lune, provenant de la non-sphéricité de sa figure, ne pourra ren- 
fermer que les mêmes angles qui composent les arguments des iné- 
galités de la Lune, produites par l’action du Soleil, c’est-à-dire, les 
angles s, vj, Ç (n"’ 23 et 33); or il n’y a aucune combinaison de ces 
angles ni de leurs multiples qui puisse donner un angle constant, ou à 
très-peu près constant, à moins d’admettre des multiples fort grands, 
auquel cas le coefficient, qui affecterait le sinus ou le cosinus d’un tel 
angle, siérait d’autant plus petit, et par conséquent insuffisant pour l’ex- 
plication de l’équation séculaire (sur quoi voir le VI® volume des Opus- 
cules de M. d’Alembert); ainsi on peut être assuré d’avance que la non- 
sphéricité de la Lune ne peut être d’aucune utilité dans la recherche de 
cette équation. 

35. Je n’entreprendrai pas maintenant d’examiner si l’équation sécu- 
laire de la JjUne peut être l’effet de l’action des autres planètes : cette 
discussion nous mènerait trop loin et demanderait même un Ouvrage 
particulier, auquel le défaut de témps et mes occupations actuelles 
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in’empéchent de me livrer; mais il ne parait pas impossible de pouvoir 
décider la question à priori, par des considérations analogues à celles du 
numéro précédent. En effet, il est facile de voir que les expressions des 
forces perturbatrices de la Lune, produites par l’action d’une planète 
quelconque, ne peuvent dépendre que des angles «, vj, Ç relatifs à la 
Lune, et des angles analogues s', > 3 ', Ç' relatifs à la planète (s' étant l’ano- 
malie de la planète, vj' son élongation à la Terre, et Ç' sa distance au 
nœud); de sorte que ces expressions ne renfermeront que des sinus ou 
cosinus d’angles formés par la combinaison de ceux-ci et de leurs mul- 
tiples; et l’on prouvera aisément que la quantité 5 ne pourra être formée 

que de pareils sinus ou cosinus; et si l’on veut avoir égard en même 
temps à l’action du Soleil, il se joindra encore à ces six angles celui de 
l’anomalie du Soleil, qu’on a nomme ci-dessus Tout se réduira donc à 
examiner si l’on peut trouver une combinaison des sept angles j, vj, Ç, 
s', Y]', Ç', ^ et de leurs multiples, laquelle donne un angle tout à fait, ou du 
moins à très-peu près, constant; or, d’après les valeurs connues des rap- 
ports de ces angles, on pourra s’assurer aisément qu’il n’est guère pos- 
sible de former de telles combinaisons, sans employer des multiples assez 
grands; d’où l’on p^ut conclure que les termes qui pourront produire 
une équation séculaire ne se présenteront qu’après plusieurs correc- 
tions de l’orbite, et seront par conséquent d’un ordre beaucoup trop 
petit pour pouvoir donner une équation sensible et conforme aux obser- 
vations. 

36. Puis donc que l’équation séculaire de la Lune, telle que les Tables 
de Mayer la donnent, ne peut être l’effet de la non-sphéricité de la Terre, 
ni de celle de la Lune, ni de l’action des autres planètes sur la Lune, et 
par conséquent ne saurait être expliquée par le secours de la gravitation 
seule, il faut que, si cette équation est réelle, elle provienne de quelque 
autre cause, comme de la résistance que la Lune éprouverait de la part 
de quelque fluide très-rare, dans lequel elle serait mue; mais comme, 
d’un autre côté, l’hypothèse d’un fluide très-subtil, dont la résistance 
altérerait sensiblement le mouvement des Corps célestes, n’est pas encore 
VI. 49 
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bien éonfirrtiée par lè'é obsci^vàtionii des autres plabètes, que même elle 
paraît être cb’ritrédi'te paŸ celles rfe Saturne, débt le mouvement va en 
se ralentissant au lieu' de s'accélérer, comme cela devrait être eh vertu 
de la résistance de l’étlier, il md semble qu’on ne doit pas admettre cette 
bypothèSe üniquemént dans la vue d’expliquer par son moyen l’équation 
séculaire dont il s’agit. 

Je dis : si cette équatiàn est réelle; car il me paraît que les preuves que 
l’on en a jusqu’à présent lie sdnt pas bien décisives, puisqu’elles sont 
fondées Uniquement sur quelques observations faites dans des siècles 
fort éloignés, et sur l’exactitude desquelles on ne saurait guère compter. 

37 . M. Duntborn, le premier après M. Halley qui ait adopté l’bypo- 
tbèse de l’accélération de la Lune, et le seul, ce me semble, qui soit 
entré là-dessus dans quelques détails, ne s’en est pas tenu à la simple 
comparaison des observations des années 720 avant J.-C. et 977». 97!^ 
après J.-C. avec les modernes, pour prouver la nécessité de cette accé- 
lération; il a aussi discuté, dans le môme objet, quelques autres obser- 
vations faites dans les siècles intermédiaires [voir le volume XLVI, des 
Transactions philosophiques)', mais, quoique ces observations paraissent 
confirmer en gros l’accélération du mouvement moy?n de la Lune, elles 
ne s’accordent cependant pas entre elles, à beaucoup près, ni sur la 
quantité de l’accélération séculaire, ni même sur la loi de cette accélé- 
ration; c’est ce que je vais faire voir en empruntant les résultats des 
calculs de ce savant Astronome. 

Les observations qu’il a examinées sont, en les rangeant par ordre 
chronologique : 

1“ Uné éclipse de Lune observée à Babylone le 9 mars 720 avant J.-C. 
et rappdrtée par Ptolémée dans le IV* Livre de son Almagéste, Cha- 
pitre VI. On né sait d’autres circonstances de cette éclipse, sinon qu’elle 
a commencé plus d’une heure après le lever de la LUhe, ét qu’elle a été 
totale. M. Duntborn, ayant fait à cette observation les réductions con- 
venables, a trouvé que le commencement a dû être à 6‘‘46'”; ensuite, 
l’ayant calculée par Ses propres Tables, qui n’ont jamais été publiées, 
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que je sacl^e, il a trouvé que le commencement aurait dû être, à 8** 3 a™; 
ce qui donne une anticipation de i‘* 46 '" de l’observation sur les Tables, 
et par conséquent une erreur de 54 minutes sur la longitude calculée. 

2® Une éclipse de Lune observée à Babylone le 23 décembre 382 
avant J. -G. (il faut, remarquer que M. Dunthorn rapporte faussement 
cette éclipse à l’année 3i2). Le commencement en a été observé, au 
rapport de Ptolémée, une demi-heure avant la lin de la nuit; d’où 
M. Dunthorn dit que ce conjmenccment a été à 6'‘42™ du matin, tandis 
que les Tables ne le lui donnent qu’à 8 ''i 5 ™; ce qui fait une anticipation 
de i'* 33 ™, et par conséquent une erreur de 47'i5" sur la longitude 
calculée. 

I ' I 

3 ” Une éclipse de Lune observée à Alexandrie le 22 septembre 2010 
avant J. -G., et rapportée par Ptolémée d’après Hipparque. Gette éclipse 
a dû commencer une demi-heure avant le lever de la Lune, ce qui re- 
vient, suivant i\l. Dunthorn, à 6 '’ 32 ™, tandis que les Tables ne lui don- 
nent que G*' 1 2™ ; ce qui fait une anticipation de [\o minutes, et par consé- 
quent une erreur de ao'ao" sur la longitude calculée. 

4 “ Une éclipse de Soleil observée par Théon, à Alexandrie, le iG juin 
3 G 4 après J. -G., et rapportée dans son Gommentaire sur V Almageste. Le 
commencement en a été à 3 '‘i 8 ™; d’où .M. Dunthorn conclut la distance 
de la Lune au Soleil de 39'4i", tandis que les Tables ne la lui donnent 
que de 35 ' 25 "; ce qui fait une ditfércnce de 4 'iG", qui est rerreur des 
Tables au temps de l’observation. 

5 " Une éclipse de Soleil observée au Gaire le i 3 décembre 977,- et 
dont le commencement est arrivé lorsque le Soleil était haut do i 5 " 4 d', 
et la fin lorsque la hauteur du Soleil était de 33 ^^ degrés. M. Dunthorn 
conclut de là que le commencement de cette éclipse a dû être à 8'‘2r)“, et 
la fin à ro'‘ 45 ™ du matin; et il trouve que l’erreur de ses Tables sur la 
longitude de la Lune est de 7'3G", dont la Lune s’est trouvée plus 
avancée. 

6“ Une éclipse de Soleil observée dans le même endroit le 8 juin 978, 
et qui a commencé lorsque le Soleil était haut de 5 d degrés, et fini 
lorsqu’il était haut de aG degrés. M. Dunthorn trouve que le coramen- 

49 - 
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cernent de cette éclipse a dû être à et la fin à 4 '‘ 5 o'“; d’où il con- 

clut l’erreur de ses Tables sur la longitude de 8' 45 " dont la Lune était 
plus avancée. 

Ces deux observations se trouvent dans VHistoire céleste de Tycbo et 
sont tirées d’un manuscrit arabe, qui renferme les observations de Ibn 
Jonis et qui se trouve dans la Bibliothèque de Leyde; ce sont celles 
dont nous avons parlé au commencement de ces Recherches. 

Enfin une éclipse de Soleil observée à Nuremberg par Walter, le 
39 juillet 1 478. laquelle donne une erreur de 10 minutes sur la longitude 
calculée; mais, comme il en résulte aussi une erreur en latitude de 
9' 12", M. Dunlhorn croit cette observation trop inexacte pour qu’on 
puisse s’y fixer. 

Rassemblant maintenant ces résultats, on aura les éléments suivants : 


A.NNÉE8 

ERREURS 

dc8 

(les 

observations. 

Tables de Diinthorn. 

77.0 avant J.-C 

-54'. ü" 

00 

00 

— 47-«5 

9.00 )) 


364 après J.-C 


977 « 

-t- 7.36 

978 » 

4- 8.45 

478 » 



38 . Il paraît, en général, par cette Table, que le mouvement de la 
Lune a dû s’accélérer continuellement depuis l’année 720 avant J.-C. 
jusqu’à présent; voyons donc quelles doivent être la quantité et ia loi de 
cette accélération, pour répondre aux observations que nous venons de 
rapporter. 

Pour cela, je remarque qu’entre la première et la troisième observa- 
tion il y a un intervalle de 620 ans; qu’entre celle-ci et la quatrième il 
y a un intervalle de 563 ans; qu’entre la quatrième et la cinquième il y a 
un intervalle de 6 r 3 ans; qu’enfin entre la cinquième et la septième il 
y a un intervalle de 5 oo ans; d’où l’on voit que ces intervalles ne sont 
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pas fort différents entre eux, en sorte qu’on pourra, sans craindre de 
grandes erreurs, les prendre et les traiter comme égaux. 

De cette manière donc les erreurs des Tables de Dunthorn seront à 
peu près, dans des intervalles de temps égaux, 

-54', - 20 ', -4', +8', +io'; 

et, si l’on suppose que ces erreurs soient dues à une équation qui 
augmente comme les carrés des temps, et qu’il faille de plus changer 
l’époque et le mouvement moyen des Tables, il est clair que les diffé- 
rences secondes seront Constantes, et que la moitié de la valeur de celte 
différence constante prise négativement sera l’équation séculaire pour 
un espace de temps égal à l’intervalle d’une observation à l’autre; or je 
trouve, en prenant successivement les différences. 


Erreurs dos Tables 

1 

1 

0 

- 4 

8 

4 - 10 


Premières différences 

— 34 — if) — 12 — 2 


Secondes aifférences 

- 18 

- 4 

— 10 




et comme les différences secondes sont trop inégales entre elles, je crois 
pouvoir en conclure qu’on ne saurait sauver les erreurs des Tables par 
un simple changement de l’époque et du mouvement moyen combiné 
avec une équation séculaire qui augmente comme les carrés des temps. 

39 . Mais voyons encore si l’on pourrait concilier les observations 
avec les Tables, en introduisant dans celles-ci une équation séculaire 
apparente, qui dépende du sinus d’un certain angle qui croisse ou dé- 
croisse uniformément. 

Soient/? le changement qu’il faudrait faire à l’époque des Tables pour 
l’observation de 720 avant J. -G.; q le changement qu’il faudrait faire au 
mouvement moyen pour 55o ans environ, ce qui est l’intervalle moyen 
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entre les observations; a l’argument de l’équation séculaire pour l’ob- 
servation de 720 avant «p le mouvement ou la variation dé cet argu- 
ment pour 55 o ans, et / le coefficient ou la plus grande valeur de l’équa- 
tion : on aura donc pour les erreurs des Tables dansdes cinq observatibns 
dont il s’agit, supposées équidistantes, les quantités 

p + q • 4 -/sin(« -1-9), 

P + yq /sin(a -4- 29), 

P 4- 37 +/ sin(a 4 - 39), 

/>4-4</4-ysin(ût-t-49); 

donc 

P 4- ysina — — 54, 

P q 4 -y’sin(a 4 - 9) = — 20, 

P + Q.q + /sin(a4-3 9) = — 4 , 

P + 3 q 4 -/sin(a 4 - 3 ©) H, 

4 - 4 î + ysin (a 4 - 4 9 ) -- 10, 


équations par lesquelles on pourra déterminer les cinq inconnues p, y. 
/, a, 9. Pour cela, j’ajoute la première et la troisième : j’ai 


mats 


+ y ) + /[sina 4- sin (« 4- 29)] — 58; 

sin« 4- sin (« -1- 29) = 2 cos 9 sin (a 4- 9) ; 


donc on aura, en divisant par 2, 

P + q-f-f COS9 sin (a 4- 9) — — 2<), 


et de là 


•' ^ C0S9 ’ 


or la seconde équation donne 


/sin(a (f) — — 20 — P — q ; 
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donc, comparant ces deux valeurs, on aura 

3-9 + P 4- ^ 

d’où 


cos<p 


•2.0 + P + q; 


P + Ç 


30 C 0 S(p — 39 


I — cos 9 

De même, en ajoutant la seconde et la quatrième équation, on aura 
3(/> 4 - 3g) 4-/[sin (a 4- 9) 4 - sin (a + 39)] = ~ 13, 

savoir, à cause de sin (a + ip) 4- sin (a 4 - Sijî) = acos^ sin (a 4 - ^9 
p+ 9. q -h f cos 9 sin (a 4- 39) = — (>; 


d’où l’on tir(! 


/■ . , , 6 4" 4- 3 fl 

/sin a 4- 29)= i; 

^ COS9 ’ 


et, comme la troisième équation donne 

/sin (a 4- 29) = — ^ — p— 9 .q, 


on aura, par la comparaison de ces valeurs, 


et de là 


6-^p + 2q ^ 
C0S9 


-hp-^2q; 


p-h2q = 


4COS9 — 6 
I — C0S9 


On comparera de même entre elles les trois dernières équations; et 
comme M. Dunthorn regarde l’observation de Walter, qui a donné 10 mi- 
nutes d’erreur, comme un peu suspecte, nous prendrons, en général, 2 /n 
pour l’eri’eur de cette observation; ainsi l’on aura d’abord, en ajoutant 
la troisième et la cinquième équation, 

2{p + 3ç) -f-/[sin(a -f- 29) 4 - sin(a 4 - 4?)] = 2m — 4, 
et, à cause de sin (a -f- 29) 4- sin(a -+- 4<p) = acosç sin (a 4 - 'ifj. 


P -^"iq -I-/COS9 sin(« 4 - 3®) = m — 3 ; 
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/sin(a 4- 3<p) 


m — n — P — Zq 


mais la quatrième équation donne 


_/sin(a 4 - 3(p) = 8 — /> — 3^,* 


8 ~ P — 3q 


m — 7. — f> — ^q. 


p + 3 q 


m — 2 — 8ros(ji> 

I — COS<}) 


On a donc maintenant les trois équations 


20 COS 9 — 29 

^ ^ I — cos 9 ’ 

4 COS 9 — 6 

P -h = y 

^ ^ I — COS 9 


p + Zq 


d’où l’on tire d’abord celles-ci 


— 2 — 8 COS 9 
I — C0S9 ’ 


<‘l par conséquent 


i 6 COS 9 23 w -4- 4 — 12 cos 9 

i — C0S9 I — COS9 ’ 


16COS9 -+- 23 = m -H 4 — ‘2 CÜS9; 


_ « 9 -»» 


On voit donc que cette équation ne saurait subsister, en adoptant 
10 minutes pour l’erreur des Tables sur l’observation de Walter; car on 
aurait alors aw = 10 et aw = 5 , ce qui donnerait 


i 4 , , 

C0S9 = = 3 f 
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En général, comme cosf doit être nécessairement •< ii il faudra que 

l’on ait — <C i; donc 19 — m'<4 et m^iS; donc am ]> 3o; en 

sorte que l’erreur des Tables au temps de l’observation dont il s’agit, 
loin d’être moindre que celle que M. Dunthorn a trouvée, devrait être 
au contraire trois fois plus grande; ce qui ne saurait être admis, puis- 
qu’il faudrait que Walter se fût trompé d’environ une heure sur le temps 
de l’éclipse qu’il a observée. 


40 . Si l’on désigne par — 9.0., —2b, — 2c, — 2d, — 2e les erreurs 
— 54, — 20,... en sorte que l’on ait les équations 

P -t-/sina — — -xa, 

P -h q-hfshi{a-i- ç) .~ — 2A, 

P -h 2 q -hfsm{tX -h 29 ) = — 26 “, 

P -h 'iq -h fsin {a = — 2 d, 

P + ^q +f sin(a 4 - 4?) = — 


on trouvera ces trois-ci 


26 f'osco — n — c 

P + q z= : , 

2C cos® — b — (I 

p+2q=: > 

^ ’ I — COS9 


p + 3 q 

d’où l’on tire sur-le-champ 


2</cos9 — c — e 
I — cos 9 ’ 


2{c — b) cos® + a — b -\- c — d _ 2{d — c)cos9 4-6 — c-t-rf— c 

^ I — C0S9 I — COS9 

et de là 

2(c — 6) COS9 a — b A- c — d — 2{d — c) COS9 -+-6 — c 4 -(/ — e, 

savoir 

a — 2b + 2 c — 2d + e 
COS9 2 {b — 2 c + d) ’ 


VI. 


5o 
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connaissant l’angle (p, on connaîtra p et q, et ensuite /et a par les équa- 
tions ci-dessus; cette solution peut être utile dans d’autres occasions, et 
c’est ce qui nous a engagé à la rapporter ici. 

41. Au reste, comme M. Dunthorn n’a point publié ses Tables de la 
Lune, et que par conséquent on ne peut savoir quel degré de confiance 
elles méritent; que d’ailleurs les Astronomes paraissent être convenus de 
regarder celles de Mayer comme les meilleures, j’ai cru qu’il était impor- 
tant de voir ce que ces dernières donneraient, et j’ai prié en conséquence 
un très-habile Astronome (M. B***) de vouloir bien calculer les,lieux de 
la Lune, au temps des observations rapportées ci-dessus d’après les 
Tables de Mayer, pour en déduire les erreurs de ces Tables; je l’ai même 
engagé à entreprendre ce travail deux fois, premièrement en adoptant 
l’époque et le mouvement moyen de la Lune de Cassini, et y appliquant 
les équations données par les Tables de Mayer, et ensuite en faisant le 
calcul uniquement d’après ces dernières Tables; car, comme la différence 
de 3 ' 42 ", qui est entre les mouvements moyens séculaires de la Lune 
suivant Cassini et suivant Mayer, tient principalement à l’équation sécu- 
laire introduite par ce dernier, ainsi qu’on l’a vu au commencement de 
ce Mémoire, si l’on veut faire abstraction de cette équation, il paraît 
naturel qu’on rétablisse le mouvement moyen tel que Cassini l’a trouvé; 
or il ne sera pas inutile, dans notre recherche, de connaître les erreurs 
des Tables dans^ette hypothèse, et de les comparer à celles qui ont lieu 
dans l’hypothèse de l’équation séculaire. 

Voici les résultats de ces calculs; l’Auteur m’a assuré les avoir faits et 
revus avec beaucoup de soin, et de manière à pouvoir compter entière- 
ment sur leur exactitude. 
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LIEUX 

des observations. 

DATE 

des éclipses observées. 

ERREURS 

«les 

Tables de Mayer 
avec 

réquatioii séculaire. 

ERREURS 

des 

Tables de Mayer 
sans 

l’équation séculaire. 

Babylone 

7*20 avant J.-C. 

Mars 19 

' *7 

1 

— 23. 3o 

Babylone 

38*2 

Dèc. ‘2*2 

— 26. 

— J 1 . 3o 

Alexandrie 

200 

Sept. 22 
Juin iG 

- *7- 

— 12.40 

— I . i5 

-A- 12.12 

Alexandrie 

364 après J.-C. 

Caire. 

Q77 

Déc. ï 2 

Juin 8 

— 1 . 22 

-f- 0.18 

-+- 20.4a 

-f- I b . 35 

Caire 

U/ y 

978 


Il faut remarquer, à Tégard des deux premières observations de cette 
Table, qu’on a supposé dans le calcul, d’après M. de la Lande [Mémoires 
de l’ Académie , année 1 757), que la difTércncc des méridiens entre Paris et 
Babylone n’est que de 2’* 32 "*, tandis que M. Dunthorn la fait de 2'*/|r"7, 
à cause que, suivant Ptolémée, Babylone est plus à l’orient qu’Alexandrie 
de 5 o minutes, et que la différence des méridiens entre cette dernière 
ville et Paris est fixée à 

Si l’on voulait adopter la détermination de Dunthorn, alors les erreurs 
des Tables au temps des deux premières observations, c’est-à-dire, en 720 
et 382 avant J.-C., deviendraient d’environ 5 minutes plus grandes. 

42 . Si l’on prend les erreurs contenues dans la dernière colonne de 
la Table précédente, mais en omettant celle de l’année 382, et substituant 
à la place des deux dernières la valeur moyenne 18'^, on a cette suite de 
nombres — 23 ‘ , — 17, -f-127, -f-i8J, dont les différences premières 
sont 22 J, i2~, et dont les différences secondes sont — 97, — , 

lesquelles sont trop inégales pour <ju’on en puisse rien conclure direc- 
tement pour la loi de l’équation séculaire (n“ 38 ); on pourrait cepen- 
dant, en changeant seulement de quelques minutes les erreurs dont 
il s’agit, rendre leurs différences secondes constantes et égales à la va- 

5o. 
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leur moyenne —8 des précédentes; alors on aurait 4 minutes pour la 
quantité de l’équation séculaire dans l’espace d’environ 55o ans, ce qui 
donnerait à peu près 8 secondes pour l’équation séculaire au bout dû 
premier siècle; mais nous ne nous arrêterons pas davantage là-dessus, 
et nous passerons à examiner les erreurs des Tables mêmes de Mayer, 
qu’on voit dans la pénultième colonne. 

Il est d’abord évident que le but de ce savant Astronome a été princi- 
palement de faire cadrer ses Tables avec les observations arabes de 977 
et 978; mais on doit, ce me semble, être un peu surpris de ce que ses 
Tables ne représentent pas mieux l’observation de 720 avant J. -C., qui 
a toujours servi de base dans la détermination des moyens mouvements 
de la Lune; cependant, si l’on fait attention que le calcul a été fait en 
prenant avec M. de la Lande 6*' 1 1“ pour le temps de l’opposition, tandis 
que suivant M. Cassini elle a dû arriver à 6*’ 58'", on verra que celte diffé- 
rence (le 47 minutes en produira une d’environ 24 minutes dans le lieu 
de la Lune (n® 4 ci-dessus), ce qui réduira l’erreur des Tables de Mayer 
à environ — i minute. 

Il paraît donc très-probable que cet Astronome a suivi le calcul de 
*M. Cassini pour la détermination du lieu de la Lune dans l’éclipse de 720 
avant J.-C., et qu’il a par conséquent tâché d’y accommoder ses Tables 
au moyen de l’équation séculaire qu’il a appliquée au mouvement moyen. 
Mais si la correction que M. de la Lande a faite au calcul de M. Cassini, 
et dont il rend raison dans son Mémoire sur les équations séculaires 
{Mémoires de l’ Académie, année 1 757), est fondée, il est clair que le mou- 
vement moyen et l’équation séculaire de Mayer devront être un peu al- 
térés pour que ses Tables puissent représenter également l’observation 
do 720 avant J.-C. et celles de 977 et 978 après J.-C. 

Soit X le nombre de minutes dont il faudrait augmenter le mouvement 
séculaire de Mayer, et y celui dont il faudrait augmenter son équation 
séculaire pour le premier siècle, à compter depuis 1700; il est clair que, 
eh gardant l’époque du lieu moyen pour 1 700, le lieu moyen pour 978 se 
trouvera plus avancé de — ']\x + (7i)“9'* et pour 720 avant J.-C. de 
— 2l[{x-\-{‘xl^\Yy\ or, comme l’erreur des Tables de Mayer est presque 
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nulle pour l’observation de 978, il faudi^a faire d’abord 

- (7f)’r=o. 

pour que le lieu moyen ne change pas en 978; et l’on aura par là 

^ = lrr> 

ensuite, pour détruire l’erreur de — 24' 55" que les Tables donnent pour 
l’observation de 720 avant J.-C., on fera 

ce qui, à cause de y {y, donne .à très-peu près 

r = f, ei x=-- 25"; 

en sorte que l’équation séculaire devrait être, pour le premier siècle, 
de i2"j, et le mouvement séculaire moyen de io*7"54'o". 

43. Ce changement dans l’équation séculaire et dans le mouvement 
moyen diminuerait aussi beaucoup les erreurs des Tables dans les obser- 
vations intermédiaires; car le lieu moyen se trouverait plus avancé 
d’environ i3 minutes pour l’observation de 38-2 avant J.-C., d’environ 
17 minutes pour celle de 200 avant J.-(]., et d’environ 5 minutes pour 
l’observation de 364 après J.-C., de sorte que les erreurs trouvées dans 
la dernière colonne de notre Table précédente en seraient diminuées 
d’autant. 

Il est vrai qu’en changeant le lieu moyen les valeurs des équations doi- 
vent aussi changer un peu ; mais on peut ici négliger ces variations qui ne 
peuvent monter qu’a quelques secondes; en effet, il est clair qu’il n’y aura 
que les trois principales équations de la Lune, savoir V équation du centre, 
Vévection et la variation, qui puissent recevoir un changement tant soit 
peu sensible, tandis que le lieu moyen augmente ou diminue de quel- 
ques minutes; or, à cause que dans les observations dont il s’agit la 
distance de la Lune au Soleil est o ou 180 degrés, la variation sera nulle, 
et l’évection aura pour argument la simple anomalie de la Lune; de plus. 
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comme toutes les éclipses rapportées dans notre Table ci-dessus, à l’ex- 
ception des deux dernières, sont arrivées, la Lune étant assez éloignée de 
ses apsides, on trouvera aisément que la dilTérence produite par le chan- 
gement des équations dont nous venons de parler ne pourra guère mon- 
ter à I minute. 

Il n’en serait pas de même pour les deux éclipses de 977 et 978, qui 
sont arrivées fort près des apsides de la Lune, où un degré de différence 
dans l’anomalie peut donner jusqu’à 7' { de variation dans l’équation du 
centre; mais, puisque nous avons fait en sorte que les changements du 
mouvement moyen et de l’équation séculaire se compensent mutuelle- 
ment au temps de ces éclipses, le lieu moyen de la Lune n’a point été 
altéré par ces changements. 

44 . Au reste, comme les observations qui nous ont été transmises par 
Ptolémée ne sont rapportées que d’une manière fort vague, et que d’ail- 
leurs on sait qu’il est très-difficile de fixer le commencement ou la fin 
d’une éclipse de Lune, à cause de la pénombre et de l’atmosphère de la 
Terre, qui en rendent les phases douteuses et qui font que nos meil- 
leurs Astronomes s’y trompent quelquefois de plusieurs minutes, malgré 
l’exactitude de nos instrunjcnts et les soins scrupuleux qu’on a coutume 
d’apporter à ces sortes d’observations, il s’ensuit qu’il y a très-peu de 
fond à faire sur les observations que nous venons de discuter ci-dessus 
pour en déduire l’équation séculaire do la Lune; et si l’on Joint à cette 
remarque celle que M. de la Lande a déjà faite sur l’incerlitude des deux 
observations arabes de 977 et 978, au sujet desquelles feu M. Bevis, sa- 
vant Astronome anglais, qui avait entre les mains une traduction du 
manuscrit arabe d’où elles sont tirées, lui dit qu’il avait de fortes raisons 
de douter si c’étaient de véritables observations ou de simples calculs 
[Astronomie, Article 1485 ), on conviendra sans peine que l’existence 
de cette prétendue équation séculaire est encore très-douteuse; de sorte 
que, comme la Théorie y paraît en même temps contraire, le meilleur 
parti qu’il y aurait à prendre, du moins jusqu’à ce que le temps nous 
apporte là-dessus de nouvelles lumières, serait peut-être de rejeter entiè- 
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rement cette équation, en conservant néanmoins le mouvement moyen, 
tel que Mayer l’a établi, lequel parait assez bien d’accord avec les ob- 
servations de ces deux derniers siècles, pour lesquelles l’équation sécu- 
laire est d’ailleurs presque insensible. 

En effet le savant Astronome dont j’ai parlé ci-dessus, ayant comparé 
avec les Tables de Mayer les observations de quelques éclipses de Lune 
du XIV® et du xvi® siècle, rapportées par Riccioli dans son Almageste, a 
trouvé les résultats suivants 


TEMPS MOYEN, A PARtS, EEREPRS 

(les oppositions oliservées. des Tables de iNîayer. 

Il iii m 

ï/\ 5 '] 3 seplembrc toio — i 

1464 avril I?. 3 o 4-1 

r5oo 5 novembre -t- 7 . 

1673 8 décembre 73.1 — 1 


La première de ces quatre éclipses a été observée à Mellicum, en Au- 
triche, par Purbach et Regiomontanus, la seconde à Padoue par Regio- 
monlanus, la troisième à Rome par Copernic, et la quatrième à Urani- 
bourg par Tycbo. 

On voit d’abord que les erreurs des Tables de Mayer sont Irès-petites, 
et que, de plus, elles sont les unes positives et les autres négatives; ce 
qui prouve que l’époque et le moyen mouvement sont assez bien établis; 
il n’y a que l’observation de i5oo pour laquelle l’erreur des Tables esl 
un peu sensible; mais je crois qu’il faut la rejeter plutôt sur l’observa- 
tion même, qui n’est rapportée par (Copernic [De Revolutionibus orbium 
cœlestium, Livre IV, Chapitre IV j que d’une manière un peu vague, d’au- 
tant plus que, cette éclipse n’ayant pas été totale comme les autres, il 
lui aura été difficile d’en fixer le temps du milieu. 
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RECHEKCHES 


SUR LA 

THÉORIE DES PERTURBATIONS 


QÜB LES OÔMÈTES PEUVENT ÉPROUVER PAR L ACTION DES PLANÈTES. 


[Mémoires des Savants étrangers ^ t. X, 1785. Prix du l’Académie pour 1778.) 


(]es Recherches sont divisées en quatre Sections, que je vais parcourir 
sommairement. 

Dans la première Section, je donne d’abord les équations générales 
du mouvement d’une comète autour du Soleil, en ayant égard aux per- 
turbations qu’elle peut éprouver par l’action d’une ou de plusieurs pla- 
nètes, et en rapportant les lieux tant de la comète que des planètes à des 
coordonnées rectangles. Je simplifie ensuite ces équations en parta- 
geant chacune d’elles en deux, dont l’une appartienne à l’orbite non 
altérée et dont l’autre renferme l’cll'et des perturbations, et je fais voir 
(ju’en négligeant, à l’exemple des grands Géomètres qui ont déjà traité 
la Théorie des comètes, les carrés et les produits des forces perturba- 
trices, on peut considérer à part l’action de chaque planète, et prendre 
la somme des effets de leurs différentes actions pour l’efTet total de leurs 
actions réunies. Enfin je montre comment on peut satisfaire aux équa- 
tions différentielles des perturbations, dans le cas où la comète serait à 

5i. 



m RECHERCHES SUR LA THÉORIE 

une dislance du Soleil infiniment grande par rapport k la distance de la 
planète au Soleil : d’où résulte naturellement une transformation de ces 
mêmes équations, laquelle en facilite beaucoup l’intégration relative- 
ment k la partie supérieure de l’orbite de la comète. Cette transforma- 
tion tient lieu des méthodes synthétiques proposées jusqu’ici pour 
simplifier le calcul des perturbations dans les régions supérieures de 
l’orbite, et elle a en même temps l’avantage de conserver l’uniformité 
dans la marche du calcul. 

La deuxième Section est destinée uniquement k l’intégration des équa- 
tions dilférentielles de l’orbite non altérée, et contient une solution 
complète du fameux Problème que Newton a résolu le premier, et une 
foule d’Autcurs après lui. Je me flatte que mon analyse pourra paraître 
encore digne de l’attention des Géomètres par sa simplicité et par sa gé- 
néralité; elle est d’ailleurs nécessaire pour les calculs de la Section sui- 
vante, et fournit ditTérentes formules qui sont d’un grand usage dans 
tout le cours de cet Ouvrage. 

Dans la troisième Section, je m’occupe de l’intégration des é’quations 
différentielles des perturbations. Je fais voir comment leurs intégrales se 
déduisent naturellement de celles des équations de l’orbite non altérée, 
en y faisant varier les constantes arbitraires qui représentent les éléments 
de l’orbite : ce qui conduit directement k exprimer l’effet des perturba- 
tions par la variation des éléments de l’orbite considérée comme ellip- 
tique; et ces variations se trouvent déterminées par des formules différen- 
tielles assez simples, dont chacune ne demande qu’une seule intégration. 
Je fais ensuite usage des transformations proposées dans la première 
Section pour les parties supérieures de l’orbite; les formules difléren- 
tielles dont il s’agit deviennent par Ik composées d’une partie absolu- 
ment intégrable et d’une partie non intégrable, mais qui est toujours 
d’autant plus petite que la coinèt-e est plus éloignée du Soleil, en sorte 
qu’elle devient insensible lorsque la comète est k une très-grande dis- 
tance du Soleil. Je termine celte Section par les formules générales qui 
expriment l’altération de la durée des révolutions anomalistiques et pé- 
riodiques de la comète. 



DES PERTÜUBATIONS DES COMÈTES. W5 

La quatrième Section contient l’application des méthodes et des for- 
mules données dans les Sections précédentes aux perturbations des co- 
mètes, et en particulier à celles de la comète de i532 et de 1661 . Toute 
la dilficulté de cette application consiste dans l’intégration des formules 
«lilférentielles qui déterminent les variations des éléments de l’orbite. 
Après avoir mis ces formules sous une forme plus simple et plus com- 
mode pour le calcul, je montre les obstacles qui s’opposent à leur inté- 
gration générale, et qui obligent d’avoir recours aux quadratures des 
courbes mécaniques. Comme la métbodet de ces quadratures est assez 
connue par les Ouvrages de Cotes et de Stirling, je n’entre là-dessus dans 
aucun détail; mais je remarque qu’il y a des cas où l’usage de cette mé- 
tbode cesse d’être légitime : c’est lorsque la distance entre la comète et 
la planète perturbatrice est fort petite et approche de son minimutn. Je 
donne pour ces sortes de cas une méthode particulière, qui réduit l’inté- 
gration aux logarithmes ou aux arcs de cercles, et ne peut jamais être 
sujette à aucun inconvénient. Tout ce que nous venons de dire ne regarde 
que la partie inférieure de l’orbite de la comète; car, pour la partie supé- 
rieure de cette orbite, dans laquelle la distance de la comète au Soleil 
sera beaucoup plus grande que la distance de la planète au Soleil, je fais 
voir que la partie des formules dilférentielles qu’il reste à enregistrer se 
partage de nouveau en deux parties : l’une indépendante du lieu de la 
planète, et qui est absolument intégrable; l’autre qui contient les sinus 
ou cosinus de l’angle du moyen mouvement de la planète, et (jui n’est 
intégrable par aucune méthode connue, mais dont je démontre que l’in- 
tégrale est néee.ssairement beaucoup plus petite que celle de la première 
partie, en sorte qu’on peut la négliger entièrement; et, au cas (|u’on 
voulût pousser l’exactitude plus loin, je donne un moyen d’approcher 
de plus en plus de la vraie valeur de celte intégrale. D’où il .s’ensuit que, 
dans les régions supérieures de l’orbite des comètes, on peut déterminer 
leurs perturbations par des formules analytiques, qui ne demandent que 
des substitutions numériques pour donner les résultats cherchés, comme 
dans le cas des planètes. Je considère enfui la comète des années iSHs et 
166 r, que les Astronomes attendent vers 1789 ou 1790, et je déduis des 
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éléments de cette comète toutes les données nécessaires pour le calcul 
de ses perturbations. Comnie, dans le Programme de 1778, on n’exige pas 
que les concurrents donnent les résultats numériques de ce calcul, je 
m’abstiens d’entrer dans aucun détail à cet égard; mais je me flatte qu’il 
n’y aura point de calculateur tant soit peu intelligent qui ne scftt en état 
d’ap[)liqucr à la comète dont il s’agit la Théorie exposée dans cet Ou- 
vrage. 

Tels sont les principaux objets du travail que je soumets au jugement 
de l’Académie; j’en serai suffisamment récompensé si cette illustre Com- 
pagnie daigne l’honorer de (juelque allenlion. 


SECTION PREMIÈRE. 


h g U A 1 1 O N S L) 1 F F É U F N I' I K L I. E S DU M O ü V K M E N T d’ U .N E C O ,M È TE AUTO l II D U S O I. E I L , 
EN AYANT É(iAIU) AUX P K U TU U B A TI O NS QV’kLLE PEUT ÉPROUVER PAR U’ ACTION 
DES PLANÈTES. 


1 . Je prends la masse du Soleil pour l’unité, et je nomme m la masse 
de la comète, p., les masses des planètes perturbatrices. 11 est clair 
que ces quantités m, a, doivent être des fractions très-petites, 

puisqu’elles expriment les rapports des masses de la comète et des pla- 
nètes à la masse du Soleil ; en effet on sait que Jupiter, la plus grosse de 
toutes les planètes, a environ mille fois moins de masse que le Soleil; et 
quant aux masses des comètes, quoiqu’elles soient inconnues, on ne 
peut guère les supposer plus grandes que celle de Jupiter, autrement il 
pourrait résulter de leur attraction des dérangements sensibles dans les 
orbites des planètes; ce que les observations n’ont pas encore fait con- 
naître, et ce qu’on ne suppose pas d’ailleurs qui arrive dans le Problème 
des comètes, tel qu’on l’a envisagé jusqu’à présent. 

Nous regarderons donc dans la suite et nous traiterons les quantités 
rn, [X, [x',... comme des quantités très-petites, dont il sera permis de né- 
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gliger les puissances et les produits de deux ou de plusieurs dimensions. 
Cette supposition est conforme à ce que les Géomètres ont pratiqué jus- 
qu’ici dans la Théorie des planètes principales et dans celle des comètes, 
et une plus grande exactitude ne serait peut-être d’aucune utilité. 

2. Je rapporte les orbites que la comète et les planètes décrivent au- 
tour du Soleil à des coordonnées rectangles, prises du centre de cet 
astre, et parallèles à trois droites fixes et perpendiculaires entre elles. 

Et je nomme ces coordonnées a?, j', z pour l’orbite de la comète; S, vj, 
Ç pour l’orbite de la planète p,; r}', Ç' pour l’orbite de la planète p.', etc. 

Je nomme de plus r la distance de la comète au Soleil, ou le rayon 
vecteur de son orbite; p le rayon vecteur de l’orbite de la planète p; p' le 
rayon vecteur de l’orbite de la planète p.', etc. 

Enfin je désigne par R la distance de la planète [j. à la comète; par H 
la distance de la planète p.' à la comète, etc. 

Il est clair qu’on aura 

r= y/x* 2% p — -4- V)’ -I- p'— - . . . , 

lt=y/(a:— $)'■+•(/ — — R'= — + — 

3. Cela posé, si l’on décompose, suivant les directions des trois coor- 
données rectangles x, y, z, toutes les forces qui agissent sur la comète 
pour lui faire décrire son orbite autour du Soleil, savoir : les attractions 

P’ R’’ Soleil et par les planètes sur la comète, et 

les attractions exercées par la comète et par les planètes 

r p p 

sur le Soleil, et qui doivent être transportées à la comète en sens con- 
traire; et qu’on égale la somme de toutes les forces qui agissent suivant 

• • • (/ ^ OC 

la ligne x et qui tendent à diminuer cette ligne à — , la somme de 

* • • y* 

toutes les forces qui agissent suivant / à — et la soninic de toutes 
les forces qui agissent suivant z à — dt étant les éléments du temps 
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^1.08 

supposés w)nstaiUs, on aura ces trois équations 

O, 

O, 

O, 

lesquelles, d’après les principes connus de la Dynamique, serviront à 
déterminer le mouvement de la comète par rapport au Soleil regardé 
<‘omine immobile. 


d^x (n-m).r (x-l _ 


R> P’ 




RJ 


h) 




R» 


R'^ ■ p'' 


dP r’ 

d'z (i + m)z 
(/C r’ 


+ — 




4. On aura des équations semblables pour le mouvement de la pla- * 
nète (X autour du Soleil, en tant qu’elle est dérangée par l’action de la 
comète et des autres planètes; pour cela, il n’y aura qu’à changer, dans 
les équations précédentes, les quantités /n, oc, y, z, r, appartenant à 
l’orbite de la comète, dans les quantités analogues p., v;, Ç, p, appar- 

tenant à l’orbite de ta planète, et vice versâ, celles-ci en celles-là. 

Mais il faut considérer que pour notre objet il n’est pas nécessaire de 
tenir compte des termes aflectés des quantités très-petites m, [x, [x ', . . . 
dans les équations de la planète, parce que les quantités vj, Ç dépen- 
dant de ces équations ne se trouvent dans les équations de la comète 
que dans des termes déjà affectés de la quantité très-petite [x. 

On peut donc réduire les é(juations de la planète [x aux deux premiers 
termes, savoir 


<//» 


— - Ll, 


d-Y] (t + fx}-/i 

do f 

(i + pt)g 
do P» 


et Ton réduira, par des raisons semblables, les équations du mouvement 



DES PERTURBATIONS DES COMÈTES. 


409 


de la planète |x' à celles-ci 

dt^ f/» ’ 

d‘n' ^ (t + ix']r)' _ 

dP p'^ 

d‘t' , 

dd p^ ’ 

et ainsi pour les autres planètes perturbatrices. 

Ces réductions sont fondées, comme l’on voit, sur la supposition que, 
dans le calcul des perturbations des comètes, on néglige les |>erlurba- 
tionsdes planètes perturbatrices. Si cette supposition n’est pas rigoureu- 
sement exacte, elle est du moins permise dans la première approxima- 
tion, à laquelle nous nous contenterons ici <le borner nos Recherches, à 
l’exemple des grands Géomètres qui ont traité avant nous le*Problème 
des comètes. 

5. En considérant les expressions des quantités r, p, p',..., R, R',..., 
il est aisé de voir qu’on peut mettre les équations précédentes sous une 
forme plus simple que voici : 

Pour la comète. 
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Pour la planète ji', 





d' C __ 
dp ■“ 


(i + p.') 



<‘t ainsi des autres. 

Dans ces formules, les expressions Hÿ'"' suivant la 

notation reçue parmi les Géomètres, les coeRicients de dx, dy,... dans 
la différentielle de et ainsi des autres expressions semblables. 


<>. Si l’on suppose que dans le mouvement de la comète on fasse 
abstraction des forces perturbatrices, il faudra rejeter, dans les équa- 
tions de la comète, les termes affectés de p, p.', ... ; on aura ainsi 


Pour l’orbite non altérée de la comète, 


d^x 

TiF 


( I -4- /;?) 5 
dx 


d'y 

In' 


d^ 

— : ( I 4- /// ) -T- ^ 
dy 


d'z 

dp 


( I 4- /;/] 


d^ 

r 

dz 


Nous pouvons supposer que les quantités x, y, z se rapportent à l’or- 
bite non altérée, et sont par conséquent déterminées par les équalio)is 
précédentes; dans cette supposition, il est clair que les vraies valeurs 
des quantités x, y, z, dans l’orbite troublée, ne peuvent différer des pré- 
cédentes que par des quantités très-petites de l’ordre de p., p.' qu’on 

peut désigner, pour plus de simplicité, par la caractéristique o, à la 
manière des différences ordinaires; et la recherche des perturbations de 
la (mmète se réduira à déterminer les valeurs des différences $x, d’y, $z. 


7. Dorénavant donc les quantités x,y, z, r appartiendront toujours 
à l’orbite non altérée de la comète, et devront par conséquent se déter- 
miner par les équations du numéro précédent. Dans l’orbite troublée. 
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ces quanlités deviendront x + y-h^y, r+ $r, et devront 

être déterminées par les équations du n® 5, en mettant dans ces équa- 
tions ces nouvelles quantités à |a place des premières x, y, z, r. Or, 
comme les différences da?, ây, dz sont très-petites de l’ordre p., p.',..., il 
suffira de conserver, dans cette substitution, les premières dimensions 
de ces différences (par l’hypothèse du n® 1), dans les termes non affectés 
de p,, p',...; et, dans les termes affectés de ces quantités, on pourra né- 
gliger tout à fait les différences dont il s’agit. 




Ainsi donc le terme ^ de la première éijuation du n® 5 deviendra 


d^x d' ox 

llF ^ 


r 


le terme (x-+-m) de la même équation deviendra 


dxdz 


èz 


). 


et les autres termes demeureront les mêmes. 

On transformera de même la deuxième et la troisième équation du 
mouvement de la comète, et, effaçant ensuite les termes qui se détruisent 
en vertu des équations du n® 6, on aura ces trois-ci, qui serviront à dé- 
terminer les valeurs des quantités ^x, dues aux perturbations 

de la comète : 

Pour les perturbations de la comète. 



Sa. 



m 


RECHERCHES SUR LA THÉORIE 


C’est donc de l’intégration de ces équations que dépend la solution du 
Problème des perturbations des comètes. Nous allons nous en occuper, 
après avoir fait quelques remarques générales sur la nature de ces 
équations. 

8. J’observe d’abord que, comme ces équations ne renferment que 

les premières dimensions des variables (iv, ^z, on peut chercher à 
part les valeurs de ces variables pour les différents termes affectés des 
(|uantités [i, et qui viennent de l’action des différentes planètes 

dont ces quantités sont les masses; car il est visible que, si l’on' réunit 
ensuite ces différentes valeurs, on aura les valeurs complètes des va- 
riables !ix, <iy, qui satisfont aux équations proposées. 

En général, il est facile de concevoir que, lorsqu’on néglige, ainsi que 
nous l’avons fait, les carrés et les produits des forces perturbatrices, 
l’effet total de ces forces doit être égal à la somme des effets que chacune 
(“Il parti(‘uli(!r produirait si elle était seule. 

9. Je remarcpie ensuite (jue les termes multipliés par les masses p., 
a',... des |)lanètes perturbatrices deviennent d’autant plus petits que 
les (juantités a?, jK, 3 sont plus petites, c’('St-à-dire, que la corniUe est plus 
près du Soleil. En effet, en supposant x, y, z des <|uanlités trè.s-petites 
vis-à-vis de ïj, Ç, on a à très-peu près (n“ 2j 

il- (I- (/- 

1 I P P P 

R ■ “ P TTT “ (Ir, ^ d ç ^ ’ 


d’où l’on voit que la quantité 


- — ainsi (lue ses difl’érences divisées 
P R ' 


parrf^, dri, d^, seront du même ordre de petitesse que les quantités x, 
J, s. Par conséquent, si l’on suppose que ces quantités soient devenues 
de l’ordre des quantités [x, p,',..., il est clair que les termes dont il s’agit 
seront pour lors de l’ordre de p*, pp', ... ; de sorte qu’on pourra les né- 


gliger, d’autant plus que, dans l'e cas, la quantité ^ devient d’autant 
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plus grande. Ces termes disparaissant, il est visible qu’on pourra satis- 
faire aux équations proposées par la supposition de âx = o, 5/ = o, 
h = 0 . Ainsi l’on peut»regar(ler ces vabmrs comme les limites des va- 
riables ^x, fîy, h, du côté du Soleil. 


10. Voyons maintenant quelles sont les limites des mêmes variables 
du côté opposé. 

Supposons donc les quantités .r,/, z infiniment grandes vis-à-vis de 
V!, Ç; on aura ici (n° 2) 


\\ 


<1- d- d- æ- d'‘- 

l'y r r \ r \ f i r 

dx (Iy (tz 2 (Ir % (h 'i dz^ 


d^- d^- d’‘- 


J’ai poussé ici l’approximation jusqu’à la seconde! dimension des quan- 
tités Yj, Ç, parce que la dill'érentiation par r/2, (/t], r/Ç fait disparaiire 
une dimension de ces quantités. 

On aura donc 


(/' f/rl (Pl cpl 

R r _r j, r_ r_ 

d\ ~~ (ix dx dy dx dz ’ 

r/i d- d^- d?'- 

do dy dx dy ^ dy'‘ dydz ' ’ 

r/i d- rf»- d^-- d^~ 

dt dz dx dz dydz dz^ 


Qu’on substitue ces valeurs dans les équations du 11 “ 7, en n’ayant 
égard qu’aux ternies affectés de jx, par la remarque ci-dessus (n” 8), on 
aura les équations suivantes 


æit: 

TF =^(n-w) 




r/’i 

r 

dxJf 




i-h w 


4- U 
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(l+w) 


d'- . . d'- 

dzdv\ 14 - w / (Izdy 


— ») 

1 4 - W / 



r 


dz^ 





Or on a, par les équations de la planète fx (n® 5). 

P _ I a’^ P _ I d'n P _ I a’Ç 
1 + fl dt'^ dn i4- jx dt'^ rfÇ ' + pf d/’ ’ 



eédentes, on verra incontinent que, si les derniers termes 


d'- d- d- 

^df 


n’exj^staient pas, et que l’on eût u = m, on satisferait exactement à ces 
équations, en faisant 


l + l + ft 



Supposons donc 


âs = 


_ü_ 

i+p 

_iL_ 

t-hfX 

JL. 

l + fX 


^'+ a, 

ç-i-y; 


si l’on substitue ces valeurs, et qu’on rejette les termes qui auraient 
pour coefTicient y— — — (i (7+ L) ’ l’hypothèse éta- 
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blie dans le n® 1, on aura ces nouvelles équations 




d*a 


d^- d^- rf’i \ d- 

r r ^ r \ r 


dp ^ \ dx^ ^ ^ dx rf/ ^ dx dz^ ) ^ ^ dx ’ 


d^& , X ( ^ ^ O ^ 1 ^ 


/ c/.i . 


d^- 


d- 


d*y , 

3ÿ' = <' + '”> 


</> 


i d^- \ d'- 

« + — V ^ y J '17 


Jzdx dzdy 


dz 


J’observe qu’on peut satisfaire à ces équations en faisant a — Ka’, 
|5 = Kj, Y = Kz, K étant un coefïicicnt constant; car elles deviennent 
par là 

• / d-‘l d‘- d^- \ d- 


d'y 


\ ’^~r 

^d^^ d^ d^z rff ’ 


, / d^- d^- 

,, il'" 

\didx^^ d^-^' 




dz 




Mais les équations de l'orbite non altérée (n“ 6) donnent 


y, <1- H M dl 

d^x r d‘r , , r d*z , r 


lünsuite je remarque que la quantité ^ est une fonction homogène de æ-, 

<yi <yi jl 

y, Z de la dimension — i, qu’ainsi les quantités sont aussi 
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des fonctions homogènes de x,y, z, mais de la dimension — 2 . Donc, 
par le Théorème connu concernant ces sortes de fonctions, on aura 


d>- 


d^- 


d- 

r 

X 4- 

r 

_i 

r 

r 

— - 0 ^ . A 

dx^ 

dx dy ^ 

dxdz 

dx 




d^l 

d- 

r 

X 4 - 


r 

r 

0 A 

dydx 

Z 

df dz 

dy 

d^- 


rf’- 

d^- 

d- 

V 

X 4- 

r 

r 

, «r 

r 

dz dx 

dzdy^^ 

dz^ 

^ dz 


C’est de quoi on peut d’ailleurs s’assurer par la différentiation actuelle. 
Ces substitutions faites, on verra d’abord que, pour satisfaire aux Irojs 
équations dotit il s’agit, il suffît de satisfaire à celle-ci 

K(i - 4 - m) = — ?.(n- m) K -4- |^t. 


laquelle donne 


Donc enfin on aura 




3(1 


m) 


èx — — 


y- 


1 + (I 3(i -4- m) 


X, 


ôr- 


i + [i 'i(i+-m) 






Z. 

i-h II 3(i -4- m) 


Ce sont les limites cherchées, dont les quantités ây, âz s’appro- 
chent d«autant plus que la comète s’éloigne davantage du Soleil. 
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11. De là il s’ensuit que si l’on suppose, en général, 


èf—ix. 


èz = U. 


3 ( 1 -f- m ) 

4- 


X 

_4_ 

^ \ 

3(1-4- m) 


l + ix) 

Z 

-4- 

^ \ 

3(14- ni) 


1 4- iij 


+ àz', 


qu’on substitue ces valeurs dans les équations du n" 7 et qu’on y fasse 
les réductions enseignées ci-dessus, on aura, en n’ayant égard qu’aux 
termes affectés de fx, et faisant, pour abréger. 


d- d- d- 

S r • •+• fJt \dx ^ dy^ ^ dz ’’ 


on aura, dis-je, ccs transformées 




dxdr dxdz 


•'U- R 







dx 


d{ 





r; 


dy 

— . .. J 

d 

(i- 




-IZ 


'^R ^R 


Dans ces équations, j’ai mis à la place des quantités leurs 

^ÏÏ ^k 

équivalentes — — t — pour mettre plus d’uniformité dans 

les formules. 
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12. On peut aussi donner une forme semblable aux équations primi- 
tives du n® 7. En effet, si Ton fait 


(d~ rf- d- 

t I P P P 

— — \ “TÿT ^ H 7“” H iTT ^ / ’ 

(7 P \</^ dn^ (K 


et que Ton fasse abstraction des termes affectés de /x', on aura 

d^- 


d'‘àx 

~dï^~ 

dt' 






m 




d’- 

r 


(i-4-m)\ -, 




dxd^ 

d^~ 

r 

dydz 


àz I — U 


‘'li-R 


àz 


~fX 


[i + rn) 


d^- 

r 

jlz dx 


d^- 


f/’- 


àx ■ 


dzdy dz^ 



dx 


d\ 


d) 



H/ 


dy 


d\ 

il _ 

M 

\ 

U 

H/ 


dz 


13. On voit que la quantité ^ contient les deux premiers termes de 
la quantité développée en suite ascendante par rapport aux puissances 
de x,y, z‘, comme la quantité ^ contient les deux premiers termes de la 

même quantité ^ développée en suite ascendante par rapport aux puis- 
sances de Y), Ç, en négligeant (ce qui est permis ici) la différence infi- 
niment petite entre et Tunité : d’où résultent naturellefhent les 

‘ H- /X 

conclusions que nous avons trouvées plus haut (n°* 10, 11). 

Il s’ensuit aussi de là que, tant que r^p, il est plus simple de se ser- 
vir des formules du n" 12, et qu’au contraire, lorsque r>p, il est plus 
avantageux d’employer celles du n" 11; d’autant plus que dans celles-ci 
les termes affectés de pt, et qui sont l’effet des forces perturbatrices, de- 
viennent presque nuis lorsque la comète est à une grande distance du 
Soleil. 
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SECTION DEUXIÈME. 

INTÉGBATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE l’OHBlTB NON ALTÉRÉE. 


14. Ayant décomposé les équations générales du mouvement de la 
comète en équations de l’orbite non troublée (n" 6) et en équations des 
perturbations (n®7), nous allons nous occuper, dans cette Section, de 
l’intégration des premières. Nous pourrions, h la vérité, nous en dis- 
penser, puisqu’on sait d’avance, par les Théorèmes de Newton, que, 
sans les forces perturbatrices, la comète doit décrire autour du Soleil 
une section conique dont cet astre occupe le foyer, et que le temps doit 
être proportionnel à l’aire parcourue, divisée par la racine carrée du 
paramètre. Mais, comme nous avons besoin de connaître les intégrales 
mêmes des équations dont il s’agit, il est beaucoup plus court et en 
même temps plus direct de chercher ces intégrales par l’intégration 
effective que de les déduire des propriétés des sections coniques. 

Les équations qu’il s’agit d’intégrer sont celles-ci, en mettant pour 


d- d~ 

r r 
dx ’ dy' ’ 


d- 

P X 

-j- leurs valeurs -> — 

dz r* 


Z 



d^x _ {i m)x 

IF '' F 


d' y (i -f- ni) y' 
dp r* 


d'‘z 

dF 


{i -i- m) Z 
r’ 


On peut intégrer ces équations par différentes méthodes; celle donl 
je vais faire usage m’a paru une des plus simples. 

Je remarque d’abord que, en supposant les deux premières équations, 
on peut satisfaire à la troisième en faisant 

(A) Z=:bx~¥-cy\ 

53 
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b eic étant deux constantes arbitraires; et il est visible que cette valeur 
de Z est en même temps l’intégrale complète de la troisième équation, 
puisqu’elle renferme deux constantes arbitraires. 

Je multiplie maintenant la première des trois équations différentielles 
proposées par 2dx, la seconde par 2dy, la troisième par acfe; ensuite 
je les ajoute ensemble, et j’intègre : j’ai 


(B) 


-H dz^ 


— 2(1-4- m) 



™ O, 


a étant une constante arbitraire. 

Je multiplie ensuite .les mêmes équations par x, y, z, et j’ajoute à 
leur somme l’équation précédente : j’ai, à cause de r* = 4- y* +■ 


(C) 


1 

2 dt^ 


— (14- m) 


— O. 


Cette équation étant multipliée par et ensuite intégrée, donne 

celle-ci 


(») 


1 

2 dl 


2(1 4 - mj 



h étant une nouvelle constante arbitraire. Or 


- d*{r^) — r 
2 ' 


d‘r-i-dr^ cl =/’ 4 /r’; 


donc, si l’on divise l’équation (D) par r*, et qu’on la retranche de l’é- 
quation (C), on aura, après avoir divisé par r. 


dt 


r , , / I 2/j\ 

- -+-(i -l-m) — —j — O, 


équation qui, en faisant 2k — r=p, prend cette forme 

d^p . , P 

^+(, + m)£=o, 


qui est, comme l’on voit, semblable aux équations primitives. 
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C’est pourquoi on aura sur-le-champ cette intégrale p — fx + gy^ ou 
bien 


(E) 


a/j- r--fx->rgy\ 


/et pétant deux nouvelles constantes arbitraires, en sorte que l’intégrale 
est complète. 

Les équations (A) et (E) offrent déjà, comme l’on voit, deux inté- 
grales finies. On trouvera la troisième au moyen de l’équation (D), 
laquelle se réduit à 



<lt v'a [I + m), 


dont l’intégrale est 


;F) arcsin 


v/' 


-h 


V a — 4 /< 



i étant encore une constante arbitraire. 

Cette équation détermine ren t, et les équations (A) et (E), conlbiné(^s 
avec celle-ci r* = a;* h- 4- z*, servent à déterminer ce, y, z en r; ainsi 
l’on aura x, y, z en l. Mais ces valeurs, pour être complètes, doivent 
renfermer six constantes, parce que les équations différentielles propo- 
sées sont chacune du second ordre. Or l’équation (A) renferme deux 
constantes arbitraires b et c; l’équation (E) en renferme trois /, g et A, 
et l’équation (F) en renferme encore deux autres a et i. Il y en a donc 
en tout sept, et par conséquent une de plus qu’il ne faut. 

En examinant la chose de plus près, il est aisé de s’apercevoir <jue 
cela vient de ce que la constante a a été introduite par l’intégration qui 
a donné l’équation (B), équation dont nous n’avons point tenu compte 
dans la suite du calcul comme d’une équation intégrale. Il est donc né- 
cessaire d’avoir égard à cette équation, et il en doit résulter une équa- 
tion de condition entre les constantes; en sorte qu’il n’en restera plus 
que six d’arbitraires, comme le Problème le demande 
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15. Commençons par déterminer a?, j, z en r. Les équations ( A) et (E) 
donnent, en retenant à la place de 2/1 — r, 


X 


gz-cp 

bg-cf’ 


fz — bp 


substituant ces valeurs dans z* = /•% et ordonnant par rap- 

port à Z, on a 

— 2(4/-i- C^)/)Z -4- (6»-+- — (c/— bg?r^— O, 


d’où l’on tirera z, et ensuite x et y. 

Si l’on l’ait, pour plus de simplicité, 

q = bgy-hf^ + g^] r> — (i-i- />»-+- c’) p\ 


on trouvera 


(O) 


= [f±lL'lÙlJ!KLlP ~g v 

[cf- f>gy+,p + g'^ 
b g)}p+fq 

{of-bgr-i-p-^g^ 

, = {È£±Pê ’ . 

{cf~f>gY-^p-^g^ 


16. Maintenant l’équation (B) donne, en chassant dt, par le moyen 
de l’équation f D), 


r' 

r 

- 4 - 4 - dz^ = ^ dr'^ ; 

r- - -4 
a 


mais les équations précédentes donnent 


dx"^ •+■ dr^ -t- rfz’ — 



il faut donc que ces deux expressions de dx^ •+‘ dy^ -h dz* deviennent 
identiques après qu’on aura substitué dans la dernière les valeurs de p 
et g en r. 
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Ces substitutions faites, on verra que l’identité aura lieu en effet, en 
faisant 

(H) 

a I -+- 6’ + c? 

C’est l’équation de condition cherchée. 

Si, dans l’expression de q du numéro précédent, on substitue la valeur 
de {cf— f>gY donnée par l’équation (G), que nous venons 

de trouver, et qu’on y mette de plus pour p sa valeur 2 h — r, elle 
deviendra 

, = , v'M'' + sj'-'i-''- 

17. Pour pouvoir appliquer les formules précédentes au mouvement 
des comètes, il faut connaître les valeurs des constantes que ces formules 
renferment. 

Pour cet effet, je remarque d’abord que l’équation (A) est celle d’un 
plan dont la position, à l’égard du plan des coordonnées x et y, dépend 
des constantes h et c. Ce plan sera donc celui de l’orbite de la comète, et 
qui est déterminé par les observations. 

Soient w l’angle que l’intersection des deux plans, c’est-à-dire, la ligne 
des noeuds de l’orbite sur le plan des x et y, fait avec l’axe des x, et 

l’inclinaison de l’orbite sur ce dernier plan; il est facile de prouver 
qu’on aura 

c == lang4' cosw, A = — tangt|/ sinot. 

L’équation (E) servira ensuite à déterminer la figure de l’orbite; et il 
est aisé de conclure de la forme môme de cette équation que l’orbite ne 
peut être qu’une section conique, ayant le foyer dans l’origine des coor- 
données, eu sorte que r sera le rayon vecteur de l’orbite. 

Les deux apsides seront donc aux points où ^ = o; or, dans ce cas, 
l’équation (D) donne 

r’ , 

V A = O, 

a 
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équation dont les deux racines sont 

a±\j(i‘ — 4 
2 


La somme de ces deux racines sera le grand axe, et leur différence, 
divisée par la somme, sera rexcentricitc. Donc le grand axe de l’orbite 

sera a, et l’excentricité sera y/ 1 — que je désignerai dans la suite 

par e. 

Puis donc que _ 

V'-?’ 


e 


on aura 


a\Ji — e' — nj^/ia ~ au petit axe de l’orbite ; 


par conséquent, 4^ sera le paramètre du grand axe. 

Or on sait que le rayon vecteur qui répond à 90 degrés d’anomalie, 
c’est-è-dire, qui est perpendiculaire au grand axe, est égal au demi-pa- 
ramètre. Donc on aura à 90 degrés d’anomalie r= 2h, et l’équation (E) 

r f 

donnera /a? o; d’où l’on tire — = — égal par conséquent à 

X ^ 

la tangente de l’angle que fait avec l’axe des a?, dans le plan des x et j, 
la projection du rayon vecteur qui répond à 90 degrés d’anomalie dans 
l’orbite. 

Soit cet angle =9o‘’-t-£, on aura donc j = tang£; donc, faisant 

on aura ^ = /sin£, /=/cos£; ces valeurs étant substi- 
tuées dans l’équation (II) du n“ 16 , ainsi que celles de et c trouvées 

ci-dessus, et mettant à la place de 1 — — ? elle deviendra 

* a 

, I -f- tang’vL cosMm — e) 

= P 2_l L = /» 1 — sin’d» sinVM — e)l; 

i-(-lang^4i TV /J» 


/= - 


V^i — sinqw — e) 


d’où l’on tire 
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de sorte qu’on aura 


/= 


e cosî 


V^i — sin“(&) — e) 




e sms 


y / 1 — sin^G) — e) 


m 


18. Si l’on fait coïncider le plan de l’orbite avec celui de oc et on 
aura ij/ = o, et l’angle s sera évidemment celui que le grand axe de l’or- 
bite fait avec l’axe des x. Donc, si l’on suppose de plus que ces deux 
axes coïncident, on aura aussi £ = o; de sorte que, dans cette hypothèse, 
h =o, c = o,f=e, g = o, et les formules (G) du n'’ 15 donneront 


savoir 







/•» 


a 


-h. 


Or il est visible que, dans ce cas, x et y deviennent les coordonnées de 
l’orbite dans le plan même de cette orbite; et comme ces coordonnées doi- 
vent être indépendantes de la position du plan de l’orbite, il s’ensuit (|ue 
les valeurs precedentes de a? et ^ exprimeront toujours, l’une l’abscisse 
prise dans le grand axe depuis le foyer, et l’autre l’ordonnée rectangle 
dans le plan même de l’orbite, quelle que soit d’ailleurs la position de 
ce plan. 

Donc, si l’on nomme <p l’angle du rayon vecteur r avec le grand axe, 
on aura, dans la supposition précédente. 


savoir' 


^=:rcos(p, /^rsino; 


7 . 1 } — r 

r cos 9 = — - — > 


rsinij) : 


2 \//l 

e 




d’où l’on tire 


7 . Il 


I -■(- e cosç 


y/r-e-,,= 


e \ /i sin y 
I -4- e roso ' 


cette expression de r fait voir que f est l’anomalie vraie de l’orbite, 
comptée de son périhélie. 
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On aura donc, en général, 

ersxuo 

/,=ercos9, q=-^^ 

ï 

et l’on pourra, par ces substitutions, dans les formules (F) et (G), avoir 
les valeurs de t, x^y, z exprimées par la seule anomalie f. 


19. Dans le nœud, on a z = o; donc (équation G) 
(bf^cg}p-h( cf- bg) q = o, 
savoir, en substituant les valeurs précédentes de p et q. 


{bf+ cg) coscf -f- {cf- bg) = O, 

où f est l’anomalie qui répond au nœud. 

Dénotons cette anomalie par a, on aura donc 

i bf -H cg) cosa cos4' •+■ (cf — bg) sina *= o; 


d’où l’on tire 


K 

f 


6'sina-(- écos'l' cosa 
é sin« — c cosi]/ cosa’ 


et, en mettant pour b et c leurs valeurs (n® 17). 

g- _ — cosw sina + cosi}^ sinoi) cosa 
f~ sin w sina -h cos<j^ COS&) cosa ’ 


mais on a trouvé plus haut (n'’17) y = tange; ainsi l’on aura l’équation 


tang6 = 


d’où il est aisé de tirer 


- cosw sina 4- oosi}^ sino) cosa 
sinw sina -I- cost]; coso) cosa 


. — cosû) stna 4- cosiL sinw cosa sino) sina 4- cos d' cos 6» cosa 

Sin£ = ■: .y;- 4 » COSe= ^ 

v/i — sin’d' cos’a V' ' ~ siri’d' cos’a 
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et, en substituant ces valeurs dans les expressions de/et ^ du n® 17, on 
trouvera 



cos» cos a + 


sin» siria\ 

00841 /’ 


~ e ^si 


sin» cos a 


coswslna'^ 


008 4 ^ 


V 


par là, et par les valeurs de b et c, on aura 

c/— 6 g- = e lang 4 ' cosa, bf cg=i — ^ 

./O costj» 


/■+• c{cf-bg): 


^(cosoi cosa “h sinw sina cos^) 


y. , V e(sinût)COSa — cosûosinacosd») , y» . /. 

g-t,(cf-bg)= 5 i', 


de sorte que, à cause de /> = ercos^, 
n® 15 deviendront 


c/’slncp 
008 4 » ’ 


les formules (G) du 


X — r [cos» cos (9 — «) — sin» sin (9 — «) cos 4^], 
r[sin» cos(9 — a) 4- coso) sin(9 — a) cos4^], 
z = r sin 4^ sin (9 — a), 

dans lesquelles 9 — a est ce qu’on nomme rargumenJ. de latitude. 


20. Si l’on fait 


\Ja — 4 ^ 


, . /?.(i 4- m} . . 

sin M, W ^3 (-1 — 0 , 


et qu’on se souvienne que y/ 1 — = e (n“ 17), il est clair que l’équa- 

tion (F) du n® 15 prendra cette forme très-simple 

u—.e sin u = 0, 

dans laquelle u sera évidemment ce que l’on nomme, d’après Kepler, 
l’anomalie excentrique, mais comptée du périhélie, et où Q sera, par 
conséquent, l’anomalie moyenne. 


54. 
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Donc, comme B = i lorsque t = o, on voit que la constante i n’est 
autre chose que l’époque de l’anomalie moyenne. 

En appliquant les formules au mouvement de la Terre autour du Soleil, 

et prenant la distance moyenne - pour l’unité, on aura, en négligeant 

f 4 - 1 = ô = l’anomalie moyenne du Soleil ; 


d’où il s’ensuit que t, exprimé en angles, représentera proprement le 
mouvement moyen du Soleil pendant le temps écoulé depuis l’époque 
d’où l’on part; et qu’ainsi, en divisant la valeur de t par 36o degrés, ou 
bien, si t est exprimé en nombres (la distance moyenne du Soleil étant 
l’unité), en divisant la valeur de t par le rapport de la circonférence au 
rayon, on aura le temps exprimé en années sidérales, puisque nous pou- 
vons faire abstraction ici du mouvement de l’apogée du Soleil. 

Or, puisque 

a \ O O dj \ ni 


il est clair qu’on aura 
donc 

et comme (n"* 15 et 1 6) 


2 /’ 

I = e cos U ; 

a 


r — ~(i — ecosM), 


p = 9 .h — r, q= 2 + y/ r—^ — h, 


on aut 


' 1 L ail — e'‘) 

l’a, a cause de h = — -, — -, 


ae 


P ~ — (cosM — e). 


etc- 7— , 

^ (I 4- 0^ 4- c‘) sin«. 


De sorte que, en substituant ces valeurs dans les formules (G), on aura 
aussi y, z exprimées en u. 
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Dans la parabole, le grand axe a devient infini, par conséquent l’angle u 
est infiniment petit. Dans les ellipses très-allongées, telles que sont les or- 
bites des comètes, la quantité a est seulement très-grande ; donc l’angle u 
sera très-petit, du moins tant que r n’est pas fort grand 
Dans ce cas donc on aura 


I . , 3 . , 5 . , 

a = sina 4“ TT sin*«/ -f- 7 - sin^u h sinUi 4 - . . . , 

O 4^ * * 2 


et l’équation entre 0 et m deviendra 


I 3 5 

0 = (i — e) sinw -f- -r sin’« + y- sin‘M H sin’w 4- ... ; 

' b 4® • • 


mais 


I — e = 


I — e’ 4 é 


i -\- e a(i + e) 

donc, si l’on met pour Q sa valeur 

^ ^ / ?. ( I -t- m ) 

et qu’on fasse 

. la?-, w 

S.n« = -^ 




on aura, après avoir tout multiplié par 


S 

8 ’ 


tJl -+-01 -h i = (V 4- (V’ 4- 

'' •' I -t- e b 




20 a 28 rt' 

OÙ w sera une quantité finie, puisqu’on aura 




1— = 9 

et, substituant pour y/'*~ ^ sa valeur en f trouvée ci-dessus, il 



m 

viendra 
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(V = 


sinijp 


i-+-ecos(j) 

Pour la parabole, on fera a = oo , et l’on aura 




t)/i-i-ni+j — hw+ -g- , 


où (à cause de e=i} 


9. 


w = \j'i[r — h) = \/‘>.h tang ^ 


et h sera pour lors égal à la distance périhélie. 

21 . Nous remarquerons encore que, si, dans l’équation différentielle 

entre dr et dt du n“ 15, on substitue pour dret pour y/'’ “ ^ ~ leurs 
valeurs en 9 (n® 18), on trouve 

dt—i/ —TT— r* d(p ; 

y 2rt{i -i- m) ^ 

et, si l’on difîérentie l’équation qui donne la relation entre / et m (n® 20 ), 
et qu’on y mette — pour i — e cosu, il vient 

dt= \/—r— : rdu; 

V 2(1 + m) 

dans la première formule, <p est l’anomalie vraie, et dans la seconde u est 
l’anomalie excentrique. 


SECTION TROISIÈME. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES PERTURBATIONS. 

22 . Nous avons vu, dans la première Section, que sc, y, z étant les 
coordonnées de l’orbite non altérée, et a;-i- ^x, y -h $y, z-h $z celles 
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de Torbite troublée par l’action d’une planète jx, on a pour la détermi- 
nation des quantités $x, les équations suivantes 


rf* ôx i r r \ 


dl* 

dy' 

dV 

d^ àz 


dx dy dx dz 

d'- rf’ - rf' - 

t/>i \ 

(' + "0\ :7r:7:^^ + :7r4:^r+ ôaj-uZ, 


dP "^'Uzdx'^'^^ dzdf 

en faisant, pour abréger (n° 12), 


X =: J 1 I — J î /< — J 

dx dy dz 


23. C’est donc de l’intégration de ces équations que dépend la re- 
cherche des perturbations causées par l’action d’une planète quelconque 
sur la comète. Or cette intégration dépend, comme l’on sait, de celle du 
cas où il n’y aurait aucun terme tout connu, à cause que les variables 
inconnues ^x, dy, dz ne paraissent que sous la forme linéaire. Ainsi 
toute la dilfîculté se réduit à intégrer des équations de la forme suivante 


d^ àx 
dp 


=11 ( I - 4 - ni) 


r 

dx^ 


dx 


r 


dx dy 






dx dz 


dz 


» 


dy 

~dF 


(i -f- m) 


fi* dz 
~dP 




(îi 

\ dy dx 


dx ■ 



, dz dx 


(/*- 

r 

dy^ 

/’ 

dz dy 


-h 




fi*- 

r 

dy' dz 




24. Si l’on se rappelle les calculs du n° 7, on doit voir que les équa- 
tions précédentes résultent des équations de l’orbite non altérée, en y 
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faisant varier les quantités x, y, z, des différences da?, $z regardées 
comme infiniment petites. Donc les intégrales des équations dont il s’agit 
doivent résulter aussi des intégrales des mêmes équations de l’orbite non 
altérée, en y faisant varier non-seulement ces mêmes quantités, mais 
encore les constantes arbitraires introduites par les différentes intégra- 
tions, et qui, n’existant point dans les équations différentielles, peu- 
vent, à leur égard, être aussi regardées comme variables. 

Ainsi donc, pour avoir les intégrales des trois équations différentielles 
du numéro précédent, il n’y aura qu’à différentier à l’ordinaire les inté- 
grales de l’orbite non altérée, trouvées dans la seconde Section, en y re- 
gardant les trois indéterminées x, y, z et les six arbitraires a, b, c, /, 
g, i, comme variables à la fois, et marquant leurs différences par la ca- 
ractéristique ^ [à l’égard de h, elle doit aussi être traitée comme variable, 
parce que c’est une fonction de a, b, c, f, g, donnée par l’équation (H) 
du n^* 16] ; les différences do ces arbitraires seront élles-mêmes les nou- 
velles constantes arbitraires que les intégrales cherchées doivent con- 
tenir pour être complètes. 

25. Comme les formules (G) du n° 15 donnent x, y, z en r, et que la 
formule (F) du n" 14 donne ren t, on pourra tirer directement de la diffé- 
rentiation des premières les valeurs de àx, ày, (îs en f)r; ensuite on aura 
$rpar la différentiation de la dernière; mais, à la place de r, il sera plus 
simple d’introduire l’angle m, au moyen des formules du n° 20; et, pour 
donner à notre calcul toute la simplicité dont il est susceptible, nous re- 
marquerons de plus que, la position du plan des.5:;et_y, auquel nous avons 
jus(ju’ici rapporté l’orbite de la comète, étant arbilrain;, on peut, sans 
nuire à la généralité du Problème, supposer que ce plan coïncide avec 
celui (le l’orbite non altérée de la comète; et l’on peut, par la même rai- 
son, supposer aussi que Taxe des a? coïncide avec le grand axe de la même 
orbite, en sorte que les abscisses a? soient prises depuis le foyer et soient 
positives en allant vers l’apside inférieure. 

Ces deux suppositions donneront (n“’ 17 et 19) 

(J; = O, a = ; donc b — o, c — o, f=e, g—o, 
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ce qui simplifiera beaucoup les expressions finies de mais, comme 

les différences d'è, $c, $g ne sont pas nulles, il ne faudra pas faire dispa- 
raître entièrement les quantités b, c, g; mais il en faudra conserver les 
premières dimensions dans les expressions de x, y, z, afin de pouvoir en 
tirer par la différentiation les valeurs complètes de rjy, âz. 

26. De cette manière, on aura donc fn" 15, formule G) 

_ fp - S'V . „ _ + <^<i 

‘--J— 

* 

et par les formules du n*" 20 on aura, à cause de e =_/, 




«/ 


p = ^{cosu—f), q ~ \/i — p sinit, 
de sorte qu’en substituant il viendra 

X— ^'(cosu— /)— si»"- 


y = — /’ sin// (cosji — /), 


ah 


%Ai\f , f, (XC TT , 

Z z=z (cosw — ./ ) ~ v/* — 

Différentiant donc suivant la caractéristique en faisant tout varier, «u 
supposant ensuite les constantes h, c, g nulles, on aura 


. cosu — f, fl J. aJi—p . ^ a . . 

âx — oa — - - 0 / ~~rP~ 


'■*/ 


■A ■ > 

ôr = - — — sinMofl — 


— sin H Sf -+- — £1 — ■£_ poy n 


«(cosu — / aJi—p. . 

= -J— -I — ï £- sin « àc. 

2 2 

Mais, par le n" 20, on a, en mettant/à la place de e, 
M-/sinM = 0 = 2/y/^^ii^ +i-, 


VI. 
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donc, faisant varier /, a, i et a, on en tirera la valeur de 5tt,*la(juelle sera 


— 3 m /— — h^iuuèf -hdi 

J, y a* a 

ou = j; 

I — jco^u 

Substituant donc cette valeur de dans les expressions précédentes 
de àx-, on aura les valeurs cliercliécs. lesquelles seront évidein- 

menl de cette forme 

dx = \6a 4- B C dg -i- D di, 
dy — E 8a 4- E df -4- (î ég' 4- H di, 
ôz = K. 86 4- L 6c, 


en supposant, pour abréger. 


. cos/4 — f /2(i4-m' SIUM 

A = i H 4 / --!■ , 

2 1 y I— /COSM 

B — — - I I 4- J. ) » 

2 \ I — _/ COS«/ 


(. := i ■ - SIIIM, 

a sin« 

I) rz: y. , 

2 


/ _ IL. ±_'» i V' -pCO Xl 

I — fci)sn 


E 


sin 


2 V a 


„ nf . «à/i — /■’ siit M COSM 

F— S,„„ _1 V _l , 

Isjl-P I-./COSM 


G — (cosM — f), 

H = "'V.'ziZ <^08» 

2 l — / cOSm’ 


It — - (COSM— /), 


, asj\—p , 

L = —ï sina. 


2 
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Telles sont les valeurs complètes des quantités àx, àz, en tant 
qu’elles résultent des trois équations diirérenlielles du n‘’23; et les quan- 
tités 5a, de, ^/, ^g, 5i sont les six constantes arbitraires que ces va- 
leurs doivent contenir à raison des six intégrations qu’elles supposent. 


27. Voyons maintenant comment on doit déterminer ces nouvelles 
arbitraires: il est clair qu’elles dépendent des valeurs des quantités 

^x, ds, et de leurs diiïérences premières 

instant quelconque donné. Il faudra donc dill’érentier les expressions 
de ^x, ^y, àz trouvées ci-dossus, en y regardant les arbitraires 5a, 
5A, 5e, y, 5g-, 5i comme constantes, c’est-à-dire, en y faisant varier seu- 
lement les quantités qui sont des fonctions du temps t, pour avoir les va- 

, ^ dèx d^Y dàz . ,, , ,, , , , 

l(!urs de -jj—> -jj—» — lesquelles seront représentées, en general, par 

les formules suivantes 


d^x <(\ ^ du di, ^ 

ül dt dl dt ^ 


d\K. 

,n 


ddy* (/\i ^ d¥ dij . dU 

— = w * dJ 


d^z 

dt 


dïi 

dt 


ob + 



Ces trois équations étant combinées avec les trois du numéro précédent, 
on en tirera, par la méthode ordinaire d’élimination, les valeurs des six 
inconnues 5a, 5è, 5c, 5g', 5e; et il est aisé de voir que ces valeurs se- 

ront de la forme suivante 


ôa = A' âj; -+- B' C' 


d 8x 
dt 


-f-D 


, d$Y 

dt'' 


df= E' 6x F' èy -h (1' ^ -t- H' 
8g = A" 8x -t- ïi"8) -t- ^ + lî" 


dt 


55 , 
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ôi n. E"dx + F" 5/ -H G" ^ 

db^ïi' Ôz + L'™, 
at 


Ô6- ==:■ K"àz + L 


les quantités A', B', C',... étant des fonctions rationnelles de A, B, C,. 
, , (/A dB 


. 1 LtJIX Cf 


28. Quoique la déteranination de ces quantités A', B',... ne soit pas 
dilficile, elle pourrait néanmoins entraîner dans d(‘s calculs très-longs, 
si on l’entreprenait par la méthode ordinaire; voici un moyen de la sim- 
plifier beaucoup. 

Ce moyen consiste à chercher d’abord les valeurs des constantes a, b, 

c,/, g, i, ena?, V, z, t, et en à quoi on parviendra facilement 

par le moyen des formules du n" 14; ensuite à dilférentier ces valeurs 
relativement à la caractéristique &, c’est-à-dire, en faisant varier seule- 

ment les constantes dont il s’agit et les indéterminées a?, z, 

iDarquant les variations par (?; et comme les dilférenliations relatives 
aux deux caractéristiques différentes et ô sont totalement indépen- 
dantes entre elles, on voit aisément que 5c? sera la même chose que 
de sorte qu’on aura ainsi directement les valeurs de 5a, âb, 5c,... en 5a7, 

-;/r’ 

Nous allons donner ici les résultats de ce calcul, parce qu’ils nous se- 
ront utiles dans la suite. 


29. On voit d’abord (n" 14) que l’équation (B) donnera la valeur de a, 
et que l’équation (D) donnera celle de h; ensuite l’équation finie (E), 
combinée avec sa différentielle, donnera les valeurs de /et g; et de même 
l’équation (A), combinée avec sa différentielle, donnera celle de b etc; 
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enfin l’équation (F) donnera la valeur de i; on aura donc d’abord 

1 _ I (/j» 4- -t- dz'‘ _ r’ (rfr*)’ 

a~' r a(n-m)(//’ ’ * “ ^ “ â ~ 8 (n-m)rf/’' 

ensuite on trouvera 

^ ( 2 A — r) dy 4 - y dr ^ [ih — r)dx + x dr 

X dy — ydx ’ ** >• dx — x dy ’ 

^ Z — >' dz _ Z ^/,r — X dz 

X dy — ydx' ydx — xdy' 

or, si dans la valeur de h on substitue celle de et (ju’on y inelte 
'i{xdx + ydv -4- zdz) à la place de dr-, on a 

dx'‘ 4- dy‘ 4- ) — {x dx + y dy ->r Z dzY 

2 ( I 4- OT ) dp ’ 

ce (jui, à cause de r^ = x^ 4-j* 4- s*, peut se réduire à cette forme 

h = i^^y — XdxY + jz dy — y dz 4- ( a; dz — zdx)\ 

9.(i tn)dt'‘ ’ 

mais on vient de trouver 


Z dy — ydz — h{xdy —ydx), xdz — zdx = c{x dy — ydx)-, 

donc, faisant ces substitutions, extrayant la racine carrée et supposant, 
pour abréger, 

A 

— K' 

I + A» 4- c’ ’ 


on aura 


K= xdy — ydx 
(/ty'aii 4-m) 

et les autres formules deviendront, étant multipliées par K, 

„„ {ih — r)dy-\- ydr (2h — r)dx + xdr 

Iv J ■ — rr— — J — ) 

dt ^ 2[i -h m) dt^2{i-h m) 


Z d y — X dz 
dt \j 2 {i -4- m) 




Z dx — X dz 
dt yj 2 { \ m) 
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Enfin on aura (formule Fj, 


r J=: — 9. t 


•V^ 


arc sin 


. v^-i 


\/a — 


ija 


30. En ditlerentianl ces équations par rapport à la caractéristique 
et changeant partout en dà, on trouvera les formules suivantes 

. , f àr dx dèx dydè) -h dz dèz\ 

dydx — d r èy' -h x d ôr — r d dx 

dt \/2.{i 4- m) 

y _ df( 9 èh — èr) dr Sy -4- ( 2 A — r) d ày -h y d^r y^îK 

K v/2(i -f- /H ; ^ 

^ dx{9 dh ôr) 4- drox 4- — r)d èx 4- x dèr i^èK 

Og* m — £«- — , 

Kdt)ji\i-hm) ^ 

drdz-^dzày-y-zddy—yddz hèK 

àO ^ — — ^ T ’ 

K dt^9 I H- //i) ^ 

. dx àz — dz dx Z dèx — xddz c-ôK 

oc = -r — iz:;;: 

K dt sJ 9[i -h m) ^ 

dA =r: 2(1 4- 6^ 4- c’) K ôK 4- 2 K* (A oA 4- c ôcj , 
dans lesquelles il faudra substituer pour $r sa valeur 


X dx -y ydy^ -y Z dz 


et pour dàr 


X ddx -y y ddy -y Z ddl^ .x ^ .y' 

-y d- dx -y d ^ dy-y d- dz. 

r r r r 


Quant à la valeur de pour la trouver plus aisément, on supposera 


r A 2 i/c — — ■ w 

- z= - = n, --===:== — -- V, 

^ ^ I — 4 n 



DES PERTURBATIONS DES COMÈTES. 


ce qui réduira la valeur de i à cette forme 


1 = — ït 




+ arc sin V — Vy^i — 4«; 


de sorte qu’on aura, en dilférentiant suivant $ et faisant tout varier, 
excepté t, 

. l-i{\ -+- m) (5a (5V , ^ , — 

01^ i / 1 — J l — 4^0^ ' Ô V I 4 ^ î 

V (1^ a ^/i__\2 ^ ^ ^ ’ 


I- 


V/i - f\n 


donc, substituant celte valeur, ainsi que celles de Y et de 5V, et rédui- 
sant, il viendra 


ÔJ = 6t 




^ Zi'Ôl’H 

m) àa ^ \ — [\n 

a _ fl 


où il n’v aura plus qu’à remettre pour v et n leurs valeurs -» et par 

. ^ î, . s, 1 aàr — ràa aèh — hèa 

conséquent pour w et on les quantités — » — 

Après avoir trouvé cette expression de $i, j’ai remarqué qu’elle avait 
l’inconvénient de contenir au dénominateur le radical \jv — v^ — n, 
savoir 


y •■ -y- " 

y/a 


lequel, comme on l’a vu dans le n" 17, devient nul dans les deux apside.s 
de l’orbite; de sorte que, comme ne saurait devenir infini, il faut né- 
(îessairement que le numérateur soit alors pareillement nul; d’où il s’en- 
suit que la formule sera en défaut dans ces deux points. 

Pour éviter cet inconvénient, il faut tâcher de donner une autre forme 
à la valeur de ài, et qui soit telle, qu’il n’y ait aucune fonction des va- 
riables au dénominateur; voici comment je suis parvenu à ce but. 
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^4>0 

Je considère que la quantité 

av 

est la même chose que celle-ci 

et qu’ainsi on peut réduire la première expression de ài à celle-ci 


èi: 


3t ^ + (/rrv5-v/i-4»)av- va(v/i-v»-<-v'«-4«): 


mais 


— n 

v'«-4« 



v''i — 4« 


et, par le n" 16 et à cause de h = na. 


asj \ — y /i(i -f -4- c*) y I — 

par conséquent (n° 14) 

, TT- , in — o-v ih — .7.r ap 

s/l — V^— ^1 — 4«=:3 - - ■ =-■■ — = 

^1— 4« a\ji — ^n a\ji — ^n 

_ ys -)_ y/l _ 4rt — + 2 y/j _ ; 

a\/i — 4" 

donc, faisant ces substitutions dans l’équation précédente, et effaçant 
les termes qui viendront de la différentiation de la quantité 


a s/i — 4», 

laquelle divise p et q, parce que ces termes se détruisent mutuellement, 


on aura 
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Or les formules (G) du n" 15 donnent 

p=fx + gy, 

q — [f^c{cf— hg)]y~lg~ b{cf— 


donc, substituant ces valeurs, on aura pour une expression toute ra- 
tionnelle et entière, et (jui ne sera par conséquent sujette à aucun incon- 
vénient. • 

On remarquera encore, à l’égard de ^g, ^h, ôc, qu’on peut aussi 
les exprimer d’une manière plus simple et plus commode à quelques 
égards, en les déduisant directement des équations (A) et (E), difîéren- 
tiées d’abord relativement à la caractéristique ô, et ensuite par rapport 
à la caractéristi(jue ordinaire d\ ce qui, dans le fond, revient au même 
que si on les dilférentie d’abord par rapport à cette dernière caractéris- 
tique, et ensuite par rapport à la première, ainsi que nous en avons usé 
plus haut. 

De cette manière, l’équation (E) donnera ces deux-ci 

?. — àr — X àf y àg -^-fàx 4- g dy, — d dr z=dxdf ■+■ dyèg-^fddx -f gd ô)' ; 

d’où l’on tire, en mettant pour xdy — ydx sa valeur ^ 2(1 -H- m) , 

dy{'iô/i — âr) -f- ydàr — fidyàx — yddx) — g{dyèy — yddy) 

Kdt\fï\i-^m) 

dx\ 2 $li — Sr) -+- xdôr — f{dxàx — xd^x) — g(dx<iy — xdSy) 

K-dt ^ 9.(1 + ni} 

De même l’équation (A) donnera ces deux-ci 

dt = xàb +yàc + bàx c oj', ddz — <lx db -l- dyèc + bd èx -h cd 
d’où l’on tire 

• dyàz — ydàz — b{dyôx — yddx) — c{dyèy — yddy ) 

Kdl y/2(i 4- m) 

_ dxdz — X ddz —b{dxdx — xddx) — c{dxdy — xddy)^ 

Kf// v^2' I -4- m) 


VI. 
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ce sont les formules que nous emploierons dans la suite, par préférence 
aux autres trouvées ci-dessus. 


Enfin on observera que, comme « = on aura, par la formule 


du n® 16, 


^ I 6* 4- c’ 


de sorte que, en différentiant suivant on aura la valeur de expri- 
mée à volonté par et ^a, ou par ^/, àg, ^b, ^c. 


31. Les formules précédentes ont toute la généralité possible; mais, 
pour les appliquer à notre cas, il y faut supposer (n" 25) 


O, c-o, 


ce qui donné [équation (G)j 


<lz 

7fi 


par conséquent 

, X (x dr — vdx)T ,y ^xdy — y dxjx 

f/_^— ; (l- “ •- - - 

r /•’ r /•’ 

donc 


_ xèx-y- ^ 4 - ~ y . 


de plus on aura 

T. T M. 

K “ V é> ^1^ — ^ ^ *i 

2 ^7/ 

donc, faisant ces différentes réductions dans les formules ci-dessus, 
elles deviendront 

-, , dy èx ~ dx ^yr -y- X dày' — y'dèx 

dty[2h{\ •+- m) 

. /4?ôjp-t- dxd$x -y- drdàrX 

ôa = a» ^ 1 jr— r^Tî— - ) ’ 

\ r’ (i-(-/n)a<’ / 
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.. x\dyèx — ydôx 


U8 


âf r------ — Çf + 7 ) 


dt \l 7. h(i -»r m) 

^ r dy$r—rdày ^ zdyôh 

dt sJ 7 li{i m) dt \J 7h{\ m) 

^ X, . -, /„ x\ dxèx — xdèx 

- -ixày-ydx\+ {/+-' 


X dx ôr — X dày 


' / rf/ \J 7.h{\ -f- m) 
9. dx dli 


<î6 




^ r// ^ /i ( I H~ m ) r// \/9Ji{i -h ni) 

dy'èz — 


dt \l 9 lt{i m) 

— dx èz -4- X d èz 


dt \l 9 li[i ni ) 

9 ( 1 ni) ha 9[phq — qhp) q(p — ^an)h n 


\ a‘ a 


3 ^ 


■(i-4«)\/« a»(i-4n)n’ 

mais, à cause de h = o, c = o, g — o, on aura 

p-^fx, q—fr, op—fàx-\rxèf+yàg, dq — fSy -h yèf— x ôg; 

donc 


de plus 


pàq — q dp —f^\xdy—yèx) — [x^ X‘)f^g'i 


/> « -P A Pf 

n—- = — » on — — — — ; 

a 4 ^ 


donc la dernière formule; deviendra 


«, = 3yi‘l± 


AW ) brt! 
(( 


( ^ s, r’éi'-X 

7 oy — >• ox J 


\la' h 


yifx — ^/i)df 
7 \lalP 


Kl l’on remarquera que, à cause de « = ^ et de ^n = — -^1 on aura 
encore cette équation entre §a, et Sf, savoir 
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laquelle pourra tenir Heu d’une quelconque des trois preipières for- 
mules. 

Telles sont donc les valeurs des quantités ôA, ^g, JA. Je, Ji 

en Ja;, Jj, âz, P^*‘ eonséquent, si l’on met dans ces for- 

mules les valeurs de x, y, dx, dy et dl en u et du, savoir 

X =■ ^ (COS« — /), ^ ~ COSM, 

et (n® 21) 

= \ / rdurzz- 1 / f I — /’cos « ) du, 

y 9. {t -h nn 9. y 9.(1 + m ) 

à cause de e=/, elles doivent devenir idenliques avec celles du n" 27; 
de sorte qu’on pourra trouver, par la comparaison des coefficients de 
Ja;, J/, Ji, d$x, . . . dans les expressions de Jrt, les valeurs des 

(|uanlités A', B', C',... des formules de ce numéro; lesquelles valeur» 
se4?ont nécessairement les mêmes que si on les avait déduites des for- 
mules du n“ 26, au moyen de l’élimination. 

32. Revenons maintenant aux expressions de J.r-, Jj, Js, trouvées 
dans le numéro que nous v(‘Uons de ciliu'; comme ces expressions satis- 
font aux équations difierentielles du n" 23, les quantités Ja, JA, Je, àf, 
^g, Jt demeurant constantes et indéterminées, il s’ensuit que, par la 
substitution de ces valeurs de Ja;, ây, Jz dans les mêmes équations, tous 
les termes doivent se détruire d’eux-mémes, indépendamment des (jiian- 
tités Ja, dA,...; donc, en général, les termes qui renfermeront les quan- 
tités finies Ja, JA,... se détruiront toujours dans les équations dont il 
s’agit, soit que ces quantités soient constantes ou non. 

Donc, si l’on suppose, ce qui est permis, que les mêmes expressions 
de Ja;, 8y, Jz satisfassent aux équations du n" 22 (lesquelles ne dif- 
fèrent, comme l’on voit, de celles du n" 23 que par les termes — (j.X, 
— fxY, — /xZ ajoutés à leurs seconds membres), mais en y regardant 
les six quantités Ja, JA, Je, ^/, dg, ài comme des variables indétermi- 
nées, et qu’on en fasse la substitution, il est visible que les termes qui 
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renfermeront ces variables finies s’on iront aussi, et que les équations 
résultantes seront (n® 26) 


\(/}èa-h\id^df-\-Cd^dg -h ï)d^ài ^ d\dda-hdl)d$f-\- dCddg-h dï)ddi _ 


E rf» jg + F</»y+ G <lEdèa + dFddf+ dGdêg + dlldài _ 


dV 


dp 

Kd*èb 4- Ld^èc-{-o.{dKddb 4- dLddc) 


-uY 




33. Comme il y a ici six variables indéterminées, et qu’il n’y a (jue 
trois équations pour la détermination de ces variables, il est clair (|u’oii 
peut supposer à volonté trois autres équations entre ces mêmes varia- 
bles, et il sera à propos de prendre ces équations en sorte que les difl’é- 
rences secondes des variables âa, disparaissent d’elles-mèmes: 

c’est de (|Uoi on viendra à bout en supposant 

A dèa + B dbf 4- C dbg + D ddi 

_ _o, 

E dôa 4- F ddf'+ iiddg + H dôi 

di- -- 

Lf/dV 

___ 


car, en retranchant respectivement des équations précédentes les dill'é- 
rences de celles-ci, on aura 


</A dèa 4- </B dàf -{- dF, ddg 4- dUddi 

- 

dEidda 4- dVdèf-¥- dü ddg 4- dài 
(IP 

dKdèb 4- dLdoc 
dp 


r.-- 

= — U V , 


Ayant ainsi six équations entre les six quantités 
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on (létermi liera, par l’élimination, la valeur de chacune de ces quan- 
lités; ensuite il n’y aura plus qu’à multiplier res différentes valeurs 
par dt, et les intégrer; on aura de cette manière les valeurs des variables 
db, ^c, èf, <ig, (|u’il faudra substituer ilans les expressions de ^x, 
fîj, H', et les équations du n" 22, qui expriment les perturbations de la 
comète, seront résolues. 

34. Il est important de remarquer que, si l’on différenlie les expres- 
sions de ^.r, dj, dz, on aura, en vertu des équations supposées ci-dessus, 

dhx — dK da -+- dli §/ dC $g dD ô/, 
d ày rz: d?j da + dF àf + dCi èg -h dH ài, 
doz d}^(ih -+■ dL àc, 

précisément comme si les quantités $a, âf, âg, âi, ^b, étaient con- 
stantes, parce que les termes dépendant des variations de ces quantités 
sont précisément ceux (|ui forment les équations supposées. D’où il est 
facile de conclure que, si les équations diirérenticlles du n° 22 conte- 
naient aussi les différences premières de ^x, dj; d's, elles s’intégreraient 
également par la méthode du numéro précédent, et l’on parviemlrait 
aux mêmes résultats. 

Il y a plus, et c’est ici Je point essentiel, dans l’orbite non altérée on 
a pour coordonnées x,y, z, fonctions du temps t et des six constantes 
arbitraires a,f, g, i, b, c, lesquelles déterminent les six éléments de 
l’orbite, savoir, le grand axe, l’excentricité, la position du périhélie, 
l’époque du passage par le périhélie, le lieu du nœud et l’inclinaison 
fn"* 17, 19, 20). Dans l’orbite troublée, les coordonnées sont x -h àx, 
_y-l- Jj, 2 -t- ^z, les quantités oV, ^z n’étant autre chose que les va- 
riations de X, y, Z provenant des variations d'à, âf, ^g, dt, rU, de des 
six constantes a, /, g, i, b, c, comme on l’a vu ci-dessus. Ainsi, dans 
l’orbite troublée, les coordoniiées sont exprimées de la même nianière 
que dans l’orbite non troublée, c’est-à-dire, qu’elles sont les mêmes 
fonctions de t et de a -h ^, / -h à/, g -h ^g, t -h dt, b -h ^b, c-h àc, 
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qu’elles le sont de t, a,f, g, i, h, c dans l’orbile non troublée. Par con- 
séquent on peut à chaque instant regarder l’orbite troublée comme 
étant de la même forme que l’orbile non Iroublée, mais dont les élé- 
ments dépendent des (juantités a + âa,/-{- g-h^g, 1 - 4 - b+ 
c - 4 - âc, lesquelles étant variables, il s’ensuit que les éléments de l’or- 
bite troublée seront variables aussi, et que les quantités ^g, âi, 

$6, (?(? serviront à délerminer leurs variations. Or, comme nous venons 
de voir que les valeurs de ces quantités sont telles, que les différences 
prem ères de àa:, ôy, sont b s mêmes que si ces quantités étaient 
constantes, il est aisé d’en conclure que les cléments de l’orbite 
troublée, quoique essentiellement variables, peuvent néanmoins êti(î 
regardés et traités comme constants pendant un instant, et qn’ainsi 
non-seulement le lieu de la comète dans l’orbite troublée, mais encore 
son mouvement instantané, c’csl-à-dire, sa vitesse et sa direction, seront 
dans chaque instant les mêmes que l’on trouverait en les déterminant à 
l’ordinaire dans une orbite fixe dont les éléments seraient ceux (jiii ré- 
pondent à ce même instant. 


35. La difliculté est donc réduite à déterminer les valeurs des quan- 
tités ârt, ()/’. ^g, ()i, ^b, 5c au moyen des six équations du n" 33. 

Or, en examinant ces équations et en les comparant avec les formules 


(|ui donnent les valeurs de 5.r, et de leurs différences 

H. 

-^(n”* 26, 27), il est aisé devoir qu’elles sont semblables, et (|u’elles 


peuvent se déduire de ces mêmes formules en y changeant seulement les 
quantités 5a, ^g , ... en leurs différences • • » *'• 

supposant en même l<‘mps 


. ^ o.r „ <1 ôf . . d ôz .. 

<iX = O, ôr = 0 , OZ = O, -J- = — u\, -J- = — ,(xV, -JJJ- ~ - p.4. 

Donc, en faisant ces mêmes suppositions dans les expressions de 5a, 
5^,... en àx, 5/,..., on aura les valeurs des différences 
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m 

- ainsi l’on aura (n® 23 j 


Î^ = -|;x(C"X4-D"Y), 


^^:-fz(G'X + H'Y , 
^ = - /z(G''X4-H"Y), 


(iôb 

dl 


= -jaL'Z, 


dàc 

HT 


IxV'Z. 


36. En général, il est visible que les équations du n° 33 ne sont autre 
chose que les diflercntielles de celles qui donnent les valeurs de 

d ôjc 

en ^a, ^/, en y faisant varier seulement ces dernières 

quantités, ainsi que les ditlerences premières » — rr» - > et met- 


dt 


dl dt 


tant à la place des différences secondes ^r’ quantités 

— (jiX, — /xY, — /xZ; de sorte qu’en faisant les mêmes opérations sur 
les équations qui donnent directement les valeurs de 5a, en hx, 

ày on aura sur-le-cliamp les valeurs cherchées dc^^> 

<Iu’on peut aussi démontrera priori par le raisonnement 

suivant. 

Soit, en général, 

A== 4) 


une quelconque des équations dont il s’agit, A étant une des six con- 
stantes arbitraires 5a, à/, àg, âi, 56, <?c, et la fonction de i et de 5^;, 

‘ équation 

considérée en elle-même n’est autre chose qu’une intégrale première, 
ou du premier ordre, des équations du n" 23, dans laquelle A est la con- 
stante arbitraire introduite par l’intégration; donc, en différentiant, on 
aura cette équation du second ordre 


</4> = O, 
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laquelle, ne contenant plus de constantes arbitraires, devra être iden- 
tique, c’est-à-dire, avoir lieu en même temps que les équations du nu- 
méro cité; de sorte (jue la difTérentielIc </‘I> devra être telle que, si l’on 

y substitue à la place des différences .secondes ^^-5 leurs 

‘ (IP dp dp 

valeurs données par ces mêmes équations, tous scs termes se détrui.sent 

d’eux-mêmes; c’est aussi de quoi on pourra se (mnvaincre à posteriori 

par le calcul. 

Or, comme les équations du 22 ne different de celles du n" 23 (|U(‘ 

1 , , d'^èx d^dy d^dz . i . v ’sr 

parce que les valeurs de ont les termes — p.X, — fx\, 

— pZ de plus, il s’ensuit que si, au lieu de substituer dans l’expression 

de les valeurs de "7/^’ déduites des éijuations du n** 23, 

on y substituait les valeurs de ces mêmes (juantitcs, déduites des é(|ua- 
tions du n“ 22, on aurait nécessairement le même résultat que si l’on y 

substituait simplement — p.X, —pY, — pZ à la | lace d(( ^^p’’ 

-^1 et qu’on y effaçât en même temps tous les autres termes. Soit 

ce que devient alors la valeur de rf<I> (A étant ici regardée comme va- 
riable); on aura donc, pour les équations du n" 22, 

= d\, et (le là <I> = A, 


comme pour celles du iT’ 23, mais avec cette différence, que A no sera 
plus ici constante, mais une fonction donnée de t‘, et cette équation 
0 = A sera par conséquent aussi une intégrale première des éejuations 
du n“ 22. 

D’où il est aisé de conclure, en général, (jue, pour trouver les inté- 
grales de ces dernières équations, qui sont proprement celles qui déter- 
minent les perturbations de la comète, il n’y aura qu’à dilférentier cha- 
cune des formules A = <t> trouvées plus haut (n*” 30, 31), en n’y faisant 

• ^ cloy* cl O Z 

varier que la constante A et les différences premières 


et y substituer ensuite à la place 


de 


d’^dx d'^oz 

lïF’ HF' ~dF 


les quantités — o.X, 


VI 
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— ixY, — /xZ; on aura par ce moyen la valeur de dà, dont l'intégrale 
sera celle de A. 

Ayant déterminé ainsi les valeurs des diflerentes quantités A qui 
élaient auparavant constantes, et qui sont devenues maintenant des 
fonctions de t, on aura des intégrales premières de la même forme 
(|u’auparavant; par conséquent les intégrales secondes ou finies qui 
résulteront de celles-là par l’élimination des dilférences premières 


(fd.r dèr dèz , , . i> > -i > •, 

> -“J -jjj- seront encore de la meme forme; d ou il s ensuit que 

tant ces différences que les variables finies flr, seront aussi de 

la même forme, c’est-à-dire, les mêmes fonctions de t et des différentes 
quantités A que dans le cas où ces quantités seraient constantes. 

Et il est facile de se convaincre (|u’il n’est pas nécessaire, pour l’exac- 
titude de cette méthode, (juc les différentes constantes A soient dégagées 
tout à fait des variables dans les intégrales premières des é(|uations du 
11 ® 23, ainsi que nous l'avons supposé : il sullit de les imaginer déga- 
gées, ce qui est toujours possible, et de les traiter comme tontes va- 
riables à la fois dans la différentiation des mêmes équations intégrales; 
on éliminera ensuite successivement b‘s différentielles de ces différentes 
(juanlités A, pour avoir la valeur de chacune de ces diflércniielles. 

Voilà, comme l’on voit, un moyen aussi simple que direct pour dé- 
duire les intégrales des équations du n" 22 de celles des équations plus 
simples du n“ 23, et, en général, pour intégrer toutes sortes d’équations 
linéaires, eii supposant qu’on sache déjà intégrer ces mêmes équations 
dans le cas où elles ne contiendraient aucun terme tout connu. 


37. Qu’on différentie donc, d’après la méthode précédente, les for- 
mules du n“ 31, en y faisant varier seulement les quantités ^h, d'à, ^J\ 

dg. ff/, ^h, ffc, ainsi que les trois diflércnces premières 


et ([u’on y mette ensuite, à la place des différences secondes 


d^àx d^ôy 
~dF ' dl‘ ’ 


d'‘èz 

dt~' 


les quantités <— |xX, — fjiY, — piZ, c’est-à-dire, — jj.X dt, 


lJ.Ydt, 
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liZdt à la place de d'—~\ oti aura les équations sui- 


vantes 


,W, ^ - .. - 


P- 


I 4 - m 


(.rY — 


(Ua:= ( \ dx 4- Y dr , 

I 4 - /»» 


d^8 = 


ddh ^ 


y ?. //( I 4 - f)t 

(J. X( 1 t 
y/ 2 /l f I m 

U. y 




•X dy d oh 
dt v' -». // ( I 4 - m i 

o.dx ddli 


dt 1 4 - /« ) 


dàc TT.- - 


y a// (I 4 - III ) 
t /t { I 4 - III ) 


Zy/<, 


z^/<. 


d()i ^t t ■>’( fx — ^h) d^f 

et l’équation entre da, dA, <y, étant dillérentiée aussi, donnera 

a doh — A d rîa 4- = o, 


qui servira à déterminer, si l’on veut, en connaissant d&h et dâa. 
Or je remarque qu’on a cette combinaison 



X ddf -4 }'(log:=rr. > 7.(làli; 

dt )j7.h[ï -y ni) 

de sorte qu’on aura 

,5, y.ddli X d^f 

J 

ainsi, comme 

.... 2 ( A (Ida — a ddli) 

dàj=- 

on aura 



valeurs que l’on pourra employer à la place des précédentes. 

5 ?. 
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Telles sont les formules par l’inlégralion (lesquelles il faudra déter- 
miner les valeurs des quantités &b, àc, ôf, ôg, âi; et il est visible 

que ces intégrations ne demand(‘nt que de simples quadralunss, puisque 
les quantités .v,y et X, Y, Z sont censées données en t d’après les mou- 
vements supposés connus de la comète dans l’orbite non altérée, et de la 
planète perturbatrice dans son orbite. 

38, Connaissant ces différentes quantités, on aura les éléments de 
l’orbite troublée, au moyen desquels on pourra calculer, par les mé- 
thodes ordinaires, tant le lieu que la vitesse et la direction de la comète 
dans un instant quelconque, ainsi que nous l’avons démontré plus 
haut fn" 34). 

Pour cct effet, on se rcssouvicmdra que a est le grand axe (b^ l’orbite 

non altérée, /\h le paramètre du grand axe, et y/ r — ~~ l’excen- 
tricité (n" 17). 

Ainsi a 4- sera le grand axe de l’orbite troublée, f\h -t- f\^h le pa- 
ramètre de cette orbite, cl e âe = e + 2 son excentricité. 

Ensuite, en différentiant suivant ^ les valeurs de h et de c de ce même 
II" 17, et faisant, suivant l’hypothèse du n” 25, (1^ = 0 , on aura 

(îê =r — sillw^»!/, ÔC=:C0S«Ô<è; 

ainsi sera l’inclinaison du plan de l’orbite troublée sur le plan de 
l’orbite non troublée, et w sera l’angle (jue Ja ligne des nœuds de ces 
deux plans fait avec l’axe d(!s x, lequel est en même temps hi grand axe 
de l’orbite non altérée (n" 25); de sorte que w sera proprement la longi- 
tude du nœud ascendant de l’orbite troublée, comptée sur le plan de 
l’orbite non troublée depuis le périhélie de cette dernière orbite. 

En différentiant de même les valeurs de f et de g du n” 17, et faisant, 
d’après le n" 25, -j/ = o et « = o, on aura 

àf = èe, dg — e St; 

et il est clair, par les dénominations du n° 13, que 9 o'’ — d's sera la Ion- 
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gitude du point de l’orbite troublée qui est à 90 degrés du périhélie, 
comptée sur le plan de l’orbite non troublée, depuis le périhélie de 
celle-ci; mais, à cause que ces deux orbites ne l’ont entre elles qu’un 
très-petit angle et (juc nous négligeons ici les il est très-lacile 

de prouver que sera la longitude même du périhélie de l’orbite trou- 
blée, la projection d’un arc de 90 degrés ne pouvant difïérer de 90 de- 
grés que par des quantités de l’ordre de Ainsi le petit angle fîî 
exprimera proprement le mouvement du périhélie en longitude, en 
vertu des perturbations. 

Enfin on se rappellera que / est l’époque de l’anomalie moyenne dans 
l’orbite non troublée, c’est-à-dire, la valeur de cette anomalie lorsque 
t=zo (n" 20) ; donc i -4- âi sera aussi l’époque de la môme anomalie dans 
l’orbite troublée; en sorte qu’ajoutant à cette époque le mouvement 
moyen pendant le temps t, dans une orbite dont le grand axe serait 
a-¥^a, on aura l’anomalie moyenne qui servira à déterminer le lieu de 
la comète dans l’orbite troublée. 

Ainsi 

V rt’ 

étant (numéro cité) l’anomalie moyenne dans l’orbite non troublée, on 
aura 6 -f- df? pour l’anomalie moyenne dans l’orbile troublée, et l’on 
trouvera la valeur de par la différentiation de l’équation précédente, 
en y faisant varier a et i seulement, en sorte qu’on aura 


èO 


/ oAi + m) ùa 

-- - 3/ i/ - - 1- Oi. 

y a* a 


Comme et sont ici des quantités variables, si l’on différentie à 
l’ordinaire cette valeur de $0, on aura 


rfa» = - 3 * ^ - 3( ./îüiîü + .ui-, 

y a' a y a 


et substituant pour d^i sa valeur trouvée dans le numéro précédent, 
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on aura 

,id6 = -zdt v/ïïï±^ ^ 

V f^a^li isfâh^ 

dont l’intégrale donnera directement la valeur de 5$, qui est l’altération 
de l’anomalie moyenne causée par les perturbations. 


39. Nous avons donné, dans la première Section (n‘’‘* 10, 11), une 
manière de transformer les équations générales des perturbations, en 
sorte que les forces perturbatrices devienmmt très-petites lorsque la 
comète est à une grande distance du Soleil; coin*me cette transformation 
est d’une grande utilité pour le calcul des perturbations dans la partie 
supérieure de l’orbite, il faut voir maintenant comment elle [)eut s’appli- 
<|ucr aussi aux formules que nous venons de trouver. 

La transformation dont il s’agit consiste en ce que, si l’on fait 


OX U 1 

/ X 

\3( I -f- lu) 

1 4- a 

5r =- f/. 1 

1 - 4- 



I H- (J. 


-f* ùx\ 

+ o>', 


èz 




3 ( I -4- hO 



+ ^z' f 


,et de plps 






az 


on aura entre ^x' , $y, ^z' et X', Y', Z' les mêmes équations qu’entre da?, 
dj, àz et X, Y, Z, c’est-à-dire, des.équatjoris de la même forme que celles 
du n" 22, en y marcjuant seulement les quantités ^x, fy, ôz, X, Y, Z, 
chacune d’uii trait; ' ‘ , ' - ‘ ' 

On peut donc a|)|diquer à ces équations les mêmes raisonnements et 
les mêmes opérations que nous venons de faire dans cette Section sur les 
équations du n" 22, et en tirer des conclusions semblables. Ainsi, si l’on 
dénote par $a', àb', $c’, àg', $4', ài' des quantités analogues aux 
quantités 5a, §4, 5c,..., on aura des formules semblables à celles des 
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11 "* 31-.el 37 ci-dessus, en y marquant d’un trait les quantités ^a, ^b, de, 
df, dg, dh, di, dx, dy, dz, X, Y, Z. Par les premières, on aura les valeurs 

de da', dh',... en dx', -jj-' dy',..., et par les autres les valeurs de dda' 
ddb’,. . en X', Y'. Z'. 

Supposons maintenant qu’on substitue dans les formules du n" 31 les 
valeurs précédentes de dx, dy, dz; il est aisé de voir (à cause que ces quan- 
tités n’emtrent dans les mômes formules que sous une forme linéaire) que 
les valeurs des quantités d'/i, da, èf,... diîviendront 

dh - - [j.W 4 - dh' , 

0(1 ^J. A “l— 0(1^ y 

df.== ,J.V + df, 
dg — ijA'm + dg’, 
dl) — gH dh', 
de — jxC + de', 

01 =i_- fzl -f- or y 


en (Jénotant par aH, p.F,... les valeurs do 5A, ô/,... proveiiarït 

de la simple siibstilulion de [jl ^ ;ri) Th â) ^ 


3 ( I -4- m : I 4- r)} 


à la place de el de [x 


3 ( I 4- /?/ ) I 4- m 


place d(î ^z. 

De sorte qu’en faisani 


.:- 0 , -^= 0 , 


et mettant à la place de xdy—ydx sa valeur di\ 2 A( i 4 -/nj ( n‘'*29, 31 j, 
on aura 


4/1 ilIi \ dy — Ti dx 4- x dn — y' d\ 

3 ( I 4“ m ) I 4- fx ^ 2 /i ( I 4 . ) 

a} / I dx 4" dy ^ \ dx d\ 4 - dy dn \ 

3 ( I 4- /;i ) \ r ( I 4 - m ) I 4- fx \ r* ( i 4- m ) r//’ / ’ 
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— r 


(/+ ($4-r^^) + 7 (•') dy-yd-n) 

^ 2H</v 

3(i4-/h) 

l-\- [J. 

(i -+- p) dt\l‘2.h[i -Y ni) 

dt\l‘îh(i+m) 

l 

r 


//h- {ldx—xdl)+ ^ {Tidx—xdo) 

[ - , - . 

2 II dx 

3(i4-m; 

14-// ^ 

(i 4- ^L)dtsJ'ih[\ -4/n) 

dts^7.h(\ + m] 


H=: - 


^tlr—*rd'C 


C = - 


(ï "H (li ^ o.h[ i fH ) 

xdH — 'C dx 


[à) dt\i2h{i + m) 


I ^ Ü . All±^ A + 3. ^ 
/I y fl’ 


x-n — ri /'’G 


/ / . r\fx — 




Itûh 


D(! plus on aura, par les formules du n" 37, eu y marquant d’iiii trait 
les quantités èh, X, Y, Z, 


v'aA 


<^o7t'=-a-’— {x\'-Y\')dt, 
14- fx ' 


doa' = - 
dSf = - 
dSg' = 
dàb' = 


U. 


I 4- ni 


a?[\' dx + r dy), 


d èi' = 3t 


Hydt 


^ 2 ûfj c/ ÔA' 

y '2 /i ( 1 -h ni) 

dt^ 2 h(\ -f-/nj 

jxxdl 


2 rf ô/r 

y 2 /j(i 4- m) 

\ '■ / '■J 

dt^ 2 h{i -4/n) 

p-.r 

l’dt, 


y/ 2 /m 4- m) 



(J.X 

l'dt. 


sJo.li[i 4- ni) 


^ / o.{i ni) d èa' 2r^ddg' ^ y[fx—’^li)dèf' 

V fl’ 

« fs[ifh 

2 y a//* 


Donc, si l’on difTérenlie les valeurs de ^h, îa,... données ci-dessus, et 
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qu’on y substitue ensuite les valeurs précédentes de dàh', dàa',..,, il 
viendra 


dàh=[xdîl — (i. 


dàa= (j.dA — 


V/ h 
i 4- [À 


{xY'-r\')dt, 


m 


I-+-/X 




d8g= add 4 - 
ddh==: [J. du 4- 



|X'+£ï'J 

1 2dfddh' 

m)ly r j 

dt /i 1 1 4- m ) 

_ r//- , 

|X'+£y'] 

Q.dx dàh' 

A ( I 4- m ) L \ ^ / 

Z'dt, 

v/2/i(i 4- m) 

, . .7/dt, 

V 2 /i ( I 4- /n ) 

dl v^ 2 /i(i 4- ni) 


y ct^ ^ fsla^li 7,^ay 

formules qu’on pourra employer à la place de celles du n® 37, avec les- 
quelles elles sont identiques dans le fond. 

$ 

40. En comparant les formules précédentes avec celles du n® 37, il 
est aisé d’en tirer cette conclusion générale, qu’il est permis de changer 
dans ces dernières les quantités X, Y, Z en X', Y', Z', pourvu qu’on 
ajoute en même temps aux valeurs de ddh^ d^a, dâf, ... les quantités 
/xrfH, [xdA, [idF,.... 

De là il s’ensuit que, soit, par exemple, ^11 dt la valeur de dâh dans 
les formules du n® 37, on aura, en intégrant. 


â/i 


= J' /àII dt, 


cette intégrale étant supposée commencer au point où M = o. Suppo- 
sons maintenant qu’à commencer d’un point donné de l’orbite on veuille 
employer les quantités X’, Y', Z' à la place des X, Y, Z, et qu’on dénote 
VI. 58 
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par §h' la valeur de $h pour ce point, c’est-à-dire, la valeur de l’inté- 
grale J iiIJ dl étendue jusqu’à ce point; soit II' ce que devient H en y 

changeantX, Y, Z en X', Y', Z' : on aura, en général, par les formules du 
numéro précédent, 

dèh = fj.dn + fin'df. 


donc, intégrant. 


a// = |:xH -4- 



dl H- const. 


Soit H' la valeur de H dans le même point de l’orbite, et supposons que 
l’intégrale J ij.ï]'dt commence aussi à ce point dans lequel on a supposé 

que finit l’intégrale |^(xri dt; on aura donc dans ce point 
= H' 4- const., donc const. = â//' — f/ H' ; 


donc on aura, en général, 


savoir 




= f;iH -ftH'-hdé'-t- j fj.Wdi, 


oVj = ix\l - U tr-t- J p.n dl + l' p-H' di. 


Supposons ensuite que, dans un autre point quelconque de l’orbite, (tn 
veuille changer de nouveau les quantités X', Y', Z' en X, Y, Z, et soient 
dénotées par $h" et par H" les valeurs de 5A et de H pour ce second point; 
on aura donc dans ce point 

ô/j" = fxir-p.H'+ f ix]ldl+ I fy.U'dl, 


l’intégrale [xTl'di étant supposée étendue jusqu’à ce second point. Or, 
lorsqu’on emploie les quantités X, Y, Z, on a, en général. 


c/(îA = fxnd/, donc 



dt 4- const. ; 
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supposons que l’intégrale j* |u.n dt commence à ce second point dans le- 
quel âh devient âh", et l’on aura d/t"= const.; donc, en général. 

ô/t=: f [JL n dt -f àh". 


et, substituant la valeur de dA", 


j [,.\\dt 4 - j'[).\Vdl-^ I' [jiUdt; 


dans cette formule, la première intégrale J'fxUdt est supposée com- 
mencer au point de l’orbite où dA est nul et s’étendre seulement jusqu’au 
point où les quantités X, Y, Z se changent en X', Y', Z'; la seconde inté- 
grale J' [xU'd/ est supposée commencer à ce point et s’étendre jusqu’à 
l’autre point où les quantités X', Y', Z' redeviennent X, Y, Z; enfin la 
troisième intégrale J ' pill dt commence à ce dernier point et s’étend indé- 
finiment; de sorte que ces différentes intégrales ne forment proprement 
qu’une seule intégrale, qui commence au point où dA est nul et qui 
s’étend indéfiniment, mais avec cette condition que la quafttité fl se 
change en II' dans une certaine étendue. 

Ou voit par là que, dans l’intégration de la valeur de </dA du n" 37, 
on peut changer à volonté les quantités X, Y, Z en leurs analogues X', 
Y', Z', et rétablir ensuite celles-là à la place de celles-ci, pourvu qu’on 
ajoute en même temps à la valeur finie de dA la quantité g,H" — piH', qui 
est la différence des deux valeurs de p.H, dont l’une p,!!' se rapporte au 
point où X, Y, Z se changent en X', Y', Z', et dont l’autre p.H" se rap- 
porte au point où X', Y', Z' redeviennent X, Y, Z. 

On fera le même raisonnement sur chacune des autres formules du 
n“ 37, et l’on tirera des conclusions .semblables. Ainsi, dans l’intégration 
de la valeur de d$a, on pourra, pour un certain espace à volonté, chan- 
ger X, Y, Z en X', Y', Z', pourvu qu’on ajoute ensuite à la valeur finie 
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de $a l’excès de la valeur de qui répond à la fin de cet espace sur la 
valeur de [xA qui répond au commencement du même espace, etc. 

Et, si l’on voulait substituer à plusieurs reprises les quantités X', 
Y', TJ à la place de X, Y, Z, on ferait la même opération pour chaque 
nouvelle substitution. 

41. Une des déterminations les plus importantes de la Théorie des 
perturbations des comètes est celle de l’altération du temps périodique. 
Éien n’est plus facile que de trouver cette altération par le moyen de la 
formule que nous avons donnée (n“ 38) pour l’anomalie moyenne dans 
l’orbite troublée. En effet, Ô exprimant, en général, l’anomalie moyenne 
dans l’orbite non altérée, et 0 +■ §0 l’anomalie moyenne qui a lieu en 
même temps dans l’orbite troublée, on aura, pour l’instant du périhélie 
dans l’orbite troublée, ô-{-âO=o', d’où 0 = — ^Q, ou (ce qui revient au 
même), 0 = 360° — àO. D’où l’on voit que, lorsque la comète passera au 
périhélie dans son orbite troublée, une comète fictive, qu’on suppose- 
rait se mouvoir dans l’orbite non altérée, serait encore éloignée de son 
périhélie de la quantité qui répond à l’anomalie moyenne ^0 dans cette 
même orbite. Donc, comme on a, en général (n° 20), 

/, ^ , /z(i -f-m) 

i étant une constante dans l’orbite non altérée, si l’on dénote par le 
temps qui répond à l’anomalie âO dans cette orbite, on aura 

- ^ /2(i -+- m) 

= ; 

donc 

il = i . $0\ 

V 8(1 + m) 

i 

c’est le temps dont le passage au périhélie de l’orbite troublée précé- 
dera le passage au périhélie de l’orbite non altérée, ce temps étant ex- 
primé par le mouvement moyen du Soleil qui y répond (numéro cité). 
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Dénotons par èô' et &6" les valeurs de $0 qui répondent à deux péri- 
hélies consécutifs, et par di', àf les valeurs correspondantes de en 
sorte que l’on ait 


èt' 


y 8{i-t-m) V 8(i-l-/«) 


soient de plus t ’ et f les temps des passages par les deux périhélies con- 
sécutifs dans l’orbite non altérée : on aura, pour les temps de ces pas- 
sages dans l’orbite troublée, donc la différence de ces 

temps, c’est-à-dire, l’intervalle de temps entre deux passages consécu- 
tifs au périhélie de l’orbite troublée, sera t" — 5/", où t" — t' 

est le même intervalle pour l’orbite non altérée. D’où il s’ensuit que la 
durée de la révolution anomalistique dans l’orbite troublée surpassera 
la même durée, dans l’orbite non altérée, du temps exprimé par 


êt'-âr, 

ou par 

\/s^ 

c’est l’altération produite par les perturbations. 

Il faut remarquer que, pour avoir les valeurs de dô' et dô", il fau- 
drait à la rigueur supposer, dans $6, t — t'— àt', t = t" — df"; mais, 
comme nous négligeons les carrés et les produits des forces perturba- 
trices, et par conséquent aussi de toutes les quantités résultant de ces 
forces, il suffira d’y faire t — t' et t — t". 

Nous venons de déterminer l’altération de la révolution anomalis- 
tique de la comète; si l’on voulait avoir l’altération de sa révolution 
périodique, il faudrait défalquer de l’altération précédente le temps dû 
au changement du périhélie. Or nous avons vu (n" 38) que le périhélie 
de l’orbite troublée est plus avancé que celui de l’orbite non altérée de 

l’angle = donc, si l’on dénote par de' et de" les valeurs de de qui 

répondent & t = t' et t — 1\ on aura de" — de' pour l’angle dont le péri- 
hélie de l’orbite troublée aura avancé pendant une révolution; ainsi la 
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quantité à défalquer de l’altération de la révolution anomalistique , 
pour avoir celle de la révolution périodique, sera le temps qui répond à 
l’angle ou à l’anomalie vraie âî" — 5s'. 

Pour trouver ce temps, on pourra employer la formule différen- 
tielle (iV 21; 

r^cicf 

y/?. A ( I 4- ni ) 

en faisant df — ds" — 5s' et r égal a la dislanoe périhélie dans l’orbite 
non altérée, laquelle est 

(I — ne n ^ ayi — <?- ) _ A 

9. a’ ' i-4-f' 


de sorte qu’on aura, pour le temps cherché, la quantité 

/ 9 A y àt" — oi' 

\j.\h{i-hni) 

Donc la durée de la révolution périodique de la comète dans l’orhite 
troublée, c’est-à-dire, le temps qu’elh; mettra à faire une révolution 
entière depuis son départ du périhélie jusqu’à ce qu’elle revienne sur 
la ligne du même périhélie, surpassera le temps de la révolution entière, 
dans l’orbite non altérée, de la quantité 



8 (1 4 - lu ; 


{ëO’-dO") 




y/ 9 A i 1-4- «t ) 


laquelle, en substituant pour â9' et 5(5" leurs valeurs déduites de la for- 
mule du n" 38, (*t dénotant par da', 5f' et par 5a", 5i" les valeurs de 
5a, 5r, qui répondent h / = /' et / = t", se réduit à celle-ci 


3(<"5a"- /'5a ') 
2 0 



a' 

I -f /« ) 


9 A 


oe — 06 


(5/"-5«')- 


y/a A ( I 4- «1 1 
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SECTION QUATRIÈME. 

application des théories précédentes au calcul des perturbations des 

COMÈTES, ET EN PARTICULIER AU CALCUL DES PERTURBATIONS DE LA COMÈTE 

DE l53a ET DE l66l. 

42. Cette application se présente d’elle^même; il ne s’agit que de trou- 
ver les valeurs des quantités dg, àh, àc, âi, par l’intégration 

des formules du n“ 37, et l’on aura immédiatement les altérations des 
éléments de l’orbite de la comète dues aux perturbations (n" 38); mais 
la grande dilficulté consiste dans ces intégrations, lesquelles, à cause île 
la grande excentricité de l’orbite des comètes, ne peuvent s’exécuter, 
en général, par aucune méthode connue et demandent nécessairement 
des quadratures de courbes mécaniques. 

Nous allons proposer les moyens qui nous paraissent les plus propres 
pour arriver à ce but. 

Je commence par substituer, dans les équations du n“ 37, les valeurs 
de X, Y, Z (n" 22), lesquelles, en effectuant les différentiations indi- 
quées, deviennent 



je substitue de plus, à la place des quantités x, y, z, r, dt, leurs valeuis 
exprimées par l’anomalie excentrique u, parce que l’emploi de cette 
anomalie rend tout à la fois les formules plus simples et plus faciles à 
calculer; ces valeurs sont fen faisant b = o, c = o,/= e, g — o, par 
l’hypothèse du n'' 25) 

X = *^(c.osu — f], r— v'ViAsiiw/, a = ü (n‘’ 26 ), 

r = -(i — f cosu), (/t = ij rdu (n"‘20, 21). 

2 ^ ■' ' y 7.(1 -h m) 

Ces substitutions faites, si l’on suppose, pour plus de simplicité, 
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on aura des équations de la forme suivante 

7::^ ^ ^ ® 1 

d$a = [(A) H + (a) o] du, 

dàf=j^m^ + {f)^]du, 

dàg= [(G) H + (g)Bj] du, 

dèb = [(B) H 4- (6) ro] du, 

dàc = — ii- [(C) H + (c) üj] du, 

dbi = — - — [(I) H 4- (/ ) ïïj] du, 

I 4- /n *- WJ 


dans lesquelles on aura les valeurs suivantes des quantités (H), (A). 
(A), (a),... 


(H)=v/âA( 7 ^ — Ærrj)r, (A) = o, 

(A.) = à‘ ^sinu — ^ah rj cosm^, (a) = — rsinw, 

(F) = - ^^f^(^fr-t-x)^-hfr]]x-+- 2 i^âÂ(j-^ — a;v)cosu, {f)=z- sl'âfi vy, 

(G) = y/p[(/r4-a:)$4-^T)]a:4-a(j^ — a:yi)sinM, {g) = sjahrx, 

(B) =y/pr7Ç, {b) = o, 

(C) = - y/p rarÇ, (c) = o, 
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Dans ces expressions, j’ai conservé, pour plus de simplicité, les lettres 
x,y, r a la place de leurs valeurs en sinw et cos«; il est facile de les y 
substituer si on le juge à propos. 

43. 11 est visible, par les formules précédentes, que les <|uantités (H;, 
(A), (A), (a),... sont toutes exprimées par des fonctions rationnelles et 
entières de sin«, cosm, yj, Ç; de sorte que, si l’on pouvait exprimer 

de même les quantités vj, ^ fonctions rationnelles et 

entières de sin« et cos«, l’intégration des équations différentielles dont 
il s’agit n’aurait aucune difficulté. Voyons quels sont les obstacles qui 
s’opposent à cette réduction dans la Théorie des comètes. 

On se rappellera d’abord que les quantités vj, Ç sont les trois coor- 
données rectangles du lieu de la planète perturbatrice, dont la masse 
est jo., que p est son rayon vecteur, et R la distance rectiligne entre le 
lieu de la planète et le lieu de la comète dans l’orbite non altérée 
(n'’'*2, 7); on se rappellera ensuite que nous prenons pour le plan de 
projection celui de l’orbite non altérée de la comète, et pour l’axe des 
abscisses la ligne du périhélie de cette orbite (n® 25). 

Nommons 'F l’inclinaison du plan de l’orbite de la planète sur le plan 
de l’orbite non altérée de la comète, et 12 la longitude du nœud ascen- 
dant de l’orbite de la planète, comptée sur le plan de l’orbite de la co- 
mète depuis le périhélie de cette orbite. 

Soit, de plus, X l’argument de latitude de la planète, c’est-à-dire, la 
longitude dans son orbite, moins la longitude de son nœud avec l’orbite 
de la comète. 

Il est facile de comprendre <jue l’on aura pour vj, Ç des expressions 
semblables à celles de iv,y, z du n® 19, en y changeant r en (S, w en i2, 
(}/ en 'F et ip — a en X; on aura donc ainsi 


VI 


Ç = P (cosil cosX — sinü cosY sinX), 
Yi = P (sinû cosX H- cosü cos T” sinX), 
Çzzrpsin'F sinX. 


59 
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Or ou «ait que dans les orbites des planètes, à cause de la petitesse de 
leur excentricité, on peut exprimer tant l’équation du centre que le 
rayon vecteur par des suites très-convergentes, qui procèdent suivant 
les sinus et cosinus de l’anomalie moyenne et de ses multiples (on trouve 
ces suites développées d’après les principales Tables astronomiques , 
dans le premier volume du Recueil des Tables, publié par l’Académie de 
llerlin); on pourra donc représenter par de semblables séries les valeurs 

de ïj, Ç et de 4 pour chaque planète, et il n’y aura plus ((u’à expri- 

nier l’anomalie moyenne de la planète par l’anomalie cxcenlri(]ue « de 
la comète. 

Pour faire cette réduction, soient a le grand axe de l’orbite de la pla- 
nète, et iM son anomalie moyenne comptée à l’ordinaire depuis l’aphé- 
lie; soit, de plus, T la valeur de l’anomalie moyenne 0 de la comète pour 
l’instant du passage de la planète par l’apbélie; il est visible que M et 
T seront les anomalies contemporaines de la planète et de la comète, 
lesquelles doivent être entre elles en raison réciproque de la durée de 
leurs révolutions, et par conséquent, par les Théorèmes connus, en raison 
de y/rt' ; d’où il suit qu’on aura 


M = (9_T)y/5. 

OÙ il n’y aura plus qu’à substituer pour ô .sa valeur m — esinw (n“ 20j. 

Comme, dans l’orbite des comètes, l’excentricité e est peu difiérenU' 
de l’unité, il est clair que les sinus et cosinus de M et de ses multiples ne 
sauraient s’exprimer par de simples sinus et cosinus de u et de ses mul- 
tiples; par conséquent, il est impossi^jle d’exprimer, en général, |, ïp, Ç 

^ P'**‘ des fonctions rationnelles et entières de sinu et de cosa. C’est 

la première difficulté qui s’oppose à l’intégration des équations du nu- 
méro précédent. 

La seconde difficulté vient du dénominateur irrationnel R®; en effet il 
est d’abord impossible, par la raison précédente, de réduire l’expression 
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rationnelle de R*, laquelle est ( n" 2), z étant = o, 


R’= f’— -t- P’, 


k une fonelion rationnelle de sina et cosi^; k plus forte raison le sera-t-il 
d’y réduire la quantité irrationnelle et rompue 

44. On est donc forcé, dans la Théorie des comètes, de renoncer k 
l’avantage de parvenir k des formules analyti()ues qui expriment les iné- 
galités (le leur mouvement pour un temps quelconque, telles (pie celles 
(pie l’on trouve pour les inégalités des planètes, et la seule ressource 
(pii rest(! est di; déterminer ces inégalités par parties, (‘u partageant 
l’orhite d(“ la comète en dilVérentes -portions, et calculant séparément 
l’eflét des pmliirhations pour chamine de ces portions. 

Kn effet, tant (pie l’angh^ fî'***'*!» pourra 

exprimer soii sinus et son cosinus par les séries connues (pii proci'dent 
suivant les puissances de l’arc, et [lar là on r(!médiera au premier incon- 
vénient. 

Ensuite on observera (pie, tant (pie le rayon r de la comète .sera beau- 
coup moindre que le rayon p de la planète perturbatrice, et (pie, par 
conséquent, x ai y seront moindres (pie p, on pourra réduire la (pian- 

titc -j^ en une série convergentis en prenant ~ pour l(‘ premier tmine. 

De cette manière, on pourra donc intégrer les valeurs de 
du n“ 42, depuis le périhélie do l’orbite de la comète jusqu’à un point 

de cette orbite dans lequel ^ y ^ ^ soient des quantités encore 

assez petites. 

Soit maintenant u' l’anomalie excentrique qui répond k ce point; on 
fera, en général, « = u'-h v, et, tant que l’angle y sera assez petit, ou 
pourra mettre les quantités k intégrer sous la forme rationnelle 


( E -4- M y -i- N -4- . . . ,1 (Iv ; 


59 - 
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on intégrera donc derechef depuis a = m' jusqu’à u = u", en supposant 
l’arc h" — «' assez petit, et ainsi de suite, 

45. On peut faciliter beaucoup ce calcul par la méthode Connue des 
courbes paraboliques; mais, pour pouvoir employer cette méthode en 
toute sûreté, il faut que les quantités qu’on veut exprimer par des for- 
mules paraboliques ne souffrent pas de trop grandes ni de trop fré- 
«juentes irrégularités; autrement il arriverait que, parmi les coefïicients 
de la série parabolique, il s’en trouverait de très-grands, ce qui dimi- 
nuerait la convergence de la série et obligerait à la pousser à un grand 
nombre de termes. Il est donc nécessaire d’examiner à priori la nature 
des quantités auxquelles on veut appliquer la méthode des courbes pa- 
raborujues. 

De ce que nous avons dit dans le n" 43, il s’ensuit que les différentes 

(juantités (H), (A), (A), (a),..., ainsi que les quantités etR% peuvent 

P 

éire exprimées par des fonctions rationnelles et entières de sinus et de 

cosinus des angles u et 0 v/î’ c’est-à-dire, de l’anomalie excentrique 

de la comète et du mouvement moyen correspondant de la planète; 
donc, si l’on suppose que ces deux angles varient en même temps des 
angles contemporains |3 et /, chacune des quantités dont il s’agit pourra 
être représentée, pendant ces variations, par une formule algébrique d(^ 
la forme 

L-|-Mp-t-Ny-t-Op’-)- PPy-f-Qy’-f-..., 
dans laquelle les quantités L, M, N,... seront toutes aussi des fonctions 
rationnelles et entières de sinw, cos a, sinô \/ÿ y COSO v/5- Or 

d = U — e iünu; donc, faisant croître u de |3 et 0 de y y/ on aura 

F/ sa esinw O, 1 

Si donc on substitue cette valeur de y dans la formule précédente, elle 
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prendra cette forme plus simple 

L 4- MP 4- N P’ 


dans laquelle les quantités L, M, N,... seront pareillement des fonctions 

toutes rationnelles et entières de sinu, cos«, sinôy/-^. cosC y/^ -. 

en sorte que ces quantités ne pourront jamais augmenter au delà d’un 
certain terme. Et il est clair que la formule précédente, n’étant poussée 
(jue jusqu’au second degré, sera exacte, aux quantités près des ordres de 
et de 7 ® . 

Il semble qu’il faudrait faire une exception à l’égard des quantités (Ij 
et (i) qui contiennent des termes multipliés par t, et qui par conséquent 


ne sont pas uniquement des fonctions de sinus et cosinus de u 



mais renferment aussi l’angle même u; mais il est facile de se convaincre 
que cette circonstance ne peut apporter aucun changement à la conclu- 
sion précédente. 

Si donc on dénote, en général, par V une quelconque des quantités 
dont il s’agit, et que ¥«, V,, Vj, soient les valeurs de V qui répondent à 


M = Mo, M = M, = Mo 4- P, Il = «3 = M| 4- P, 


il résulte de ce que nous venons de démontrer que, pour u — u, 4 - 
(n étant un nombre quelconque compris entre zéro et i), on aura, aux 
quantités près des ordres de |3’ et de 7 ’, 

V = V.4-V>4-Y>‘, 


formule qui pourra servir aussi par la même raison, en faisant n négatif 
depuis zéro jusqu’à — i . 

Or, comme V = V# lorsque n = — i , et V= Vj, lorsque n = i, on aura 
V.=V,-V'.4-V‘:, V, = V, + V.4-V';; 

d’où l’on tire 

yl Vj Vo Y» Vj 2V|4-V« 

' 2 ' 2 


46. Cela posé, séparons, dans les équations différentielles du n** 42, 
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lorincs divisés par R® des autres, et représentons, en général, cha- 
cune de ces équations par 


dà = — ^ 

I + m 



du. 


It étant égal à iî®, A étant une des quantités 5A, àa,..., V étant respec- 
tivement et U étatit (h) — (H), (aj — (A), 

P P 

Qu’on calcule les valeurs des quantités V, U et /î pour trois anomalies 
(‘xcentricjues u = ?/,, «j* I» commune dill'érence soit |3, et qu’on 

marque ces valeurs respectivement parVo.lio. Vi.U,, R,; Vj.Uî, R^; 
(ju’on en déduise ensuite, par les dernières formules du numéro précé- 
dent, les valeurs de V', , V" , ainsi que celles de U', , U", , R \ , , et qu’on 

suhslitue partout dans l’équation précédente «, -t- /3n à la place de u, 
on aura donc, en regardant maintenant « comme variable, la trans- 
1’ormé(‘ 

(Al -f- /f| /I A’i n^Y ) 

(|ui, étant intégrée depuis n = — i jusqu’à /i = r, donnera, aux (juan- 
tités pri's de l’ordre de p./3® et de /xy®, la valeur de A ou plutôt l’accrois- 
sement de A, depuis l’anomalie excentrique Uq jusqu’à l’anomalie 
4- 2 P ; en sorte que, désignant par A# et Aj les valeurs de A qui 
'répondent à ces deux anomalies, on aura Aa — A# égale à l’intégrale du 
second membre de cette équation, prise depuis n = — i jusqu’à n = i. 

L’intégration de la partie 

( V| -t- V', n -f- V" n‘) dn 

n’a aucune difficulté, et l’on trouve sur-le-champ pour l’intégrale totale 

aVi-t-JV",. 

A l’égard de l’autre partie 



ü. -t- U> -f- ü' n’ , 
J dn, 

(A,-+- 



DES PEKTÜKBVÏiONS DES COMÈTES. 


V71 


elle dépend de la quadrakire de Thypi rbole ou du cercle, suivant que 
/T, est une quantité positive ou négative. 

Pour en trouver l’intégrale, on supposera cette diflerentielle égale à 

K -t- L « ^ yidn 

^ v/7 fT+ + 


et l’on trouvera par la comparaison des termes, après avoir réduit au 
même dénominateur. 


K 


U" 

iu.ft', -U', + 


À, «7 






/t, BT, - ; «7 


U" 

M — — • 
M - , 


or l’intégrale de la première partie est évidemment 

K+ L« 

et celle de la seconde est, en faisant, pour abréger, ^ ~ 

M , I 4- N 

lOi,' 

cVA' l-Ny/ft', 

si est positif; mais si est négatif, cette intégrale devient 

— arolang(Nv'— /f, ). 

2 V - /C 

On fera maintenant dans ces formules /i = i et /i = — i , et l’on retran- 
cbera la seconde valeur de la première pour avoir l’intégrale complète ; or, 
en faisant « = i, la quantité sous le signe yf devient R^ + R^-^r K^ = fla, 
et, en faisant n = — i, elle devient R^— + FC^ = R^. Donc la valeur 
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complète de l’intégrale de la différentielle dont il s’agit sera représentée 
par 

K+L K — M P 

^ Jit V' /to 2 y/± ff!', 

(01 faisant 

i A', + A'; - v/A, /r, " iÂ, + A' - y/Â, ^ ’ 


si /fj est positif, ou bien 
P = arc tang 


v'- A,< 

jA,-4 - a: 


— arc tang 


V- 

iii, + K ’ 


si A”, est négatif. 

Donc enfin on aura, aux quantités près des ordres de pi/S* et [xy\ 


Aj — Ao — 


J^. . 

I + ni 


2V' +iv’:-i- 


K + L 

y/Â; 


K-L MP \ 

”’y/^’ ’^âVîÂT/ 


47. H n’y a que deux cas où la formule précédente ne puisse pas 
servir ; l’un est celui de A", = o, et l’autre celui de A, A'j — { A',''^ = o. 
Soit : [“ A", =o; on aura à intégrer cette différenlielle 


U, + U> 4- U^ n‘ 
(A, + A,rt)^ 

et, supposant son intégrale de la forme 


K. -|- L n “f- M /i* 
^A| K,n 


on trouvera par la différentiation et par la comparaison des termes 


4ü',A, 

“ A, A'/ 

_ ^ _ SU'A. 

“ A, 3AV * 


M 


2 U' 

3 A. 


3 A'/ ’ 


Complétant donc cette intégrale de la manière que nous l’avons dit, 
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on aura, à la place de la dernière équation du numéro précédent, celle-ci 


i + tn\ ^R„ 


Soit : 2 ° Itf = o; dans ce cas, la quantité H,-h -f- l{^n^ 

I (Ri-h'ilï.ny . 1, „ . lîn'/ ,ii„ 


deviendra 

nelle 


et l’on aura à intégrer celte difl’érentiellc ration- 


-u, + U> + U>^) 


qu on supposera égale a 


pj ( , K H- L/l M(fn \ 


ce qui donnera, en réduisant au même dénominateur et comparant 


termes, 


U. zU.A. i2Ur^ 
K, ' R? R'T ’ 


2 Ü', SU"/?, 

a, «7 


Intégrant donc et complétant dûment l’intégrale, on trouvera, pour le 
cas dont il s’agit, l’équation 


A.-A.= -^ 

I -H m 


' , ,,,, /K + L K-L\ rü MAî , R^ 

2V, + ir, + 1 log- 


48. Ajiant trouvé ainsi la valeur de Aj— A# pour une portion d’ano- 
malie excentrique u^ — u^, on trouvera de même la valeur de A 4 — A^ 
pour une portion suivante d’anomalie u^—u^, et ainsi de suite; et ces 
différentes valeurs seront exactes, aux quantités près de l’ordre de ' 

et p. 7 ®, j3 étant = — ~ ...» et y étant la partie correspon- 

dante de l’anomalie moyenne de la planète. Ajoutant donc successive- 

VI 
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ment ces valeurs ensemble, on aura la valeur totale de Aç — A# répon- 
dant à une anomalie excentrique quelconque — «oî et» faisant 
u^ — Uo = .%o“, on aura la valeur de Aç — A#, c’csl-à-dire, l’accroisse- 
inent de la quantité A pour une révolution entière de la comète. 

Au reste il est bon de remarquer que les formules précédentes ne 
doivent proprement être employées que pour les parties de l’anomalie 
excentrique relativement auxquelles la quantité R sera assez petite et 
du même ordre que les dilVérences finies R\ R", ce qui arrivera vers les 
minimum de distance entre la comète et la planète; dans ces cas, les 
formules dont il s’aj^it ne sont sujettes à aucun inconvénient, et résol- 
vent le Problème avec toute l’exactitude qu’on peut désirer; au lieu que 
la méthode ordinaire des quadratures par les lignes paraboliques serait 

trop inexacte, à cause que les valeurs de seront fort grandes et que 

/P 

leurs did'érenccs smont fort inégales. 

Dans tout autre cas, c’<!st-à-dire, lorsque la distance entre la comète 
et la planète sera a*ssez grande et <jue les variations de cette distance 
seront fort régulières, on emploiera avec succès la méthode ordinaire, 

tant pour intégrer la partie \ du qm; pour intégrer l’autre partie ; 

R^ 

<!t, comme cette méthode est très-connue et très en usage parmi les 
Géomètres, nous ne croyons pas devoir nous arrêter ici à l’expliquer; 
les Ouvrages de Cotes et de Stirling renferment tout ce que l’on peut 
désirer sur ce sujet. 

49. Quoiqu’on puisse, au moyen de ces différentes méthodes, calculer 
les variations des quantités A pour telles portions de l’orbite qu’on vou- 
dra, il ne sera cependant nécessaire de les employer que pour la partie 
inférieure de l’orbite, dans laquelle la distance de la comète au Soleil 
sera moindre ou ne sera pas beaucoup plus grande que la distance de la 
planète au Soleil; car pour la partie supérieure de l’orbite, dans laquelle 
la distance de la comète au Soleil surpassera de beaucoup la distance de 
la planète au Soleil, il sera bien plus avantageux d’employer la méthode 
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des n®* 39 et suivants, laquelle abrège et simplifie considérablement le 
calcul des perturbations dans cette partie. 

Pour faire usage de cette méthode, il ne s’agit que de substituer dans 
les équations du n“ 37, à la place des valeurs de X, Y, Z qu’on a em- 
ployées dans le n® 42, celles de X', Y', Z' (n® 39); or nous avons déjà 

remarqué dans le n" 13 que la quantité ^ n’est autre chose que b‘s deux 
premiers termes de la quantité réduite en série ascendante par rap- 
port aux quantités irj, Ç; donc, comme (n® 2) 


R’ = r’ — 4-yïl 4- -t- p’, 


j9* étant égal à 4- ïj-* -4- on aura, par la formule connue, 

I _£ .rg hVYi-hz^ ^hz'çy 3(.rg-h7 y) H-3g)p^ ^ 5(.rg-h^> ^ 

R~r ‘ir* 2r^ ‘ir' 

donc 

I I -f-yr) + zÇ 

S r r’ 

et par conséquent 

r • _ p’ 4- y ï] 4- zÇ)’ 3(x^4-yfl4-zÇ)p’ ^{x^+yn + zl^Y ^ 

S K 2r' a r‘ ar’ 

On différentiera maintenant cette quantité en faisant varier seule- 
ment a?, y, Z, et les coefficients de dx, dy, dz seront les valeurs de X', 
Y', Z'; donc, en supposant, pour abréger, 

5 j' — i5(x$ 4-yï; i5(x^4-y>i-t-z^)p* ^ 35(jr^ 4-yy; -4- zKY _ 

ar* ♦ ar’ ar’ ar* 

3(x^4-yyj -t- zÇ) , 3p» i5(a:| 4-yr) 4- zÇ)’ , 

U _ 4-— — 4-..., 

on trouvera 


X'=n'?-4-iiî'a;, \' = n'ri+5j'y. Z' = n'Ç4-5j'z. 


6o. 
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En comparant ces expressions de X', Y', Z' avec celles de X, Y, Z du 
n*' 42, il est visible qu’elles n’en diffèrent qu’en ce que les quantités H 
et 57 se trouvent changées en FI' et sr'. D’où il est aisé de conclure que, 
par la substitution dont il s’agit, on aura les mêmes équations différen- 
tielles que dans le n" 42, en y changeant seulement H et sr en H' et 57'. 

Il n’y aura donc qu’à employer dans les équations du n" 42, à la place 
de n et 57, les quantités D' et 57'; et l’on pourra continuer à les employer 
pour telle portion de l’orbite qu’on voudra et reprendre ensuite les pre- 
mières quantités, pourvu qu’on ajoute aux valeurs totales de 
les quantités respectives H'), /x(A"— A'),...; H', A',... étant les 

valeurs de H, A,... du n" 39 qui répondent au point de l’orbite où l’on 
change 11, 57 en H', 57'; et H", A",. .. étant les valeurs des mêmes quan- 
tités pour le point où l’on reprendra H et 57 à la place de IT' et w (n” 40). 


50. Le grand avantage de la transformation précédente consiste en 
e(^ que les (juantilés H' et w', qu’on substitue à la place de IT et 57, de- 
viennent très-petites lorsque la distance r de la comète au Soleil est 
beaucoup plus grande que la distance p de la planète au Soleil, ce qui est 
visible par les exprc-ssions des quantités JT et vs' (numéro précédent); 
tandis que la valeur de 11 (n"42) demeure toujours finie, quel que soit 


l’éloignement île la comète, à cause du terme 4’ qui ne dépend que de 


la distance de la planète au Soleil, et qui est l’effet de l’action de la pla- 
nète sur le Soleil. 

Or, si l’on considère que l’on a, en général. 


+ 2’) -h •/)’ Ç’] 

— -f- jy) -I- zÇ)“ 4- (xrj — ylY + — 3^)’ -+- (yÇ - zr)Y, 

et que, par conséquent, yn -h est toujours nécessairement ren- 
fermé entre -t- r/j et — rp, on verra que le premier terme de la quan- 
tité 11' sera de l’ordre de et les deux autres de l’ordre de et que 

les deux premiers termes de zs' seront de l’ordre de et les deux sui- 
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vants de Tordre de ^5 el ainsi de suite. Donc, lorsque r est assez grand 
vis-à-vis de (3, en sorte que diffère peu de le rapport de H' à n sera 
de Tordre de et celui de w' à w de Tordre de la quantité w étant 
déjà elle-même très-petite de Tordre de 


Donc, lorsque ^ sera devenu - ou on pourra, du moins dans la 

première approximation, négliger les quantités IT et w' comme nulles; 
ou, si Ton veut absolument y avoir égard, il suffira d’y tenir compte des 
premiers termes. Dans ce cas, on pourra en toute sûreté (‘inployer la 
méthode ordinaire des quadratures mécaniques pour intégrer les (juan- 
tités dùh, mais on pourra aussi les intégrer analytiquement, 

du moins par approximation; c'est ce que nous allons faire voir. 


51. Pour cet effet, on commencera par remettre dans les expressions 
des quantités (H), [h], (A), (a),... du n° 42, à la place de cosm et sinn, 
leurs valeurs en x et y, savoir 


y, 

COS J/ — h r, 

a •’ 


sinw 


sjah 


moyennant quoi ces quantités deviendront des fonctions rationnelles et 
entières de x,y, r et de rj, Ç, dans lesquelles les quantités a?, y^ r ne 
passeront pas la seconde dimension, excepté les expressions de (I) et 
de (t), où ces quantités monteront à la quatrième dimension; mais je 
remarque, à Tégard de l’expression de(I), qu’on y peut réduire les 
dimensions de a?, y, r à la troisième. En effet il est visible que les termes 
qui, dans cette expression, peuvent donner des dimensions de x, y, r 
plus hautes que la troisième, .sont ceux-ci 



{G) + 


fyx 

?. \jah^ 


(F), 


autant que les valeurs de (F) et (G) contiennent x, y, r, élevées à la 
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seconde dimension. Or, en faisant, pour un moment. 


+ = r?-.r»î = Y, 

011 a 

( F) - s J + (^4ar Y, (G) ^ Ex + r Y; 

donc les termes en question seront 

\f\ja^li 7.\lah) \ / 

Maintenant, à cause que nous prenons le grand axe de l’orbite pour 
celui des abscisses x, et que e=_/ (n" 25), on aura (n" 18) 


X = 


a/j — 


f 


r- 


f/ 


— 


donc, substituant cette valeur de y dans le coelTicient de 


il deviendra 


fijd^h f^ahx ^ / f sJ 

et, substituant la valeur de a;* dans le coellicient de Y, il deviendra 

a.r’r ?,/■’>• 8(/i — /•)/_ 8(/« — /•)>• 

fak faii fa fa 

Donc, puisque S et Y ne contiennent que la première dimension 
de X, y, r, il s’ensuit que les termes dont il s’agit de l'expression de (I), 
lesquels paraissent, au premier aspect, devoir contenir la quatrième 
dimension de ces quantités, n’en contiendront réellement que la troi- 
sième. 

Cela supposé, on mettra, tant dans les expressions de (H), (A), (A), 
(a),... du numéro cité que dans celles de II' et rs' du n°48, à la place 
de X et y. les valeurs rcos^, rsiiKp (n® 18), f étant l’anomalie vraie de 
la comète dans son orbite non altérée; on verra : 

I® Que les expressions de (H), (A), (A), (a),... deviendront des fonc- 
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lions rationnelles et entières de rj, Ç et de siny, cosip et r, dans les- 
quelles r ne montera au plus qu’au second degré, à l’exception des 
quantités (I) et (i), dont la première contiendra r’, et dont la seconde 
contiendra r*; 

2 ° Que les expressions de n' et ct' deviendront, à cause de 2 = 0, 

,,, _ 3(?cos<ï^-f-y3Sincp) 3p^— 2(?cosv -4- ry sin^)* 

1 1 — h- . . . , 

r’ 

_ — 3p’'‘ 4- i/)(?cos'f — ï5(ceos<}^ h- >; siny)p^-h 35(?cosv -f- yjsin«y)’ 

^ -- L 1 a ^ H . . . . 

,.5 ^.C 


On substituera maintenant ces valeurs de (U), (A), (A), (a),... dans les 
expressions des dillérentielles d^h, d^a, dâf,... àu n“ 42, et l’on y met- 
tra, à la place de II elzs, les valeurs précédentes de O' etw'; enfin on 


mettra pour du sa valeur 



déduit!! de l’équation (n" 21 j 


dl: 


r‘ d<f 


V-’./Ki 


m ) 




m) 


rdu. 


,52. Il est aisé de voir que, par ces différentes substitutions, les va- 
leurs des différentielles d^h, d^a, dâf,... du n® 42 se trouveront com- 
posées de différents termes de la forme 

1 cos’"9 sin"9 1/9 
” 7c ’ 


m, /i, P étant des nombres entiers positifs ou zéro, et étant une fonc- 
tion rationnelle et entière de ?, rj, Ç; j’en excepte seulement les termes 
de la valeur de d^i, qui seront multipliés par l’angle t, et que nous exami- 
nerons plus bas. Et il n’est pas difficile de prouver que m-\- n-^p ne 
sera pas > 5 pour les premiers termes de vs’ et II', ni > 7 pour les termes 
suivants, et ainsi du reste. 

Or f n" 1 8 1 

ih 

~ I -h/ COS9’ 

à cause de e=/; donc, si l’on substitue cette valeur dans la formule 
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précédente, on n’aura dans les valeurs de dâh, d^a, dà/,... que des 
termes de cette forme 1 cos>^ç)sin''</y, /x et v étant des nombres entiers 
positifs, tels que jx 4- v non > 5 pour les premiers termes de II' et is', 
ni > 7 pour les termes suivants; j’excepte toujours les termes alfectés 
de t dans la valeur de d^i (ootr ci-après le n® 56). 

Qu’on substitue maintenant dans 1, à la place de^, vj, Ç, leurs valeurs 

en sinus et cosinus de 5 w — (n® 43); et pour cela on remarquera que, 

à cause de la petitesse des quantités II' et rs', on peut sans scrupule né- 
}?liger l’elTet de l’excentricité de la planète, et faire simplement 


P 


a 

— i 
O. 


), = M- A = (0-T) 



-A, 


en dénotant par A l’anomalie vraie de la planète qui répond au nœud 
ascendant de son orbite sur l’orbite non altérée de la comète; mais, si 
l’on voulait absolument avoir égard h rcxccntricité de l’orbite de la pla- 
nète, il n’y aurait qu’à ajouter aux valeurs moyennes de p et de >. les iné- 
galités du rayon vecteur et de la longitude de la planète, inégalités dont 
les premières sont représentées par une suite très-convergente de termes 
qui procèdent suivant les cosinus de M, aM,..., et dont les autres sont 
représentées par une semblable suite, mais qui procède suivant les 
sinus des mêmes angles. (Éofr les pages 6 et 8 des Tables astronomiques 
de Berlin, où a dénote l’anomalie moyenne que nous désignons ici 
parM.) 

Ces substitutions rendront la quantité 1 de la forme 


A B sin y -+- C cosy 4- 1) sin 2 y , 


les coefficients A, B, C,... étant constants, et l’angle u étant = B 



Ainsi les valeurs des différentielles d^h, dâa,... se trouveront com- 
posées de deux sortes de termes: les uns indépendants de l’angle v, c’est- 
à-dire, du mouvement moyen de la planète, les autres affectés des sinus 
ou cosinus de cet angle ou de ses multiples. 



DES PERTURBATIONS DES COMÈTES. 


481 


53. A l’égard des termes de la première espèce, il est clair qu’ils se- 
ront de la forme 


cosi*(p sln’^ d(f. 


et par conséquent tous intégrables, fx et y étant, par l’hypothèse, des 
nombres entiers positifs. 

Quant à ceux de l’autre espèce, ils seront évidemment de la formiï 


cosi*cp sinNu ou <‘oss*cp sin'9 cosNu rfep. 


N étant un nombre entier. Ces termes ne sont intégrables par aucune 
méthode connue; mais nous allons faire voir que, dans la partie supé- 
rieure de l’orbite de la comète, à laquelle est destinée la méthode que 
nous exposons, ces termes seront considérablement plus petits que les 
précédents; en sorte qu’on pourra le plus souvent les négliger sans 
scrupule. 

Pour cet eflct, je remarque que 


mais ( u“ 20) 


et ( n" 21 ) 


donc 


dv == dÔ 





0(3 r= 



dt. 


dt: 


r^df 


^9.h(i -+■ ni) 


du 


o.r' dw . , dudcx^li 

ei de la do -- - 


Si l’on substitue cette valeur de df dans les termes dont il s’agit, et 
qu’on fasse, pour abréger, 

, — r cosi^ç sin ’9 ^ 

^ aNr' 

ils deviendront 

■ • — Of/cosNü, OcZsinNy, 

dont l’intégrale est 

— $cosNu-i- y* cosNürfO, 4>sioNu— J^sinNurf<I>. 


VI. 


61 
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Les expressions j cosNyrf^» et |^sinNyrf<t> représentent, comme l’on 

voit, les aires des courbes qui auraient O pour abscisse et cosNu ou 
sinNo pour ordonnée; et il est facile de concevoir que l’aire totale de 
chacune de ces courbes sera toujours moindre (abstraction faite du signe) 
que le produit de l’abscisse totale par la plus grande ordonnée, laquelle 
est égale à i; de sorte que, dénotant par (4>) cette abscisse totale, on 
aura ±: (<5) pour les deux limites entre lesquelles seront nécessairement 

renfermées les aires / cosNo et | sinNy 

V' t' 

Or, dans la partie supérieure de l’orbite, la distance rde la comète au 
Soleil est supposée beaucoup plus grande que la distance moyenne * d(! 

■xll 

la planète au Soleil; de plus la distance périhélie < égale à Aà très- 

peu près, est dans la plupart des comètes, et surtout dans celles dont on 
attend le retour, moindre (juc l’unité, distance moyenne de la Terre au 

Soleil; de sorte que la <maulitc srra nécessairement fort petite. Par 
consé<|uont les (|uantités <I> et (4>) seront beaucoup plus petites, généra- 
lement parlant, que la valeur de J cos>^çi sin^'ij? rfip. 

Il faut remarquer au reste que, pour avoir la valeur de (4>) pour toute 
la partie supérieure de l’orbite, c’est-à-dire, la valeur totale de l’intégrale 
de pour cet espace, il faut prendre les éléments toujours avec le 
méme signe. Si donc dans tout cet espace la quantité <[> n’a ni maximum 
ni minimum, on prendra l’intégrale à la manière ordinaire, et l’on aura 
pour (4») la différence entre les deux valeurs extrêmes de 4>. Mais si entre 
ces valeurs extrêmes il se trouve des maximum et des minimum, alors 
la valeur exacte de (4>) sera égale au double de la différence entre la 
somme de toutes les plus grandes valeurs de 4> et la somme de toutes les 
plus petites, en regardant les maximum négatifs comme des minimtim et 
les minimum négatifs comme des maximum, et comptant les deux valeurs 
extrêmes de 4* parmi les maximum ou minimum, suivant que 4> va en 
diminuant ou en augmentant, mais en ne prenant que la moitié de cba- 
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cune de ces valeurs. C’e.st de quoi l’on peut se convaincre aisément par 
l’inspection d’une figure parabolique quelconque qui aurait différents 
maximum et minimum. 

Or je dis que, si r> (2 la quantité < 1 > n’aura ni maximum ni 

minimum lorsque v sera impair, ei qu’elle aura un seul minimum au 
périhélie où 9 = 180" lorsque a sera pair. En cflet, à cau.se de 

■}.h 

— , 

I +ycuS9 

on aura 


en sorte que, si r> (2 -1- \x)h, C0S9 sera négatif cl ne changera point de 
signe, mais siny .sera positif en deçà de l’aphélie et deviendra négatif au 
delà. Or 






üN (' 


2 //y* siii'^ 


mais la quantité 






diminue à mesure que r augmente, et vice versa, du moins tant qin' 
r> fju, -h 2)4, puisque sa différentielle est 


— 2 



i jx 

r 


(h 


donc, si rest impair, la quantité 

(-7-j -H" 

ira en diminuant jusqu’à l'aphélie où elle sera nulle, et continuera à 
diminuer au delà de l’aphélie où elle sera négative; mais, si v est pair, 
la même quantité, après avoir diminué jusqu’à l’aphélie, augmentera 
de nouveau au delà de l'aphélie, en demeurant toujours positive. 

Donc, si l’on suppose que la partie supérieure de l’orbite commence 
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au point où f — f', r—r'^et finisse au point semblablement situé au 
delà de l’apliélie où ip = 36o" — ip' et r=r', on aura, pourvu que 
r' >(2 -f- fx)A, 

/ K^ /-rr cos>‘©'sin'’®' 

= ^ 777 -^ 

si V est impair, et 




TTÂ r ^os'*Ÿ'sin''9' 
« « Nr'» 


cosi* i8o'* sin'' 180" 


N 


«(i ■ 




si V est pair, — ^ • étant la valeur de r dans l’aphélie. 

A l’égard de la condition de r' > (2 + comme nous avons vu 
(n“ 51 ) que [j. ne peut être >■ 5 pour les premiers termes de II' et ro', 
auxquels il suffira le plus souvent d’avoir égard, il est clair que cette 
condition aura toujours lieu dans la partie supérieure de l’orbite où l’on 

suppose r beaucoup plus grand que ^5 puisque pour Jupiter et Saturne, 

(jui sont les seules planètes qu’on ait à considérer dans la Théorie des 

perturbations des comètes, on a à peu près ^ = 5 ou 9 ^. 


54. Si les limites ± (4>j n’étaient pas assez petites, en sorte qu’on ne 
crût pas pouvoir négliger les quantités renfermées entre ces limites, on 
pourrait les resserrer davantage de la manière suivante. 

Les deux dilïérentielles 


cosNüJd>, siiiNü^/d>, 


étant mises sous la forme 

(l^ 

(l(f 


cosNy</<p, sinNyt/cp, 


se 


changent, par la substitution de —- 7 ^^ à rff), et par la supposition de 

Ja’/i Il 

-7- = V , en celles-ci 
2 Ne* rftp 

— $'rfcosNu, $'rfsinN®, 
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dont l’intégrale est 

— ^»cosNu+ I cosNuf/^»', «t'sinNu — l^sinNu rfO' ; 
et l’on pourra appliquer aux quantités 

f Nurfd»', I sinNt.^/<l)' 

les mêmes raisonnements que nous avons faits dans le numéro précé- 
dent; ainsi, dénotant par («I»') la valeur totale de l’intégrale de d<P', prise 
comme nous l’avons dit dans ce numéro, on aura de nouveau ± ('!>') pour 
les limites entre lesquelles seront renfermées les valeurs des quantités 
dont il s’agit. 

Or il est facile de se convaincre que la quantité »1>' est nécessairement 
beaucoup plus petite que la (juanlité'I» lorsque! est assez grand vis-à-vis 
de \Ja^ h; ainsi, en négligeant les intégrales renfermées entre ces der- 
nières limites, on commettra une erreur bien plus petite que celle qui 
pourrait résulter de l’omission des intégrales renfermées dans les limites 
du numéro précédent. 

On voit par là comment on pourrait s’y prendre pour pousser cette 
approximation plus loin, et diminuer à volonté l’erreur résultant des 
intégrales qu’on négligerait; mais il sullira, dans la plupart des cas, d(* 
s’on tenir à l’approximation du numéro précédent. 


55. Il nous reste encore à examiner les termes multipliés par l’angle i 
dans la dilférentielle d^i, termes que nous avons expressément excep- 
tés (n° 51). Or on voit, par la valeur générale de dâi du n" 37 (Section 
précédente), que les termes dont il s’agit ne peuvent venir que du 
terme 





I -4- /n ) dda 
a‘ a 


•> 


il sulfit donc de considérer ce terme et d’en chercher l’intégrale, en sup- 
posant que l’on mette dans la valeur de dàa les quantités X', Y', Z' à la 
place des quantités X, Y, Z (n" 48). 
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Je reprends pour cela l’expression générale de la différentielle d5a du 
même n® 37, laquelle est 

\ 

dèa= a'‘{\dx -f- Y dr), 

i-\-m 

et, pour embrasser en même temps toute la généralité possible, je re- 

dz 

marque que, si l’on n’avait pas supposé 2 = 0 et ^ =o, et qu’on eût 

par conséquent employé dans les calculs de ce numéro la valeur complète 
de da du n” 30 à la place de celle du n" 3t, on eût trouvé cette expres- 
sion plus générale de dda, savoir 

dàa = — a‘‘(\dx + Y dr -h Z dz ). 

i-t- //J ' 


Qu’on change maintenant, dans cette expression, les quantités X, Y, Z 
en X', Y', Z', et qu’on y substitue ensuite, à la place de ces dernières 

quantités, leurs valeurs, lesquelles |^en faisant, pour abréger, g — = 

sont exprimées ainsi (n“ 39; 


X' = 


dV 

dx’ 



Z' = 


f/P 

dz 


il est visible que la différentielle 

dx -h Y' dx -h Z' dz 

ne sera autre chose que la différence de P prise en faisant varier seule- 
ment les quantités x, y, 2 , qui appartiennent à l’orbite de la comète, et 
en regardant comme constantes les coordonnées tj, Ç de l’orbite de la 
planète. 

De sorte que, si l’on désigne par la caractéristique D cette différence 
partielle, on aura, en général. 


= a»DP. 


I -+- m 
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Or on a, par le n** 48, 

P _ + xn -h ^ 3(a:^ + rvi + zK)p^ _ 5{xl+X''i ^ 

2 r* 2r^ 2 * 2r’ 

Et si l’on substitue, dans cette expression de P, les valeurs de ?, >j. Ç, 
en sinus et cosinus de u (n® 5t ), il est visible qu’elle deviendra de celte 
forme 

/? + R sinu S cosu + T sinsu + V cosîu 

dans laquelle R, R, S,... seront des fonctions rationnelles et entières 
de X, y, Z, et dont chaque terme sera de plus divisé par une puissance 
de r, dont l’exposant surpassera de trois unités ou davantage la somme 
des dimensions de a;, y, z dans le numérateur. 

Or, comme l’angle u dépend uniquement des (|uantilés yj, ^ <|ui 
doivent être regardées comme constantes dans la dilTércnce partielle DP, 
et qu’au contraire les quantités R, R, S,... dépendent uniquement (l«‘s 
quantités a?, y, z qui sont les seules variables dans celte diflerenlielle, il 
est clair qu’on aura 

DP = (iR 4- siuu rfR ■+■ cosu dS ■+- sinau r/T -+- cosau r/V -f- . . . , 

(iR, r/R, r/S,... étant des différences ordinaires et totales des quantités R, 
R. S 

Donc on aura, en général, 

tJ. fl} 

(Ida — (dli 4- siiiu r/lt -r cosu r/S 4- siii 2 u r/T 4- . . . ) ; 

I 4- m 

et cette valeur de d^a, en y faisant x = rcos-p, j = rsin^, et s = o, de- 
viendra identique avec celle du n"50, mais elle sera toujours d’une forme 
plus simple et plus commode pour l’intégration. 

56. En effet on voit d’abord, par l’expression précédente <le d rîa, (jue 
la partie indépendante de l’angle v est intégrable, son intégrale étant 

— W. où R est la partie indépendante de u dans la valeur de P, 
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laquelle sera par conséquent une fonction rationnelle et entière de sin© 
et cos^, en faisant 

7.h 

x = rcos<», r— /-sincp, z = o, r= 

^ ^ H-/COS9 

De là on tire cette conclusion importante, que la valeur de d*a, c’est- 
à-dire, l’altération du grand axe de l’orbite de la comète, en tant qu’elle 
vient des perturbations de la partie supérieure de l’orbite, ne contient 
aucun terme proportionnel à l’angle f, et qui puisse par conséquent aug- 
menter continuellement. 

A l’égard des autres termes de la valeur de dâa, il est clair qu’après 
la substitution des valeurs de x, y, ren f ils deviendront de la forme 

sirntp siiiNu É?(jp, ou cos'*© sin^cp cosN u (/9, 

(it pourront être traités par la méthode des n“’ 52 et suivants. 


57. Venons maintenant au terme 






( I -4- m ) d àa 

rt’ a 


de la valeur de dài. En y substituant d’abord pour d^a la quantité 
— dR indépendante de v, on aura la différentielle 

— 3 a \ / 1 dR, 

” V a ( I -f- //I ) 

dont l’intégrale est 

Or on a (n° 21 ) 

dt := ^ T- -:rr:r ; 

y/aA(i -t- wi) 


donc, comme dans l’expression de R les exposants négatifs de r surpas- 
sent de trois unités ou davantage la somme des exposants positifs de x, 
y, Z (n*^ 54), il est visible qu’en mettant dans fir*, pour x et y, rcosy 
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et rsin^ {z étant égal à zéro), la quantité me s’y trouvera encore qu’au 

dénominateur; en sorte que, substituant ensuite " -tJy éô sÿ 

quantité Rr^ deviendra une fonction rationnelle et entière de sin<p et 
cosip; d’où il s’ensuit que 

K,l,^ I S'. 'ff 

y'2/t(i + m) 

sera tout à fait intégrable. 

Quant à l’autre partie de la valeur de dùa, elle sera composée, comme 
nous l’avons vu ci-dessus, de termes de la forme 


— cos'‘9 sin'(p sinNu Jij), ou — s[n’'9 cosNu rfcp; 


donc les termes qui en résulteront dans la valeur de d^i seront de la 
forme 


3 ^ --/cos'‘9sin''<psinNü(/9, ou — — y^^^- <cos'*9 sin''(p(’osNud9. 

Ainsi il sulfira de considérer les diflerentielles 

< cosi'cp sin’'9 sinNu f/9 cl rcos'‘9 sin''9 cosNy</9. 

A l’imitation de ce qu’on a fait plus haut (n“ 52), on substituera, dans 
ces différentielles, au lieu àedf, et faisant, pour abréger cause 

de dt = 1 / O ^ — - f/y ] , 

V o(i + m) J 


V — 1 

r t sinNu.Nf/y =- 

- t cosNy -+- ^ 

/ a' 

sinNy 


/ b{n- m) 

N ’ 

W=J 

r t cosNu.Nf/y = 

t sinN ~ ^ 

j a’ 

cosNu 

/ 8(i -1- m) 

N ’ 


on aura ces transformées $f/V et <&f/W, en conservant la valeur de ^ du 
numéro cité. 

VI. 6îi 
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Intégrant par parties, on aura 


(PV 


-/ 


Ve/$ ei OW 


■/ 




et l’on démontrera, par un raisonnement analogue à celui de ce numéro, 
(jue les valeurs des intégrales J'y et J'wd^ seront renfermées entre 


les limites ± (V)(^>) et ± ( W) (0), en désignant par ( V) et (W) les plus 
grandes valeurs de (V) et (W) dans la partie supérieure de l’orbite, et 
conservant la valeur de (‘P) de l’endroit cité. Or les maximum de V et W 
ayant lieu lorsque dV = o ou dW = o, c’est-à-dire, lorsque sinNu = o 
ou cosNo =(), il s’ensuit que les plus grandes valeurs des quantités V 
et W seront égales à / (abstraction faite du signe). Si dom; on désigne 
par (t) la valeur de t qui répond à toute la partie supérieure de l’orbite, 
c’est-à-dire, la valeur de i pour le point où finit cette partie de l’orbite, on 


aura (Y} = (t) et (W) = (i); etles valeurs des intégrales 



Wf/<P, 


pour toute la partie supérieure de l’orbite, seront renfermées entre ces 
limites ±: (l) («P). 


58. Si l’on ne jugeait pas les limites assez approchées, surtout à cause 
que la valeur de (t) peut être assez considérable, on pourrait les res- 
serrer davantage par une méthode analogue à celle du n“ 53. 

Kn elfet, en conservant la valeur de de ce numéro, et faisant, pour 
abréger. 



f YNdu = 

-W- ^ 

j 

cos N U 


/ 8(14- m ) 

N ’ 

W,=J 

f W]Sdv = 

V t 

j 

sinNu 


/ 8(i-l-m) 

N ’ 


on transformera les différentielles Y d^ et >¥</<!> en celles-ci et 

dont l’intégrale, prise par parties, sera 


«P'V. 


■/ 


Y,d^' et (P'W 


-/ 
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et l’on démontrera de la même manière que, si (V,) et (W,) sont les 
plus grandes valeurs de V, et de W, dans la partie supérieure de l’orbite, 

on aura, pour les valeurs des intégrales J V, d<^' et j W, d^' dans cette 

partie, les limites ± (V,) (O') et ± ( W,) (4*'). Or, sans chercher les valeurs 
exactes de (V, ) et ( W,), il sudîra de considérer que, les plus grandes va- 
leurs de V et W étant égales à t (abstraction faite du signe), et les plus 
grandes valeurs de sinNu et cosNy étant i, les plus grandes valeurs de V, 

et de W, ne pourront jamais être plus grandes que t 


N \/a(i 


m) ’ 


en 


sorte qu’on pourra prendre dans les limites précédentes (V, ) et (W,) 
égalesà (/)-F comme la quantité 4>'est nécessairement 


moindre que O dans la partie supérieure de l’orbite, il est clair que ces 
nouvelles limites seront plus approchées que les premières, etqu’ainsi 

l’erreur (ju’on commetlraiten négligeantlesintégrales j' V,t/4>'et 
sera beaucoup moindre que celle qui résulterait de l’omission des pre- 
mières intégrales J' \d^, j'wd<P; et ainsi de suite. 


59. De ce que nous venons de démontrer depuis le n‘' 48 Jusqu’ici, il 
est aisé de conclure que les perturbations que la comète doit éprouver 
dans la partie supérieure de qpn orbite peuvent être déterminées analy- 
tiquement sans avoir recours aux quadratures mécaniques, sinon par 
des formules rigoureuses, du moins par des formules très-approchées et 
dont on peut pousser l’approximation aussi loin que l’on veut. Si ce Mé- 
moire n’était peut-être pas déjà trop long, je présenterais ici ces formules 
toutes développées, en sorte qu’il n’y eût plus que les substitutions nu- 
mériques à faire; mais, comme cela ne demande plus qu’un travail mé- 
canique et de calcul, nous croyons pouvoir nous en dispenser et nous 
coutpnler d’avoir exposé les principes de cette analyse avec tout le détail 
et la clarté nécessaires. 

Nous allons donner maintenant une idée de la manière dont on doit 
faire usage des Théories précédentes, en montrant comment on doit les 

i')2. 
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appliquer à la comète des années 1 532 eti66i, que les Astronomes atten- 
(lenl vers 1789 ou 1790. 

60 . La comète de l’année i 532 a été observée par Appien, et calculée 
parHalley; scs éléments sont (la distance moyenne du © étant = f): 


Temps moyen du périhélie, à Paris, 19 octobre 2?.'‘29"'o‘‘ 

Longitude du périhélie 3®2i“7'o" 

Distance périhélie 0,50910 

Longitude du nœud ascendant 2*20" 87' o" 

Inclinaison de l’orbite 32"36'o" 

Sens du mouvement direct. 


Celle de l’année 1661 a été observée par Hevelius et calculée par 
llalley; scs éléments sont : 


Temps moyen du périhélie, à Paris, 26 janvier 23’’42'"o’ 

Longitude du périhélie 3®25"58'4o" 

Distance périhélie o,4485i 

Longitude du nœud ascendant 2®22'’3o'3o" 

Inclinaison de l’orbite 32"35'5o" 

Sens du mouvement direct. 


Comme les éléments de ces deux comètes sont à très-peu près les 
mêmes, on est fondé h prendre ces astres pour une même comète, dont 
la révolution serait d’environ 128 ans, el^qui devrait, par conséquent, 
reparaitre en 1789. Dans cette hypothèse, on peut attribuer les diCTé- 
rences qui se trouvent entre les éléments de i 532 et de 1661 en partie 
à l’inexactitude des observations, du moins de celles de i 532 , et en 
partie à l’effet des perturbations que la comète a dû éprouver pendant 
la révolution de i 532 à 1661 par l’action des planètes; et l’on ne saurait 
fixer au juste le retour de cette comète qu’en calculant d’avance l’effet 
des perturbations qu’elle doit éprouver dans la révolution de r66i à 
1789. 

61 . Comme les observations de 1661 ont été faites par Hevelius, on 
peut les prendre pour exactes, ainsi que les éléments que Halley en a 
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déduits. On peut supposer de plus que ces éléments soient ceux de l’orbite 
non altérée, puisque, en faisant abstraction des perturbations qui ont 
précédé et suivi l’apparition de cette comète en 1661, elle aurait dû se 
mouvoir toujours dans le même plan et avoir le périhélie placé dans le 
même lieu du ciel. 

Nous prendrons donc, pour plus de simplicité, le temps du passage 
par le périhélie en 1661, c’est-a-dirc, le 21 janvier 23'*5o“, temps moyen 
de Paris, pour l’époque du temps t, en supposant t posilif après cette 
époque et négatif avant elle, et en se souvenant que t exprime l’angle 
du mouvement moyen du Soleil (n® 20). 

Nous prendrons de plus le plan qui coupe l’écliptique à 2/22"3o'32", 
et sous un angle égal à 32°35'5o" (cet angle doit être du coté du Nord 
et stir la partie de l’écliptique comprise entre 2‘’22"3o'32" et 
8®22°3 o' 32") pour le plan fixe des coordonnées x el y; et nous pren- 
drons l’axe des x dans la ligne menée du Soleil au point de ce plan qui 
répond à 3*25’^ 58' 4o" de longitude comptée depuis le lieu de ré(juinoxe 
en 1661. Nous rapporterons ensuite à ce même plan et à ce même axe 
les lieux des planètes perturbatrices au moyen des coordonnées rectan- 
gles Yi, Ç. Ces déterminations s’accordent avec les suppositions des 
n^’® 2 et 25. 


62. Cela posé, soient, comme dans la Section deuxième, a le grand axe 
de l’orbite non altérée, lih le paramètre de ce grand axe, et e l’cxeentri- 

cité de l’orbite, égale à y/i — la distance périhélie sera 





a(i — e^) _ 2/1 
2(1 -t- e) n- e 


Or, par les observations de 1661, on a conclu la distance périhélie 
= o,4485i (la distance moyenne du Soleil à la Terre étant = i); on 


aura donc 


2/1 
I + e 


— O, 4485 I. 


Mais j’observe que, comme les éléments de 1661 ont été calculés dans 
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l’hypothèse de l’orbite parabolique, il parait naturel d’adopter aussi 
cette hypothèse dans la détermination de A; or, dans la parabole, on a 
a = Qo , donc e = i , par conséquent h = o, 4485 1 . 

Au reste, nous verrons ci-après que cette valeur de h ne serait tout 
au plus diminuée que d’un centième, si l’on voulait la déterminer dans 
l’hypothèse elliptique (n“ 64 ]. 

63 . Il faut déterminer maintenant le grand axe a; ce qu’on fera par- 
le principe connu que, dans les orbites elliptiques décrites par une 
même force tendant au foyer et variant dans la raison inverse des carrés 
dos distances,, les temps des révolutions sont comme les i*acines carrées 
des cubes des moyennes distances. Or l’intervalle entre le passage par 
le périhélie en i532 et le passage par le périhélie en i 66 i est de 
128 années i'*2i'“; mais il faut remarquer que, comme en i582 on a 
retranché to jours, il faut aussi les retrancher du nombre précédent, ce 
qui réduira le vrai intervalle entre les deux passages par le périhélie à 
128 années 89^ t‘*2i“S parmi lesquelles années il y en a 82 de bissextiles. 

Réduisant ce temps en jours et en décimales de jour, on aura donc, 
pour l’intervalle dont il s’agit, 4^184 i^o5()25. 

Si les deux périhélies étaient placés dans le même lieu du ciel, il est 
clair que l’intervalle qu’on vient de trouver serait en même temps la 
durée de la révolution de la comète; mais, comme les lieux des âeux 
périhélies diffèrent un peu entre eux, il faut défalquer de l’intervalle 
trouvé le temps que la comète a mis à aller du lieu du périhélie de i 532 
à celui du périhélie de iGGi . 

Pour cela, j’observe que le périhélie de 1661 est plus avancé en lon- 
gitude que celui de i 532 de 3 ‘’ 5 i' 4 o^; «nais l’équinoxe a reculé, dans 
l’espace de 128“ 89^, de i® 45 ’ 36 "; donc, retranchant cette quantité de la 
précédente, on aura 2° {^\' [\2" pour le vrai espace dont le périhélie de 
iGGi était plus avancé par rapport aux étoiles fixes que celui de i 532 ; 
donc la comète, après avoir atteint en i 532 son périhélie, a dù parcou- 
rir encore autour du Soleil un angle de 2"4i'4" pour arriver au lieu du 
périhélie de 1661, parce que le mouvement de cette comète se fait sui- 
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vant l’ordre des signes; ce serait le contraire si la comète était rétro- 
grade. 

Il faut donc chercher le temps qui répond à l’anomalie vraie 2 “ 4 i' 4 " 
dans une parabole dont la distance périhélie est 0,50910. Or, dans la 
Table générale du mouvement des comètes (cette Table, calculée d’abord 
par Halley, rendue ensuite plus commode par l’abbé de la Caille, a été 
étendue davantage dans le Recueil des Tables publié par l’Académie de 
Berlin, t. III, p. 2 et suiv.), on trouve que pour l’orbite, dont la dis- 
tance périhélie serait i, ce temps serait de ib 93; il faut donc multiplier 
ce nombre par la racine carrée du cube de 0,50910, et l’on aura 
0^,70107 pour le nombre qu’il faudra retrancher du nombre de jours 
trouvé plus haut, pour avoir la durée de la révolution de la comète par 
rapport aux étoiles fixes, laquelle durée sera donc 4^840^, 355 1 5 . 

Or la durée de la révolution périodique de la Terre, c’est-à-dire, 
l’année sidérale, est de 3()5j6'‘9“'ioS ou, en décimales de jour, de 
365 j, 25636 . Donc, puisque la distance moyenne de la Terre au Soleil 

est prise pour l’unité, et (jue la distance moyenne de la comète est 
on fera cette proportion 

365,5,5636 : 4684o,355i5 = « : ) ' ’ 


d’où l’on lire 
\ 


a __ / 4G84o,355i5 y 
9 . \ 365, 25636 / 


25 , 4301 3 , 


c’est la distance moyenne ou le demi- grand axe de l’orbite elliptique 
de la comète. 


64 . 11 est aisé de conclure de l’équation précédente que, si le temps 
périodique de la comète était plus long ou plus court d’un petit 

nombre n d’années sidérales, la distance moyenne ^ serait augmentée 
ou diminuée à très-peu près de la quantité 


2/1 


3 


v' 


a 

2 


0,1 3220 n; 



496 


RECHEUCHES SUR LA THÉORIE 


de sorle qu’il faudrait que n fût plus gra-nd que 7, pour que la distance 
moyenne fût changée d’une unité. 

Or, quoique les observations de 1 532 faites par Appien ne soient peut- 
être pas tout à fait exactes, cependant, comme la comète dont il s’agit 
n’a été observée que pendant un mois, dans lequel temps elle a passé par 
le périhélie, il est visible qu’on ne saurait admettre une erreur de 1 5 jours 
dans le passage au périhélie, et qu’ainsi, à cet égard, on est assuré que 

la valeur de ^ est exacte à o,o 5 près. 

Mais il y a une autre source d’erreur qui est bien plus considérable: 
je veux parler de l’eflet dés perturbations que la comète a dû éprouver 
dans la période de i 532 à r66i, et qui ont pu allonger ou diminuer cette 
période de quelques années. En effet, la détermination précédente du 
grand axe étant fondée sur l’hypothèse que la comète a décrit une orbite 
régulière autour du Soleil en vertu de la seule attraction de cet astre, 
cette détermination cesse d’être exacte dès qu’on admet l’action des pla- 
nètes sur la comète; dans ce cas, il est clair qu’on ne saurait chercher le 
grand axe de la véritable orbite décrite par la comète, puisque cette or- 
bite n’est plus une ellipse; mais on doit chercher plutôt le grand axe 
de l’orbite que la comète aurait décrite sans les perturbations, et que 
nous avons nommée, dans le cours de ce Mémoire, orbite non altérée; et 
pour cela il est visible qu’on ne doit pas employer la durée observée de 
la révolution, mais cette durée corrigée de l’effet des perturbations. 

Supposons que cet effet consiste à allonger ou à raccourcir le temps 
périodique de l’orbite non altérée d’un petit nombre n d’années sidérales 
pendant la période de i532 à 1661 ; il est clair que ce temps périodique 
sera plus court ou plus long de n années que la durée observée de la 
révolution de la comète; par conséquent la distance moyenne de l’orbite 
non altérée sera à très-peu près 25 , 43 oi 3 q=o,i 322 on. 

Or on ne peut déterminer la valeur de n que par le calcul même des 
perturbations, calcul dans lequel la quantité a entre comme élément; 
mais, comme la valeur de n ne peut être que de quelques unités, il sera 
permis de prendre pour la valeur de a la quantité 25 , 43 oi 3 qui aurait 



DES PERTURBATIONS DES COMÈTES. 


497 


lieu sans les perturbations, du moins dans le calcul de. ces perturbations. 
L’erreur qu’on pourra commettre par cette supposition ne sera que de 
l’ordre des carrés des forces perturbatrices, quantités que nous avons 
toujours supposées qu’on néglige dans la Théorie des perturbations des 
comètes. 


65. En faisant donc 25,43oi3, et prenant pour h la valeur dé- 
terminée ci-dessus (n“ 62), savoir /i = o,4485i, on trouvera d’abord 
l’excentricité (n° 25) 


e — 



a 


0,989.22 = f * 


Employant cette valeur de e dans l’équation 

0,4485. 


du numéro cité, on trouvera h = 0,44452 : c’est la valeur de h dans la 
supposition que la distance périhélie, déduite des observations, soit la 
véritable distance périhélie dans l’ellipse; et l’on voit que cette valeur 


diffère à peine de 


4 

1000 


de celle que donne la supposition de l’orbite pa- 


rabolique; c’est pourquoi on pourra .sans crainte employer la première 
valèur de h dans le calcul des perturbations. 

Comme le demi-petit axe de l’ellipse est sjah, on trouvera pour ce 
demi-petit axe 4.77612. 

Et, si l’on cherche l’angle dont le cosinus sera e, on trouvera io“49'io": 
c’est la valeur de l’anomalie excentrique qui répond à 90 degrés d’ano- 
malie vraie, à compter du périhélie, et c’est aussi la valeur de l’ano- 
malie vraie comptée de l’aphélie pour les points de la distance moyenne. 

Enfin, comme nous prenons le périhélie de 1661 pour l’époque d’où 
l’on doit compter le temps t, et que nous supposons que, dans ce péri- 
hélie, l’orbite troublée coïncide avec l’orbite non troublée (n" 60), il 
s’ensuit qu’on aura non-seulement e — o,(j/ = o, i— o, mais aussi = o, 
$4' = o, = o, et de plus ÔA = o dans le même périhélie ( n* 38) ; donc 
VI. 63 
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les cinq variables âc, âi devront être nulles lorsque / = o, 

de sorte que, en faisant commencer dans ce point les intégrations des dif- 
férentielles d^h, dâg, d^b, dâc et ddi (n° 42 ), il n’y aura point de 
constantes à y ajouter. 

Nous remanjuerons encore que, à cause de ï = o, on aura simple- 
ment (n" 20) 

a /2(n-m) . . /Siï + m) 

9 = ‘2.1^ — — — cl par conséquent f = 0 w — — » 

et les angles t, ô, u, f seront tous nuis à la fois dans le périhélie de i66i ; 
ils seront positifs après ce périhélie, et négatifs avant. 

A l’égard de la quantité $a, elle devrait aussi être nulle lorsque / = o, 
si la valeur de a était exactement égale au grand axe de l’orbite non 

altérée de la comète; mais, ayant supposé ci-dessus ^ = 25 , 43 oi 3 , on 

aura (n“ 63 ), pour la vraie distance moyenne de l’orbite non altérée, 

25 , 43 oi 3 qpo,i 322 on, 

laquelle doit être, par l’hypothèse, la même que celle de l’orbite trou- 
blée dans le périhélie de i66i, où ; = o. Or le grand axe de l’orbite trou- 
blée étant, en général, a -h da (n® 38 ), on aura donc, lorsque 1 = 0, 

9 ' — 25,4301 3 ^ O, i 322 on; 

donc 

9a . 

=:ip: 0,1 3220 «. 

D’où l’on voit que cette valeur de da dépend du nombre n qui est l’elfet 
des perturbations dans la période précédente. 

66. Considérons maintenant le retour de la comète au périhélie; il 
est visible que, en faisant abstraction des perturbations, il n’y aura 
qu’à ajouter l’intervalle trouvé ci-dessus (n" 62 ) de 1 28* 89» i** 21“', à 
l’époque du passage par le périhélie de 1661, pour avoir le temps du re- 
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tour au périhélie; et il viendra (en se souvenant que l’année 1700 n’a 
pas été bissextile) le a6 avril 1789 temps moyen au méridien de 

Paris. Mais, pour avoir exactement le temps du retour de la comèle au 
périhélie dans l’orbite elliptique dont le demi-grand axe serait 25 , 43 oi 3 , 
tel qu’on l’a déterminé dans le numéro cité, il faudra retrancher du 
temps qu’on vient de trouver 0^,70107, c’est-à-dire, i6'*49"’j, par la 
raison expliquée dans ce même numéro, ce qui donnera le aS avril 1789 
8''2i'"i. 

Cette détermination serait entièrement exacte, même en ayant égard 
aux perturbations, si les deux révolutions consécutives de iSSa à 1661, 
et de 1661 à 1789, étaient parfaitement égales, et par conséquents! l’elTet 
des perturbations était le même dans ces deux périodes. Donc, si l’alté- 
ration de ces deux périodes n’est pas la môme, il est clair qu’il ne faudra 
qu’ajouter, au temps déterminé ci-dessus, l’excès de l’altération de la 
seconde période sur l’altération de la première. 

Or nous avons donné, dans le n" 41 , la formule qui exprime, en gé- 
néral, l’altération de la révolution périodique de la comète; appliquant 
donc ici cette formule, et marquant par un, deux, trois traits les quan- 
tités qui répondent aux trois périhélies consécutifs de iSSa, 16G1, 1789, 
on aura cette quantité, dans laquelle j’ai substitué au lieu de ôs sa va- 
leur ^ (n*’ 38 ), 




h. a 


_ . i*-- «Y JD _ (^y 






c’est la correction du temps, c’est-à-dire, le temps qu’il faudra ajouter 
au aS avril 1789 8'*2i™^ pour avoir l’instant du passage de la comète 
par la ligne du périhélie de 1661 , dont la longitude était alors de 
3 ® 25 ° 58 ' 4 o", et sera, en 1789 (à cause de la précession des équinoxes), 
de 3*37*46' 16". 

Il est bon de remarquer que la dernière partie de la quantité précé- 
dente, celle qui contient les quantités $g' , àg", èg”, dépend uniquement 
du déplacement du périhélie, comme on peut le voir par le n* 41 ; de 

63 . 
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sorte qu’en rejetant cette partie la quantité restante sera la correction 
du temps pour le passage de la comète par le vrai périhélie de 1789; 
mais il faudra alors ajouter cette correction au 26 avril 1789 i**!!®, 
temps du passage par le périhélie, dans le cas où la révolution anoma- 
listique de 1661 à 1789 serait égale à celle de i532 à 1661. 

Pour réduire ces quantités en temps, on se souviendra que nous expri- 
mons le temps par le mouvement moyen du Soleil (n° 20); de sorte 
que, si la quantité à réduire en temps est exprimée en angles, en la 
divisant par 36o degrés, on aura des années sidérales de 365j, 25636; 
et, si elle est exprimée en nombres absolus (la moyenne distance du 
Soleil étant l’unité), il faudra la diviser par le rapport de la circonfé- 
rence au rayon, c’est-à-dire, par 6,283i85..., pour la réduire de même 
en années sidérales. 


67. La formule précédente est générale; mais, dans notre cas, on 
aura, par ce qu’on a établi dans le n" 64, 

t" — O, di" = O, hÿ" — O ; 


de plus, à cause de ^ ^ 

la comète), on aura 


v/ 


a’ 

8(1 -t- m) 


[0 étant l’anomalie moyenne de 


-««•y/i 


8(i «î) 




ni 


de sorte que la première partie de la formule dont il s’agit se réduira à 


3.360»^ / 

4 V 


a 

2 ( i-f- m ) 


(du'" - du'). 


OÙ sera l’intégrale totale de la diflerentielle d^a pour la période 
entière de 1661 à 1789, en faisant t positif, et où èa' sera de même l’in- 
tégrale totale de dha pour la période de 1661 à i532, en faisant t néga- 
tif; de sorte que, comme il n’y a que la diffôrence de ces deux intégrales 
qui entre en ligne de compte, il n’y aura point de constantes à y ajou- 
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1er, et l’on pourra prendre chaque intégrale en sorte qu’elle commence 
au périhélie de i66i, où t = o. 

Les deux autres parties de la même formule deviendront 



g» 

8(1 -I- m) 


ài'] - 



e \fïh{ï~+~în) 


où (à cause de ùi"= o et âg" = o) il faudra prendre pour $i"' et èg’" les 
intégrales des quantités dài et d^g depuis le périhélie de 1661 jusqu’à 
celui de 1789, et pour ùi' et hg' les intégrales des mêmes quantités, 
mais depuis le périhélie de i66t jusqu’à celui de i 532 , en supposant 
t négatif. 

L’altération du temps périodique est celle qu’il est le plus important 
de déterminer dans la Théorie des perturbations des comètes. 

Quant aux altérations des autres éléments de l’orbite, on les détermi- 
nera directement par l’intégration des quantités dèh, dôa, d&g, d^b, 
d§c{n°* 38 , 42 et suivants), en faisant commencer les intégrales au pé- 
rihélie de 1661, et les étendant jusqu’au périhélie de 1789 ou de i 532 , 
suivant qu’on voudra déterminer ces altérations pour la dernière pé- 
riode de la comète ou pour la période précédente. 


68. Voilà toutes les données et les formules nécessaires pour calculer 
les perturbations causées à l’orbite de la comète dont il s’agit par l’action 
des planètes. Or, parmi toutes les planètes, il n’y a que Jupiter et Sa- 
turne dont l’action sur la comète puisse être sensible, tant parce que les 
masses des autres planètes sont trop petites, que parce qu’elles sont 
trop proches du Soleil. Ainsi l’on prendra successivement Jupiter et 
Saturne pour la planète perturbatrice dont on a supposé la ma.sse p,, el 
dont le rayon vecteur est p, et les coordonnées rectangles |, vj, Ç. Les 
Tables astronomiques de Halley donneront toutes les valeurs des quan- 
tités qui dépendent des lieux de ces planètes dans un temps quelconque; 
et nous ne croyons pas qu’il soit nécessaire d’entrer là-dessus dans aucun 
détail. 

Comme la distance de Jupiter au Solçil est environ 5 , et celle de Sa- 
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turne enviroa 9^, il est clair que, si Ton fait commencer |a partie supé- 
rieure de l’orbite de la comète aux points de la moyenne distance, c’est- 
à-dire, aux extrémités du petit axe, alors r sera toujours beaucoup plus 
grand que p, et la méthode des n“* 48 et suivants aura toute l’exactitude 
qu’on peut désirer, en négligeant même tout à fait les termes qui dé- 
pendent du mouvement moyen de la planète perturbatrice dans les for- 
mules des quantités différentielles dàh, dèa et en ne tenant compte 

que des termes indépendants de l’angle u, que nous avons vus être tou- 
jours intégrables (n“* 52 et 56 ). 

Il y aura encore un autre avantage à prendre ainsi la moitié supé- 
rieure de l’orbite pour ce que nous appelons la partie supérieure, car 
on aura alors, pour le commencement de cette partie, // = ±;9o, et, 
pour la fin, « = ± 270; de sorte que, à cause de 

r = -(cos« — (î), r=v^a/tsinM, r= - (1 — ecosu), di—\ rdu 

'>■ ‘ V 2 ( I -t- m ) 

{u étant l’anomalie excentrique comptée depuis le périhélie), on aura, 
pour le commencement de la partie supérieure. 



ae 

X , 

2 

a 

r = ±.\lali, 

1+ 

II 

/2 (i -h ni) 

/ ’ 

# = o, 

dl ’ dl V « ’ 

et pour la fin 



+1 

II 

ae 

2 ’ 

y — si ah, 

/ 2 (i -+- m) 

/ « ’ 



( les signes supérieurs étant pour le cas où l’on prendra les angles f et « 
positifs, c’est-à-dire, pour la période qui suit le périhélie de 1661, et les 
signes inférieurs étant pour le cas où < et m seront négatifs, c’est-à-dire, 
pour la période qui précède ce périhélie), ce qui simplifiera beaucoup 
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les valeurs des quantités H', H", A', A",..., c’est-à-dire, les valeurs de 
H, A, . . . pour le commencement et pour la fin de la partie supérieure 
de l’orbite (n" 48). 

Quant à la masse m de la comète, que nous avons conservée, pour plus 
d’exactitude et de généralité, dans les formules de ce Mémoire, elle est 
inconnue, et rien ne saurait conduire à la déterminer; mais il est natu- 
rel de la supposer très-petite vis-à-vis de la masse du Soleil; de sorte 
qu’on pourra négliger partout la quantité m vis-à-vis de l’unité. 
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RECHERCHES 


SUR LA MANILHK 

DE FORMER DES TARIES DES PLANÈTES 

D’APRÈS LES SEULES OBSERVATIONS. 


(Mémoires de l’Académie Royale des Sciences de Paris, année i77'>..) 


On s’occupe depuis longtemps à rechercher à priori les inégalités des 
mouvements des planètes d’après les principes de la gravitation univer- 
selle; mais personne, que je sache, n’a encore entrepris de donner des 
méthodes directes et générales pour trouver ces mêmes inégalités à pos- 
teriori, c’est-à-dire, d’après les observations seules. C’est à remplir ci* 
dernier objet dans toute son étendue qu’est destiné le Mémoire que j’ai 
l’honneur de présenter à l’Académie Royale des Scicmees; heureux si 
cette illustre Compagnie daigne recevoir avec indulgence ce fruit de mon 
travail sur une matière qui a, à la vérité, plus d’utilité que de difficulté, 
mais qui ne me paraît par là que plus digne de son attention. 

HYPOTHÈSE. 

1 . Les inégalités des mouvements des planètes peuvent être représen- 
tées par une suite de termes de la forme A sin<p, A étant un coefficient 
constant, et ç un angle qui augmente uniformément. 


64 . 
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Remarque I. 

2. C’est sur ce principe que sont fondées toutes les Tables des pla- 
nètes; chaque terme tel que Asin^ s’appelle une équation, dont A est le 
coefficient ou la plus grande valeur, et a? l’argument. 

Les Anciens, qui ne voulaient admettre dans le Système du monde 
<jue des mouvements circulaires et uniformes, représentaient toutes les 
irrégularités des mouvements des Corps célestes par des cercles excen- 
triques et par des épicycles; or il est facile de prouver que, tant que l’ex- 
centricité est assez petite et que les rayons des épicycles sont aussi assez 
petits par rapport à celui du cercle principal, les irrégularités que l’on 
trouve par ce moyen peuvent toujours s’exprimer par une suite de termes 
do la forme A sinip. 

En efl'et, si l’on considère un cercle dont le rayon soit a, et qui soit 
chargé d’un épicyclc dont le rayon soit ma, et (ju’on suppose que, tan- 
dis que le centre de cet épicycle se meut sur la circonférence du cercle 
principal en décrivant autour de son centre l’angle t, un corps se meuve 
sur la circonférence de l’épicycle en décrivant autour de son centre 
l’angle p, on trouvera que ce corps décrira autour du centre du cercle 
principal un angle t^x, où x sera tel que 


tatigx = 


m sinp 
I -f- m cos 9 ’ 


en sorte que l’angle x exprimera l’inégalité du mouvement provenant 
de l’épicycle. Or, si l’on suppose le rayon ma fort petit par rapport au 
rayon a, on aura pour m une fraction fort petite, et l’on aura par les 
séries 

lang^ = m sincp (i — m C0S9 H- cos^cp — . . . ) ; 


mais 


langer — 


tang®^ 


Donc, substituant la valeur de tanga?, et réduisant les puissances et les 
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produits de sinçi et de cosçi en sinus et cosinus d’angles multiples de f, 
on aura pour x cette série assez simple 

. m’sin?.© m’sinS© m‘sin4© 

m sin ç ^ H — i ;-3-I -f. . . . . 

'2 3 4 

Si l’on imaginait un second épicycle dont le rayon fût na, et dont le 
centre décrivît la circonférence du premier épicycle, tandis que le mo- 
bile décrit la circonférence de ce second épicycle, en parcourant autour 
de son centre des angles dans le même temps que sont parcourus les 
angles t et (p, on trouverait que l’angle parcouru par le mobile autour 
du cercle principal serait t + x, où l’angle x, qui représente l’inégalité 
du mouvement, sera tel que 

m sin 9 -+- « sin ( cp H- iL ) 
lang,r= ^ 

i-e mcos<p -h rt cos (9 + tf) 

d’où, en supposant metn foi’t petits, il est facile de tirer la valeur de a- 
exprimée par une suite de sinus. 

S’il y avait un troisième épicycle dont le rayon fût pa, et sur la cir- 
conférence duquel le mobile fût mû en parcourant autour de son centre 
des angles I, on trouverait que l’inégalité x serait déterminée par l’é- 
quation 

lan«a = »sin(<p -nj;) -4-/?sin (y -t- |) ^ 

® I -h mcoso -f ncos(9 -t- 'î^) -e/>cos(9 -h < 1 ^ -e 2 )’ 


et ainsi de suite. 

Si l’on suppose un cercle excentrique dont le rayon soit a et l’excen- 
tricité ma, on trouvera que, tandis que le mobile parcourt autour du 
centre du cercle l’angle t, il parcourra autour du point qui est pris pour 
le centre du mouvement apparent un angle t + x, en sorte que 


tang:r = 


m sin/ 

I -f- m cos t ’ 


d’où l’on voit que c’est la même chose que si le cercle était supposé 
homocenlrique, et qu’il portât un épicycle dont le rayon fût ma, et dont 
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la circonférence fût parcourue par le mobile d’un mouvettient aOgulaire 
égal à celui dont le centre de cel épicycle parcourt la circonférence du 
cercle principal; c’est ce qui a déjà été remarqué par Ptolémée. 

De là on voit aussi que le cas d’un épicycle porté par un excentrique 
sera le même que celui d’un homocenlrique qui portera deux épicycles, 
et ainsi de suite. 

Rkatarque il 


3. Dans l’Astronomie moderne, on explique les principales inégalités 
des planètes par la figure elliptique de leurs orbites et par la loi des 
aires proportionnelles au temps, d’où résulte l’inégalité qu’on appelle 
équation du centre, et (jiii est, comme l’on sait, exprimée par la série 


— 2£ SitKfi -H 


5 £*“* 1 £^ 

-j~ sin2f -f- y- sin9 — sin39 + . . 




s étant l’excentricité, et tp l’angle de l’anomalie moyenne qui est pro- 
portionnelle au temps. La loi de celte .série n’est pas facile à trouver, 
surtout en employant la méthode ordinaire, suivant laquelle on eberebe 
d’abord l’anomalie moyenne par la vraie, et ensuite on déduit celle-ci 
de celle-là par le retour de la série; mais on peut y parvenir par la mé- 
thode que j’ai donnée ailleurs [Mémoires de Berlin, 1709 (*)]. 

Quant aux autres inégalités des planètes, c’est par le principe de la 
gravitation universelle qu’on tâche de bis déterminer, et les calculs faits 
d’après ce principe donnent toujours des équations dont les arguments 
dépendent des lieux moyens des planètes, de ceux de leurs aphélies et 
de leurs nœuds. 

En général, la figure presque circulaire des orbites des planètes fait 
que les forces perturbatrices qui viennent de leur attraction réciproque 
peuvent être exprimées par des séries plus ou moins convergentes et 
composées uniquement de sinus ou cosinus; circonstance sans laquelle 
il serait comme impossible de déterminer d’une manière générale l’effel 
de ces perturbations. 


(' ) OEuvres de Lagrange^ t. III, f>. ri3. 
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Remarque III. 

4. Il y a cependant une espèce d’inégalilés qui paraît faire une excep- 
tion à la règle générale : je parle des inégalités séculaires qui aug- 
mentent comme les carrés des temps; mais, d’un côté, il parait très-pro- 
bable que ces sortes d’inégalités ne sont qu’apparentes et ne viennent 
que de quelques équations dont les arguments ne varient que très-peu, 
en sorte que leur période est très-longue; d(! l’autre, elles ne sont, à 
proprement parler, que des cas particuliers de la formule générale, 
comme nous le ferons voir dans la suite de ce Mémoire. D’ailleurs il est 
toujours possible de se débarrasser d’avance de ces sortes (l’inégalités, 
et nous fournirons pour cela des moyens aussi simples que commodes. 

PROPOSITION I. 

Théorème. 

5. Toute série dont un terme quelconque est représenté, par la formule 

A sin (a -I- -(- B sin ( A -I- /wj3) -i- sin ( c 4- my) , 

m étant le nombre des termes précédents, est une série récurrente dont 
l’échelle de relation dépend uniquement des angles a, |3, y, 

Dénotons, en général, par 

T, ï', T", T'",..., T("), 

les termes de la série proposée, en sorte que l’on ait 

T(«) = A sin (a 4 - ma) -+- B sin (6 4- m|3) 4 - C sin (c 4- wy , 
et examinons la nature de la suite infinie 


T 4- T'x 4- -+- T'" A'’ 4- ... 4- 4- 
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On sait que 

sin® = =z » 

2 y/ — I 


e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité; donc, 
faisant, pour abréger. 


K = 



L = 


A^-^nZ-i 

2^—1 


I = «•‘v'-' , 



on aura 

de même, si l’on fait 


A sin(a 4- ma) = K/j" 4- L^"; 


" N = - 

Bg-iy/-! 

5 

r = ePv/-' , 

ca, 

1 

11 


2 y/— 'I 



CpC\/—\ 

Q = 

iî 1 
ï '■ 

t = ei'/-' , 

>— 

1 

11 

S 


2 y/ — I 




on aura 

B sin(6 + m(3) = Mr"-!- Ni”, 
C siti(c 4- my) = P/” 4- Qm”, 


et le terme général prendra cette forme 

TW^: K/>'"4- Lÿ'"4- Mr"‘4- Nr^ Pr + 

D’où l’on voit que la suite 

T 4- T'a: 4- TV 4- 'rx* 4-. . . 

n’est autre chose que la somme de plusieurs séries géométriques, dont 
les premiers termes sont K, L, M,... et dont les raisons sont /9a;, qx, 
rx , . . . , de sorte qu’en sommant chacune de ces séries géométriques on 
aura la valeur de toute la série 


T 4- T'o: 4- T"a:‘4- T'V 4- . . . . 
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5«3 


T-hTx-h T''x*+...= H- + . . . ; 

I — px I — qx I — rx 1 — SX 

et il est clair qu’en réduisant au même dénominateur les fractions qui 
composent le second membre de cette équation, et dont nous suppose- 
rons que le nombre soit n, ce second membre se transformera en um* 
fraction unique de la forme 

[o] -t- [i] a; 4- [ 2 ] [3]a:* -I- . . . 4- [« — 1 ] x'‘“' 

( O ) 4 - ( I ) a; 4- ( 2 ) 4- ( 3 ) a:’ 4- • • . 4- ( «) ar" ’ 

OÙ les nombres o, x, 2 , 3,..., renfermés dans des ci’ochets carrés ou 
ronds, désignent des coelficienls dilférents qui dépendent des quantités 
K, L, M, N,..., q, r, s,.... Et, comme le dénominateur de cette frac- 
tion doit être égal au produit des n dénominateurs \ —pæ, 1 -- qx, 
I — rXy r —SX,..., il est d’abord évident qu’on aura 

(0) = I, 

(1) =-p — q-r-s-..., 

( 2 ) =Z pq + pr -Jr ps qr -h qs , 

(3) = — pqr —pqs — qrs — . . . , 


de sorte que les coefficients (o), (i), ( 2 ), (3),... du dénominateur de la 
fraction dont il s’agit seront donnés uniquement par les quantités p, q, 
r,s 

Ainsi la série proposée sera égale à cette dernière fraction, que nous 
appellerons par conséquent fraction génératrice de la série; d’où il est 
facile de conclure que la même série sera du genre de celles qu’on 
nomme récurrentes, et dont la propriété est qu’un terme quelconque se 
forme de l’addition d’un certain nombre de termes précédents, multi- 
pliés chacun par un coefficient donné; car, en multipliant la série 


VI. 


T-t-T'a^-l-T'ar’-t-... 


65 
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par le dénominateur 

1 + {i)x -+-... + («) a:», 

et comparant les termes du produit avec le numérateur 

[o]-(-[i]a:-f-[2]a;’-4-... + [n — 

on a les équations 
T =[o], 

T'=_(,)T +[i], 

T"=:-(i)T'-(2)T +[2], 

T" = -(i)T''-( 2 )T'-( 3 )T + [ 3 ], 


T('-) = - (,) T(»-’) - ( 2 ) T("-» i)T 4- [n - i], 

T(«) =-(i)T('-‘)-( 2 )T(" . .-(n)T, 

T("+«) = _(i)TW -( 2 )T(»-')-. . .-(n)T', 


et, en général, 

T('")= -(i)T<"-') — (2)T(”-»)-. . .-(rt)T('"-''), 
où les coefficients 

-(0. -(’), -(3),..., -(«) 

forment ce qu’on appelle, d’après M. Moivre, l’échelle de la série récur- 
rente. 

CoROLLAIEE 1. 

6. Puisque = q = e~*'^, on aura 

P -f-ç H- 2cosa, pq~i; 

de même 

r-l-s = 2C0sp, rs = i, 
r4-tt = 2 C 0 sy, tu — i, 
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et ainsi de suite; donc on aura 

(i — px) (i — qx) =; I — cosa + x% 
{ï — rx){t — iar) = I — cos[3-t- Æ'S 
(i — tx) (i — ux) = t — 2X cosy + x’, 


Par conséquent le dénominateur 

-h ( 2 ) X* -h (i) x‘ -h . . . + (n)x'‘ 

sera le produit de ces ” facteurs doubles 

I — 2X COSOC -+- X\ 

I — 2^ C0Sj3 4- X^, 

I — 2 x cosy 4- x‘, 


D’où il est facile de conclure qu’on aura nécessairement 

(/i)=i, (n — t) = (i), (n — 2) — (2),. 

c’est-à-dire, que les coefficients des termes extrêmes, ainsi que ceux des 
termes équidistants des extrêmes, seront les mêmes : ce qui est la pro- 
priété des polynômes qu’on appelle réciproques. 

Or, pour trouver facilement les valeurs des coefficients 

(i), (2), (3),...( en cosa, cos^, cosy,..., 

on mettra le polynôme en question sous la forme suivante, en faisant, 
pour plus de simplicité, n = 2v, 

(1 4- x^'') + {\)x[i 4- ar”-’) 4-(2)a'*(i 4- x'^-*) 4- ..•\-{v)x''\ 


ensuite on supposera 


14-0:* = xz. 


65. 
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et l’on remarquera que 

[i + x^y = 1 + 2X^ + x* = x^z^, d'où t + x* — x'{z' — a), 

(I + ar’)’ = I -f- a?* 4- 3d;’(! 4- ar') = d’où i 4- a:* = a:*(z* — 3z), 

et, en général, 

1 4 - ar’i* = a’'* Fzi* — ix zi*“’ 4- — — z^~* — 4) (f* _ I 

[_ 2 2 • 3 1 

en ne continuant cette série que tant que l’on aura des puissances posi- 
tives de Z. 

On fera donc ces substitutions, et, divisant ensuite tous les termes 
par x'', il viendra un polynôme en z de la forme 

r -H [(,)]z- 4- [(a)]z’-» 4- [(3)]z«- 4- ... 4- [(v)], 

OÙ l’on aura 

[(>)] = (•), 

[(2)]=(9,)-V, 

[(3)] = (3)-(v-i)(,), 


De même, si l’on substitue xz à la place de i 4-a;* dans le produit 
des V trinômes 

I — aarcosa 4- a:’, i — aa’coslj 4- a:’, . . . 

et qu’on divise ce produit par x'', on aura celui-ci 


(z — 2 COS a) (z — 2 cos(3) (z — 2 cosy). . . , 

lequel devant être identique avec le polynôme précédent, on en conclura 
aisément les valeurs des coefficients [(i)J, [(a)], [(3)J,..., et de là celles 
des coefficients (r), (a), (3),.... 
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Quoique les formules précédentes soient connues depuis longtemps, 
j’ai cru devoir les donner ici, parce que j’aurai occasion d’en faire usage 
dans la suite. 

Quant aux coefficients [o], [i], [ 2 ],... du numérateur, il est très- 
facile de les déterminer par le moyen des équations trouvées dans le nu- 
méro précédent, lesquelles donnent 

[o] = T, 

li] = T+{,)T, 

[2] =:T"-K.)T'+(2)Ï, 

[3] = r'-f- (i)T"-f- (2)T'-»- (3)T, 


Corollaire II. 


7. On voit, par l’analyse du Problème précédent, que non-seulement 
toute suite composée de sinus d’angles qui croissent en progression 
arithmétique, mais, en général, toute suite composée de termes qui 
procèdent en progression géométrique, est récurrente d’un ordre égal 
au nombre de ces termes. 

Il est facile de prouver de même que toute suite algébrique qui a des 
différences constantes d’un ordre quelconque, multipliée, si l’on veut, 
terme à terme par une série géométrique quelconque, est une suite ré- 
currente d’un ordre supérieur d’une unité; et qu’en général toute suite 
formée par l’addition de deux ou de plusieurs suites de cette espece sera 
pareillement récurrente d’un ordre égal à la somme de ceux de chaque 
suite particulière. 

En effet, on sait que la somme d’une suite infinie, dont le terme gé- 


néral sera lm-\- est exprimée par que celle dont le 

terme general sera ^ ^ est exprimée par -, que 

celle dont le terme général sera -- iLlf L Ir ... jy» a?'» est expri- 

2 • ô 
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mée par 


I 


et ainsi de suite; donc la somme de la suite qui aura 


le terme général 


[^K. + K,( 


m I t) I K. + I K (m + i)(m + 2 )(m + 3 ) 

’ 2 . * 2.3 


4-K,_. 


(m4- 1 ) (m + 2 ) (m -f- 3 ). . .(m + • 

2.3. . -lit. — i) 






sera égale à 


K, K, K, K^_, 

— — I ! 1 1 - . . . H > 

I — px (i — pxY (i — pxf (i — pxY 


c'est-à-dire, à la fraction simple 


Ko(i — pxf-' - 4 - K,(i — pxy -^ Ka(i — pxy-^ -H ■ ■ ■ -f- K^-i 

{\ — pxY 

d’où il s’ensuit que, si l’on a une série dont le terme général soit repré- 
senté par la formule 


(K -t- K'ffi - 4 - K"m» + K“/w’ - 4 - . . . -f- K('f-'^m'^-')p”x”', 


il n’y aura qu’à chercher les quantités Ko, K,, Kj,..., Kpi-,, en sorte que 
l’on ait l’équation identique 


K H- K' /ru- K" m» + . . . -4- Ke*- ) = K. 4- K . ( m + 1 ) - 4 - K, 

2 

, ^ (m-)-i)(TO-f- 2 )(m-i- 3) , , (m - 4 - i)(nz -4- 2 ). . .(ffi - 4 - ^ — i) 

-f- iVj ^ . -P- IVjit-i 5 Z T » 

2.3 f .3. — i) 


et l’on aura, pour la somme de la série, la fraction ci-dessus, dont le 
numérateur est, comme l’on voit, un polynôme du degré /x — 1 et dont 
le dénominateur est la puissance ju.'*'"* du binôme i — px\ de sorte que 
la série proposée sera une série récurrente de l’ordre p, et dont l’échelle 
de relation sera 


- 






2,3 


■^^1. 




2 


* * • J 
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Quant aux coefTicients Ko, K,, Ka,..., il est facile de les trouver de la 
manière suivante. Qu’on suppose, en général, 

K + K' m -1- K" m’ + K® /;t’ + . . . -t- mi*-' = S, 

et qu’on dénote par S', S", S",... les valeurs de S lorsque m =— i , — a, 
— 3, on aura donc, en vertu de l’équation supposée, 

S' = K., 

S" = Ko - K„ 

S® = Ko-2K, + K„ 

S‘»=K.-3K, + 3K,- K„ 


d'où l’on tire 

K. = S', 

- K, = S" - 8', 

K, = S"' — 2S"+S', 

-K3 = S'’'-3S®+3S"-S', 


en sorte que les coelïicients Ko, K,, Kj, Kg,... ne seront autre chose que 
les différences successives des quantités S', S", S'",... prises alternative- 
ment en — et en 4- . 

Enfin il est clair que, si la suite proposée est composée de plusieurs 
suites de la forme précédente, il n’y aura qu’à ajouter ensemble les 
fractions qui expriment la somme de chacune de ces suites continuées à 
l’infini', et l’on aura une fraction unique qui sera égale à la série pro- 
posée, et dont le dénominateur sera de la forme 

(i — pxf(i — qxY . . . . 

De sorte que cette série sera récurrente de l’ordre 

p + v-h..., 

ayant pour échelle les coetficients pris négativement des puissances æ-, 
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x^... (lu polynôme qui résultera du développement de la formule 
(i — pxy{i — qxy 

En général, si l’on a une suite récurrente quelconque 

T -\-T X x^ ^ Vx^ 4 - + . . . , 

et qu’en dénotant parip une fonction rationnelle, et sans diviseur, d’une 
ou de plusieurs quantités, on forme les nouvelles séries 

<j)(T) + (p(T')a? - 4 - ()>(T")æ:’ 4- <J)(T"')æ;* 4-. . 

9(T, T') 4- 9(T', T")^ + 9(T", 'ï"')x^ + 9(T^ T”)^» 4 -. . 

9 (T, T', T") + 9 (T', r, T'")^ + 9 (T", T*, T"')x^+..., 

et ainsi de suite, toutes ces séries seront pareillement récurrentes, et 
l’on pourra en trouver l’échelle de relation, dès qu’on en aura formé le 
terme général à l’aide de celui de la série proposée; et ces nouvelles 
échelles pourront toujours s’exprimer par les seuls termes de l’échelle 
de la proposée; car la diflîculté ne consistera qu’à chercher les coedi- 
cients d’une équation dont les racines dépendent de celles d’une équa- 
tion donnée. Problème dont l’Algèbre fournit plusieurs solutions. 

De plus, si dans la série proposée on ne prend les termes que de deux 
(Ml deux, ou de trois en trois,..., les séries résultantes 

T ■+■ T"x^ 4- T"'x* 4- 'P' Æ?* 4- . . . , 

T -I- 4- T” a?' 4- T»Ær* 


seront aussi récurrentes et du même ordre que la proposée ; et il est fa- 
cile de voir que, si l’échelle de relation de celle-ci est représentée par 
le polynôme 

{i—pxY{i — qx)\.., 

celles des séries dont il s’agit le seront par les polynômes 

(i — p^x^Y{ï — q^x^y. . . , 

(i — — q^x’‘y, . . , 
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ainsi, mettant a; à la place de a?*, ou a?*,..., les séries 

T •+■ T’x + + T’‘a:5 + . . . , 

T 4- T'x 4- T” a:’ 4- -f- . . . , 


seront récurrentes et auront pour échelles de relation les polynômes 

(i — /)’.r )!‘(i — q‘x)'‘ .. . , 

(i — — q^xy. . . , 


Enfin, si l’on a difTérentos séries récurrentes, telles que 

T -h T' X 4- T" + T'" .r» 4- T” æ:' -i 

V 4- V' X 4- \"X^ 4- y"’x' H- V-- Jf* 4- . . . , 

X -f 4- \"X‘ + X"'x’ + X"'x* +..., 


et que l’on en compose une nouvelle de la forme 

9(T, V, X,. . .) 4- 9(T', V', X',. . .)a: 4- ^(T", V", X", . . . 4- . . . , 

celle-ci sera encore récurrente, et son échelle dépendra uniquennnit 
de celles des séries particuliisres d’où elle est formée; et la dilficulté de 
trouver cette échelle ne consistera qu’à trouver l’équation dont les ra- 
cines seront des fonctions données de celles de quelques équations don- 
nées, Problème toujours résoluble par les méthodes connues. 

(joilOf.LAlUK 111 . 

8. De même que, lorsqu’on connaît le terme général d’une série récur- 
rente, on peut trouver la fraction génératrice de la série, de même, en 
connaissant cette fraction, on pourra en déduire l’expression du terme 
général; car il n’y aura d’abord qu’à chercher tous les facteurs du déno- 
minateur, et à décomposer ensuite, par les méthodes connues, la frac- 
VI. 66 
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lion proposée en autant de fractions partielles qu’il y a de facteurs, et 
dont chacune ait un de ces facteurs pour dénominateur, en observant 
cependant que, s’il y a des facteurs doubles ou triples,..., ou 
chacun de ces facteurs donnera p, fractions partielles, dont les dénomi- 
nateurs seront successivement la première, la deuxième, la troisième 

la puissance du même facteur. 

De cette manière, la fraction dont il s’agit se trouvera décomposée en 

H 

autant de fractions simples de la forme — px f dénominateur 

aura de facteurs, et chacune de ces fractions donnera une série dont le 
terme général sera 


/H + I ) ( rt/. -t- a m 4- 3 ) . . ( m -i- X — i ) 

: L L 1 


de sorte que, en ajoutant ensemble tous ces différents termes, on aura la 
valeur du terme général cherché. Tout cela est trop connu pour que je 
doive m’y arrêter davantage; je crois cependant qu’on me permettra de 
donner ici une formule générale et fort simple, pour trouver tout d’un 
coup, à l’aide du Calcul différentiel, la partie du terme général qui 
vient d’un facteur multiple quelconque du dénominateur de la fraction 
donnée. 

Soit [i — pxy- ce facteur, et dénotons par X la fraction proposée, 
après en avoir retranché par la division le même facteur, en sorte que 
X 

(i—pxf 

et regardant dx comme constante, la valeur de la quantité 

I . 2.3. . .(p — >) (“ <lxY ' ' 


soit égale à la fraction donnée ; on cherchera, en faisant varier x 


ensuite on y mettra^ à la place de x, et la quantité résultante sera le 

coefficient de .r'" dans le terme général de la série provenant du facteur 
en question. 

Je supprime la démonstration de ce Théorème, parce qu’elle n’est pas 
difficile à trouver d’après les principes connus. 
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Corollaire IV. 

9. Concluons de là que chaque facteur simple du dénominateur de 
la fraction génératrice proposée, tel que i — px, donnera, dans l’expres- 
sion du terme général de la série, le terme et que chaque facteur 

multiple, tel que (i — y donnera les termes 

( K -I- K' m -t- K" /n' K.'"/»» KO*-' > mi*-' ) 

Si P est imaginaire, il sera réductible à la forme 2 -f- i , et il y aura 
nécessairement un facteur correspondant i — qx, où q sera de la forme 
t— «v/— I ; de là on trouvera que les eoeiricients K, K', K",... seront 
chacun de la forme 

A -4- / y/ — 1, h" l" \J — I, 

et les quantités correspondantes, provenant de l’autre facteur i — qx, 
seront de la forme 

h - l y/^, h' - r y/- I , h" - l" y/~, . . . . 

Or soient 

\l = /’, J = tanga, 

/ i' 

+ ^ = tanga, y/A" 4- ^ = tango', ... ; 

on aura 

P == r(cosa -t- sinay^— I ), 

P'" = / "(cos/na sinwia I ), 

K =/ (coso 4- sino y/— I ), 

K'=jr'(coso'-i- sino'y'— I ), .... 

Kp” — fr" [cos(o -I- ma) -I- sin(o ma)y/— I J, 

K'y/" = /'/■" [cos(a'-t- ma) 4- sin(a'-t- ma)y^— i ],. . ., 


Donc 


66 . 
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et les quantités correspondantes ne différeront de celles-ci que par le 
signe du radical i ; de sorte qu’en rassemblant toutes ces quantités 
on trouvera que les facteurs multiples imaginaires (i —pxY, (r — qxY' 
donneront, dans l’expression du terme général de la série, les termes 
suivants 

[/ cos (a + ma) cos(a' + m oc) +f"in'‘ cos («"4- ma) + . . 

et el)a(jue autre couple de facteurs imaginaires donnera des termes sem- 
blables. 

Quoique toutes ces choses soient assez connues, j’ai cru devoir les 
rappeler à mes lecteurs, parce qu’elles donnent lieu a des conséquences 
importantes dans la matière (}ui fait l’objet de ce Mémoire. Une des prin- 
cipales, c’est que, quelque déi'angement que les Corps célestes puissent 
éprouver en vertu de leur action mutuelle, et même de la résistance d’un 
tluide très-rare dans lequel ils nageraient, leurs mouvements en temps 
égaux seront toujours représentés par des séries du genre des récur- 
rentes; car les termes les plus compliqués que la Théorie puisse jamais 
donner dans l’expression du mouvement vrai d’une planète quelconque 
seront de la forme 

cos (a 4- éy), 

'P étant l’arc du mouvement moveii et a, h, c, m, n, K des coefficients 
constants quelconques; or il est clair, par ce qu’on a vu ci-dessus, que 
toute série qui naîtra de cette formule ou de la somme de plusieurs for- 
mules semblables, en donnant successivement à p des valeurs qui aug- 
mentent en progression arithmétique, sera toujours récurrente. 

Donc, si l’on a une suite d’observations d’une planète quelconque, 
faites à des intervalles de temps égaux, on est en droit de regarder les 
résultats de ces observations comme formant une suite récurrente d’un 
ordre quelconque, et toute la difficulté se réduira à trouver la loi de la 
série; c’est l’objet du Problème suivant. 
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Problème. 

10. Etant donnée une suite de termes dont les valeurs soient connues, 
trouver si cette suite est récurrente, et déterminer dans ce cas la forme 
générale de ses termes. 

Soient les termes donnés et connus 

T, T', T", T", 

on en formera la série 


T 4 - Vx + Tx^ + Vx^ + + . . . , 


(jue je supposerai égale à s, pour abréger; et il n’y aura ([u’à chercher si 
cette série peut résulter du développement d’une fonction rationnelle 
(juelcon([ue, où la plus haute puissance d(; x dans le numérateur soit 
moindre que dans le dénominateur. 

Supposons d’abord que la série proposée soit récurrente du premier 
ordre; on aura, dans ce cas, 


donc 


- 

a-^ bx 
I a 4- bx 


d’où il s’ensuit que, si l’on divise l’unité par le polynôme s, en ordon- 
nant dans l’opération les termes suivant les puissances de x, on trouvera 
nécessairement un quotient fini de deux termes p + qx. 

Supposons ensuite que la série proposée soit récurrente du second 
ordre; on aura, dans ce cas, 


donc 


a' b' X 

a-V- bx -V- cx‘ ' 

I a-h bx cx'‘ 

s ~~ a! + b' X ’ 
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qu’on divise le numérateur trinôme a + hx + cx^ par le dénominateur 
binôme a' h- b'x, on aura un quotient binôme p-\- qxQi un reste a" a?* ; 
donc 


-=p-^qx-\- 


a''x^ 

a' H- 6' a? ’ 


d’où je conclus d’abord que, si l’on divise l’unité par le polynôme s, et 
qu’on pousse la division jusqu’à ce que l’on ait dans le quotient deux 
termes tels que p 4- qx, ce qui ne demande que deux opérations, on 
aura un reste qui sera nécessairement divisible para?* et que je repré- 
senterai par s' a?*, s' étant une nouvelle série de la forme 




Donc 


I s! x^ a" x‘‘ 


par conséquent 


et de là 


s' _ g" 
s a' 6' X ’ 



a' 4- b'x 
à’ 


— p' -+■ q'x. 


Donc, si l’on divise le polynôme s par le polynôme s\ on aura nécessai- 
rement un quotient fini de deux termes tels que p'-+- q'x. 

Supposons que la série proposée soit récurrente du troisième ordre, 
on aura alors 

a' -h b'x ■+■ c'x^ 

^ • 

a + bx -h cx^ -I- dx^ ' 


donc 


I a + bx + ex’ 4- dx^ 

s ~ a' 4- b'x 4- c'x’ 


qu’on divise le numérateur de cette fraction par son dénominateur, on 
aura un quotient de la forme p-hqxet un reste de la forme a" a;* 4- b"x^ ; 


donc 


7 =p + q^ 


a" X’ + b" X’ 
d + b'x-+- c' x’ 
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De là il s’ensuit aussi que, si l’on divise l’unité par le polynôme s, et 
qu’on continue la division jusqu’à ce qu’on ait dans le quotient deux 
termes tels que p 4- qx, le reste sera tout divisible par x^ et pourra être 
représenté par^'aj^, s' étant une série de la forme 


V + V' X + V" 4 4 


On aura donc 


donc 


et de là 


qx 


s' x' 

— =p-^qx^ 


a" X' b" x^ 
a' b' X + c'x^' 


s a' + b'x + c'x^' 


s a' -h b'x + c' x'‘ 

? “ a"4 6"'^ 


Or, en divisant le numérateur de cette fraction par le dénominateur, il 
est clair qu’on aura un reste de la forme a"'£c^ en sorte que 


.5 


.î 


= 1/ + q'x-\- 


d" x'^ 


Donc, si l’on divise le polynôme s par le polynôme s\ et qu’on pousse 
la division jusqu’à ce qu’on ait dans le quotient deux termes tels que 
p' -t- q'x, le reste sera nécessairement divisible par x'^ et pourra être re- 
présenté par s"x-, s" étant une nouvelle série de la forme 


X 4 X'^ 4 X"a;> 4- X"'x* 4 . . . . 


Ainsi on aura 




s 

s' 


= p'-hq'x-h 


s"x^ , , 

-x- =p'-^q'x 4 


a"'.ï’ 

d' + b" x' 


d’où 



b''x' 
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a 


b"x 


a"' 


q"’x. 


D’où il s’ensuit qu’en divisant le polynôme par le polynôme s\ on aura 
nécessairement un ((uotient fini, tel que q"'x. 

Si la série proposée était récurrente d’un ordre quelconque supérieur, 
on y pourrait faire des raisonnements et des opérations semblables. De 
là je conclus, en général, que, pour reconnaître si la série proposée s 
est récurrente d’un ordre quelconque, il n’y a qu’à diviser d’abord l’unité 
par s jusqu’à ce qu’on ait dans le quotient deux termes tels que p -f qx, 
et, dénotant le reste par s'x-, on divisera ensuite s par s' jusqu’à ce que 
l’on ait aussi dans le (| uotient deux termes comme p' + q' x\ dénotant 
de même le reste par/'a;^ on divisera (mcore s' par /'jusqu’à ce que l’on 
ait dans le quotient deux termes comme //-h qx " et ainsi de suite. Si 
la série s est véritablement récurrente d’un ordre quelconque n, l’opé- 
ration se terminera nécessairement à la «'^division; en sorte que le 
reste sera nul; sinon l’opération ira à l’infini. 

Lors donc qu’on sera parvenu à une division qui ne laissera aucun 
reste, on sera d’abord assuré que la série proposée est récurrente d’un 
ordre égal au quantième de cette division; et, de plus, les quotients 
trouvés donneront la fraction même d’où la série tire son origine. 

(]ar on a les équations suivantes 


I .s' x'‘ 

-=P+qx , 


O . , a 


7 =? +?*+—’ 




o(rt— 2) 
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d’où 

I 

s — P -, 

P ->r qx ->r — X' 



S , , s" 

P + ? ^ + 7^ 


p"+q"x + y,x' 


5^»— <) I 

i("-0 p(«~>) -f. q‘''-')x 

Donc 

^ l 

p + qx-h 

p' + q'x H -, 

^ ^ . x^ 

■ pi’'-') 4 - q^''~') X 

Ainsi il n’y aura plus qu’à réduire cette fraction continue en une frac- 
tion ordinaire, qui sera par conséquent la fraction cherchée; et il est 
clair que cette fraction aura pour numérateur un polynôme du degré 
rt — I, et pour dénominateur un polynôme du degré n, dont les coef- 
ficients donneront l’échelle de relation de la série. 

Ayant trouvé ainsi la fraction génératrice de la série, on en déduira 
aisément l’expression du terme général de la série par les méthodes 
connues. 


Corollaire. 


11. Pour faire avec facilité la réduction dont il s’agit, il n’y aura qu’à 
considérer la suite des quotients 


VI. 


P + qx, p'+q'x,..., ÿ»"- 0^, 


67 
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et les disposer à rebours, de cette manière 

+ ql''- X, 4 - 4 - , p-hqx; 

ensuite on formera par leur moyen les quantités suivantes 

l ~i, 

I' = pi»-') 4- qi»-')x, 

=z ipi»-^) + q(>‘-^)x)^' + 

4- ^("-3)x)^"4- 
(^(«-0 -H ql'‘-*)x) 




[p 4 - qx)\i»~''> 4 - 


et l’on aura 




pour la fraction génératrice de la série récurrente. 


Exemple I. 

1 2 . Étant proposée la suite des nombres 

I, 2, 3, 3, 7, 5, i5, 9, 3i, 17, 63, 33, 127, 65,..., 

dont on ignore la loi, on demande si cette suite est récurrente, et quelle est, 
dans ce cas, l’expression de son terme général. 

Ayant formé la série 

s = t 4- 22; 4- 4- 3 x’ 4 - ^x* 4 - 5 æ'‘ 4- i 54 “ 4 - 9.2:’ 

4- 3 1 x' 4 - 17.2:’ 4 - 63x"’ 4- 33x" 4- i27x'-’ 4 - 65 4- ... , 

on divisera, par la méthode ordinaire, l’unité par cette série, et l’on 
trouvera le quotient i — 2 a; et le reste x^+'ix^ — x * qui est, 
comme l’on voit, tout divisible par a?*; on divisera donc ce reste par a:*, 
et l’on aura la nouvelle série 

s' = I 4- 3 x — x’ 4- gx’ — 5 x* 4- 21 x‘ — i 3 x‘ 

4 - 45 x’— agx* 4 - gSx* — 61 x” 4 - i8x' 4-..., 



531 


D’APRÈS LES OBSERVATIONS. 

par laquelle il faudra maintenant diviser la série s', la division faite, on 
aura le quotient i — a? et le reste 70** — 737* -f- 21 a;* + lequel, étant 
divisé para?’*, donnera la série 

s"—"] — 7x-(-2i x’ — 21 + — io 5 ar’-(- 217X’ — 21 7 x’ 

on continuera donc l’opération en divisant l’avant-dernière série par .v", 

et l’on trouvera le quotient ^ comme ensuite il ne reste rien, ce 

sera une marque que l’opération est terminée, et que la suite proposée 
est effectivement récurrente du troisième ordre. 

Pour en trouver maintenant la fraction génératrice, on considérera 
les trois quotients qu’on vient de trouver, et on les rangera ainsi par 
ordre, en commençant du dernier, 


4^ 


Xy i — 2 x; 


ensuite on en formera les quantités Ç",... de cette manière 


1 =1. 

7 7 

w, , i + 3x+3x‘ 

l"={i- x)i'-hx^l^ , 


/ vy// nv/ l-hX^2X^—2X* 

l'“=[i-ax)l" + x^l'= -, 


• l" 

et la fraction génératrice de la série s sera |ij, savoir 


I -f- 3x -+- 3 a:’ 

I + a: — 2a:’ — 2a:’’ 

d’où l’on voit d’abord que l’échelle de relation est 


— I, +2, -ha, 


67. 
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en sorte que, si t, t' , t'\ f sont quatre termes consécutifs quelconques 
(le la série proposée, on aura 


r= — 2<' + 2<. 

Pour trouver maintenant l’expression du terme général, on cherchera 
d’abord les facteurs du quadrinôme 


lesquels sont 


I 4- ar — 2^* — o.x^, 
i + a?, I — xsfi. 


et l’on décomposera ensuite la fraction 


I -I- 3x 4- 'ix^ 


{ \ x){ \ + X sj'i) {l — Xt^'î.) 


en ces trois-ci 


14 - 




I 4- a; l-\-X\j7. I — X^T. 

d’où l’on tirera sur-le-champ le terme général 




Remarque I. 

13. Dans l’analyse du Problème précédent, nous avons observé que 
les restes des différentes divisions devaient être nécessairement divisibles 
par x^, ce qui suit de la nature même de la division, et nous avons pres- 
crit de diviser chacun de ces restes par a?* pour avoir les polynômes s', 
qui doivent servir de diviseurs à leur tour. Or il peut arriver que 
quelqu’un de ces restes soit divisible par une puissance de x plus haute 
que le carré, auquel cas, après la division par x^, on aura un polynôme 
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dont le premier terme contiendra encore a;; en sorte que dans la division 
suivante il viendra des puissances négatives de x au quotient, ce qui 
pourrait causer quelque embarras; mais il sera aisé de l’éviter en divi- 
sant le reste dont il s’agit par la plus haute puissance dea; dont il est 
divisible, et mettant ensuite cette puissance à la place de dans les for- 
mules du n" 2. 

En général, soient 

r' -i- t' -4- . . . , 

4- r 4- . . . , 

/‘"V 4- 4- . . . , 


les restes provenant de la première, de la deuxième, de la troisième,..., 
de la (n — i)**'"* division; on divisera d’abord, pour plus de facilité, cha- 
cun de ces restes par les premiers termes 

r'x'>', r"xi% /•"'jT',..., /'("-''a;’, 

pour avoir des polynômes dont les premiers termes soient l’unité, et, ces 
polynômes étant nommés 

5', i", sO-'K 


on continuera l’opération comme on l’a enseigné dans le n° 10. 

De cette manière, on trouvera la série s exprimée par la fraction 
continue 




p + qx 


p' -\-q'x ■+■ 


r"x'f- 


n n 

P ^ q" X ^ 


p"'->rq"X +. 






et, pour la réduire à une fraction ordinaire, on cherchera les valeurs 
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des quantités de la manière suivante 


l =>. 

^ = pi"-') + 

= {pi"—-) + gi"-’)x)i^' •+■ ri"r') Z" 

= {pi"-») + q'."-») ri"—^)zf^', 
^•''= {pi"-*) + gi"-*) ri”-^)x'‘^", 

9 

^i")= {p + gx)\i"-') + r' x'^\i"-'‘) ; 


fi"-*) 

ensuite de quoi on aura pour la fraction génératrice de la série, 
où il est bon de remarquer que le polynôme sera du degré 


M-+-((T— 2)-+-(p — 2) + (m— — 2), 


en sorte que l’ordre de la série récurrente sera aussi marqué par ce 
même nombre. 

Exemple II. 


14. Soit proposée la série des nombres 

I, I, I, 2, 4 ) ô, 7, 7, 7, 8, lo, 12, i 3 , i 3 , i 3 , i 4 , 

dont la loi est assez claire ; on demande si cette série est du genre des ré- 
currentes, et quelle doit être, en ce cas, l’expression de son terme général. 

On formera pour cela la série 

s = I + a: 4 - 2?’ -I- 2 ,r’ 4 - 4 ^‘ 62;'* 4 - 72’® -f- 72:’ 4 - 7.r* -f- 82:' + . . . , 

et l’on divisera d’abord i par s, ce qui donnera le quotient i — x et le 
reste 

— X* — 2X* — 2,r‘ — x‘j^* — x’ — 2X** — 2x" — ar” * 4 — JT'® — ... ; 

qu’on divise ce reste par le premier terme —x^, et l’on aura le polynôme 

s'—-. 14-2x4- 2X* -+- .r’ ♦ * -+- X* 4- 2x’ 4- 2 .r* -f- X* * ♦ -+- x” 4- . . . , 
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par lequel on divisera maintenant le polynôme s, ce qui donnera le quo- 
tient I — a? et le reste 

on divisera donc ce reste par le premier terme x} pour avoir le po- 
lynôme 

*"= I -I- 3 ^ 7 4 - 63:’ -l-6r' -t-ÔÆ:*-!- 77 r* 4-9^’ 4 -n 37*4-1 337“ 4-123^'" + , 

et ensuite on divisera le polynôme s' par le dernier polynôme s", ce qui 
donnera le quotient 1 —3? et un reste nul; d’ou l’on conclura d’abord 
que la série proposée est effectivement récurrente. 

Pour en trouver maintenant la fraction génératrice, il n’y aura (|u’à . 
considérer les quotients i — • 37, i — 37, i - ,v, et les premiers termes des 
restes — 37’, 37^; et, prenant tant les uns que les autres à rebours, on en 
formera les quantités suivantes 

l' — I — 37, 

(1 — x) '^' ~ x‘\ = I 237 4- 237*, 

?"= (l - 37) X'~ -t- 4^’ - 337* 4- 37*, 


dont les deux dernières donneront la fraction cherchée savoir 


I — a 37 4- 237' 


l — - 33- 4- 437' — 33' 4- X * 


D’où l’on voit que la série proposée est récurrente du quatrième ordre, 
ayant pour échelle de relation les coefficients 3 , — 4- ‘ comme 

le dénominateur 

1 — 334 437’ — 33* 4 3* 

se résout dans les facteurs 


(1 - 3)’, 


— 34 x \ 
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et que ce dernier se résout encore dans ces deux facteurs imaginaires 


1 J — 3 

i_ > _ + 1 

2 2 




2 2 


X, 


OU bien 


I — (cosGo® -4- v/— I sinôo®)^;, i — (cos6o" — y/— i siiiGo”)^, 
ou, ce qui revient au même, 

, _ e6o*.v/=î^^ , _ 

011 pourra décomposer la fraction génératrice en ces quatre-ci 


K ^ K, 


M 


I X (i xY I — I — 


et l’on trouvera 


K=-I, K.=:l, 


L = 


^ 60"./— 1 J ^ ^ ^ - 30 "V -1 

>60" 60"V~ 


^60*V~1 ^“C0"V' 


__g30-V-1x 


_ gSO-V-i X 


p30"V-1 


g30".V'~l 80"V-I 2 COS 


et de même 


M=: 


g_30-V-1 ^ 

2 COS 3o® 


de là on trouvera le terme général 

[K + (m + Le'” '** *^* + x", 


c’est-à-dire, en substituant les valeurs des coefficients K, K,, L, M et 
réduisant, 

r cos{3o® -4- in.6o®)n 

m H i s ; X”. 

L cos 30” J 
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Remarque II. 

15. Au reste il serait peut-être encore plus simple et plus commode 
d’employer dans le calcul les restes tels qu’ils se trouvent, sans les di- 
viser par leurs premiers termes, comme nous l’avons dit ci-dessus; il 
est vrai que, de cette manière, les quotients renfermeront nécessaire- 
ment des puissances négatives de x; mais il n’y aura alors qu’à faire 

disparaître les puissances négatives de la fraction génératrice en 

multipliant le haut et le bas par la plus haute puissance négative qui s’y 
trouvera . 

Ainsi l’on peut réduire la solution du Problème précédent à cette règle 
fort simple : 

Divisez l’unité par la série proposée s, et continuez la division jusqu'à ce 
qu’il y ait dans le quotient deux termes qui renferment deux puissances 
consécutives de x, comme px' 4- ; divisez ensuite la série s par le reste 

de cette division, et avec les mêmes conditions ; divisez, après cela, le second 
reste par le premier, et continuez ainsi en divisant le nouveau reste par le 
précèdent, de manière qu’il y ait toujours dans chaque quotient deux termes 
de la forme précédente ; si la série s est récurrente, on parviendra nécessai- 
rement à une division exacte; et alors, nommant 

P q , p' x^ -i- q' x>^-*-' , p" x" q" x'"*-' , . . . , pV'-o x" -v q<^''-''> x""*-' 

les quotients trouvés dans les n divisions, on aura 

I 

s = 

px^-hqx^"^' -I 

p'x^ -+- q'x^'^' -I — ^ — 

p" X' q" x'"^' -+-. ^ 

68 
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Donc, faisant 


on aura 


[px^ 4“ y 4“ 

- -^(«) 


Exemple 111 . 

16. Pour confirmer la règle précédente par un Exemple, soit proposée 
la série 

I, 4 > lo» *9, 3 i, 46 > 64, 85 , 109, i 36 , 166, 199,..., 
on en formera la série 

V == I 4 - 4- lOcr^ +- -h 3i h H- 64*^® H- 85.r’ -f- 109 jr* 4 - i36æ*‘^4- i 66 .>c’'® 4 - . . . , 

et l’on fera l’opération suivante, qui est analogue à celle qui sert à trou- 
ver le plus grand commun diviseur de deux quantités. Divisant d’abord 
I par^, on trouvera le quotient i — et le reste 

S = 6 x ^ 4 - 2 I 4 “ 45^^ -H- 78^^ 4 - 120,^?® 4-171^’ 4 - 23 | ,r* 4 - ioox * 4 - . . . . 

Divisant ensuite s par s', on a le quotient -f- et le reste 

„ u. 2;' Q.r‘ i 5 a?* ^ 5 x '^ 63 ar’ 

s ' — —, h —, h 2 1 h 3-; 1 21 X* -h zn x*-i- . . . ; 

443.24 4 

continuant ainsi à diviser par s", on aura le quotient 8 + et comme 
il ne reste rien de cette division, l’opération sera terminée; en sorte qu’on 
sera assuré que la série proposée est véritablement récurrente. 
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Or, puisque les quotients trouvés sont 




on fera 


i =i, 

^' = 8-H4ar, 





A 

3x 


4 

3’ 


3.r’ X 


4^ 

X' 


P" 

e( l’on aura c’est-à-dire, en multipliant le haut et le bas par 


3.1^ 


+ X -h X '‘ 


I — 3x -h 3x^ 


pour la fraction génératrice de la série proposée. On voit par là que, 
comme le dénominateur de cette fraction est le cube de i — a?, la série 
ne peut être autre chose qu’une série algébrique du second .ordre; c’est 
aussi ce que l’on aurait pu reconnaître d’abord, puisque les différences 
secondes sont constantes. 


Remarque III. 

17. Quoique, généralement parlant, dans la fraction génératrice » 

le dénominateur doive être un polynôme d’un degré plus grand que 
celui du numérateur, cependant il peut arriver que quelques-unes des 
plus hautes puissances de a? s’évanouissent dans le dénominateur, en 
sorte qu’il se trouve abaissé par là à un degré égal ou moindre que celui 
du numérateur; dans ce cas, la série récurrente qui en résultera sera 
aussi d’un ordre moindre qu’élle n’aurait dû être; mais elle contiendra 
au commencement un certain nombre de termes irréguliers, après les- 
quels seulement elle commencera à être véritablement récurrente. Ainsi 

68. 
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notre règle sert également, soit que la sçrie soit récurrente dès son com- 
mencement, ou qu’elle contienne d’abord quelques termes irréguliers. 
Éclaircissons ceci par un Exemple. 


Exemple IV. 


1 8. Soit proposée la série 

I, I, 3 , 7 , i 8 , 4 ?» 1 ^ 3 , 322 , 843 , 2207 , 5778 ,...; 

on en formera d’abord celle-ci 

s = 1 + X Sx' + '] + 18a:* -h ^^x^-h I 23 .^‘ + 322 . r’ -t- 843 :r* 

et l’on procédera comme dans l’Exemple précédent. Divisant donc 
I par s, on a le quotient i —x, et le reste 

s'~ — 2x ' — 4'*'’ — iix* — 29.*'* — 76^* — 199^’ — 521 Æ* — ... ; 


divisant ensuite s par on a le quotient 

O4 OC 


— ) et le rCwSte 


s 


1/ 




2 



2 2 


divisant encore s' par s", on trouve le quotient 4 — da;, et le reste 
sT— — 5 x* — \ 5 x' — 4 *^^* — io 5 x’ — ... ; 


enfin, divisant s" par s'", on a le quotient - 1 - et il ne reste rien; 

d’où il s’ensuit que la série proposée est nécessairement récurrente. 
Ayant donc trouvé les quatre quotients 



1 


I — Xy 


4 — 8x, 


I 

lOX^ 


10 X 
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on en formera les quantités suivantes 


1=1, 


r = 


I 

lOX^ 


I 

lO^ 


541 


r = (4-8x)r+E=g^, 


2 

5x 


5’ 





I 

5^^ 


3 I 
5x^ 5x^^ 


dont les deux dernières donnent la fraction génératrice 

I — 20 : + 

I — 3x -h X’ ’ 


or, comme a; est élevé à une puissance plus haute dans le numérateur 
que dans le dénominateur, il s’ensuit qu’en divisant celui-là par celui-ci, 
jusqu’à ce qu’on arrive à un reste où l’exposant de x soit moindre que a, 
(|ui est le plus grand exposant du dénominateur, la fraction se réduira à 


• X — 2 -h 


3 — 70 : 

1 — 3x -h x^"^ 


d’où l’on voit que la série s n’est autre chose qu’une suite récurrente 
provenant de la fraction 

3 — ^x 
I — 3x H- x^^ 


à laquelle on a ajouté au commencement les deux termes arbitraires 

2 , X J 

de sorte qu’en retranchant ces deux termes de la série s on aura celle-ci 
3 -(- 2x 3x’ H- -f- 18 a;* -4- . . . , 
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qui sera récurrente dès le commencement; ou bien on pourra diviser le 
numérateur 

l — 2X -j- 


par le dénominateur 


I — 3x -h 07% 


en commençant par le terme i, et, continuant la division jusqu’à ce 
que l’on arrive à un reste qui renferme un nombre de termes moindre 
d’une unité que le diviseur, on aura ainsi le quotient i et le reste 
— aa;’; en sorte que la fraction deviendra 


I + X x' : 

I — ÔX --h X^ 

d’où il est facile de conclure qu’en retranchant de la série s les deux 
premiers ternies i + a;, et divisant les autres para;*, on aura une série 
récurrente régulière, dont la fraction génératrice sera 

3 ?. X 

\ — 3 X -h .r ^ 


Remarque IV. 

19. La solution du Problème précédent n’est, comme l’on voit, 
qu’une .simple application de la Théorie des fractions continues; mais, 
quoique cette Théorie ait déjà été traitée par plusieurs grands Géo- 
mètres, il parait que l’application dont il s’agit peut néanmoins être 
regardée comme neuve à plusieurs égards, et surtout relativement au 
point de vue sous lequel nous venons de l’envisager. En effet on n’avait 
point encore de méthode générale pour reconnaître si une série pro- 
posée, dont on ne connaît que la valeur de quelques termes consécutifs, 
est du genre des récurrentes, et pour trouver en même temps la loi de 
.ses termes. Le seul cas où l’on pût trouver à posteriori la loi d’une série 
était lorsque, en prenant les différences successives de ses termes, on 
parvenait à des différences constantes; or il est clair que ce cas n’est 
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qu’un cas particulier de notre Théorie générale, car on sait que toute 
série qui a des différences constantes d’un ordre quelconque n’est autre 
chose qu’une série simplement algébrique du même ordre; par consé- 
quent ce n’est qu’une espèce de séries récurrentes dont l’échelle, au 
lieu d’être un polynôme quelconque, est une puissance du binôme par- 
ticulier I — X (n" 7 ). J’avoue que la méthode des différences est plus 
simple et plus commode que celle des fractions continues que nous ve- 
nons d’exposer; au.ssi est-elle préférable pour trouver la loi des séries 
qui ont des diflerences constantes d’un ordre quelconque; mais, si en 
prenant les différences successives des termes d’une série on ne parvient 
jamais à des différences constantes, il faut alors avoir recours à notn* 
méthode, pour voir si la série est au moins du genre des récurrentes. 

Au reste il est bon de remarquer que, si l’on prend les différences 
successives des termes d’une série récurrente quelconque, ces diflé- 
rences formeront elles-mêmes une autre série récurrente du même 
ordre; car soit la série récurrente 

T -t- T' æ: T" -+■ T'*x’ -f- -t- T' -I- . . . , 

laquelle résulte de la fraction 

[o] 4- [i I .r -I- [ 2 ] .r’ 4- . . . 4- [n — i] x""' 

(o) 4- (i) .r 4- (2 ) x’ 4- . . . 4- {«) .r" ’ 

qu’on mette, tant dans la série que dans la fraction, à la place 

I -T" 

de X, et qu’on divise ensuite l’une et l’autre par 1 -t- æ;, il est clair «lue 
la série deviendra celle-ci 

T T'x Txl_ JTx’ 

I 4 - X (14- xY "^(14- x)’ ( I 4- x)‘ ’ 

laquelle, en développant les puissances de 1 -h x, suivant les règles 
connues, et ordonnant les termes suivant x, se réduit à cette forme 

T -h (T' - T) X 4 - (r- 2 T'-h T) x’ + . . ., 

c’est-à-dire, à 

T 4 - AT.X4- A’ï.x'^ 4 - A‘T.x‘4-. . ., 
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en marquant par AT, A®T, A* T,... les différences successives des pre- 
miers termes de la série T, T', T",..., c’est-à-dire, les différences pre- 
mière, deuxième, troisième,... de ses termes, en sorte que l’on ait 

A T = T' - T, 

A’T = T" - 2T' + T, 

A»T = T*'-3T"-l- 3T'-T, 


Ai*T= TCi*)— uT(>"-'>4- — . ..±T. 

Cette nouvelle série sera donc égale à la fraction 

[o] (i 4- x)""' 4- [i] Æ’(i -4- x)”-^ 4- [ 2 ] 4- a; y'-* 4- ... 4- [n — i] x"' ' 

(o) (i 4- .r)" 4- (i) æ: (r 4- 4- ( 2 ) 4- x)'‘~^ + . . . -h (n) x" ’ 

dont le numérateur et le dénominateur, étant développés et ordonnés 
suivant les puissances de x, seront aussi des polynômes, l’un du degré 
n — I, l’autre du degré n, comme ceux de la fraction génératrice de la 
série primitive; d’où il est aisé de conclure que la série des différences 

T4- AT..r4- A’T.^’4- A®T.ir»4-. • . 

sera également une série récurrente du même ordre n que la propo.sée 

T4-rx4-T"x»4-.... 

On pourra donc aussi appliquer noire méthode à la série des diffé- 
rences dont nous venons de parler, et dès qu’on en aura trouvé la frac- 
tion génératrice, si elle en a une, il n’y aura qu’à y substituer à la 

place de a;, et la diviser en même temps par 1 — a:; on aura sur-le-champ 
la fraction génératrice même de la série proposée. 

Si la série proposée est purement algébrique de l’ordre n — i, alors 
on sait que les différences de l’ordre n — i doivent être constantes, et 
par conséquent celles des ordres suivants nulles; en sorte qu’on doit 
avoir dans ce cas 


A"T = o, A"-*"T=:o,...; 
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or c’est aussi ce qui résulte de l’analyse précédente; car dans ce cas la 
fractiort génératrice de la série aura pour dénominateur (i -- æ)”, et il 
est facile de voir qu’en y faisant les substitutions et les réductions indi- 
quées pour avoir la fraction génératrice de la série des différences, cette 
dernière fraction ne contiendra plus x à son dénominateur, de sorte 
qu’elle deviendra un simple polynôme du degré n — i; d’où il s’ensuit 
que les termes affectés de ic", x'‘*\... dans la série des différences de- 
vront être nuis; ce qui donnera donc 

A''T=:o, A'‘"^'T=;0, 

En général, si la série proposée 

T + Tx + T'x‘ + ..., 

qu’on suppose toujours de l’ordre n, contient une partie purement algé- 
brique de l’ordre m — i, le dénominateur de sa fraction génératrice 
aura nécessairement pour facteur la puissance (i — a?)'", laquelle s’éva- 
nouira par la substitution de ^ à la place de x; en sorte que la série 

des différences se trouvera rabaissée d’elle-même à l’ordre n — m\ mais 
elle aura au commencement m termes irréguliers, après lesquels elle 
deviendra régulière de l’ordre n — m, comme on l’a expliqué ci-dessus 
(n" 18 ). 

Ainsi, en rejetant les termes irréguliers 

T, AT . X, A'T .x\..., A'—' T . x"‘- ’ , 

et divisant les autres par a/", on aura la série régulière 




laquelle sera donc récurrente de l’ordre n — m et ne contiendra plus de 
partie algébrique. 

VI 69 
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Remarque V. 

20. Il est encore bon de remarquer que Ton peut toujours simplifier 
une série récurrente et la rabaisser k un ordre inférieur, en y détruisant 
quelques-unes des séries partielles dont elle est composée, pourvu qu’on 
connaisse seulement l’échelle de relation de ces séries, c’est-à-dire, le 
dénominateur de leur fraction génératrice; car, comme ce dénominateur 
doit être un facteur de celui de la fraction génératrice de la série totale, 
il s’ensuit que, si l’on multiplie cette série par le même facteur, la série 
résultante deviendra nécessairement plus simple, puisque sa fraction 
génératrice n’aura plus pour «lénominateur que l’autre facteur, en sorte 
que les séries partielles dépendant du premier facteur se trouveront 
entièrement éteintes. 

Il faut seulement observer que, dans ce cas, la nouvelle série contien- 
dra, au commencement, autant de termes irréguliers qu’il y a d’unités 
dans le degré du multiplicateur; de sorte qu’il faudra retrancher ces 
termes et diviser ensuite les autres par la plus haute puissance de x, 
dont l’exposant sera le nombre des termes retranchés. 

Soit, par exemple, la série de l’ordre n 

T + Tx -f- T' -t- 'r.r’ -H T'’'.r‘ 4- . . . , 

P 

dont la fraction génératrice soit P étant un polynôme du degré n — r , 
et Q un polynôme du degré n, dont les n facteurs soient 

t — px, I — qx, I — rx, I — SX,...; 

on aura, pour l’expression du terme général de la série, 

Tt'"^ — Kp" -t- Lq" -t- M r”* -t- Ns” h- .... 

Maintenant, si l’on suppose qu’on connaisse les deux quantités p et q, 
on pourra simplifier la série proposée et la rabaisser à l’ordre « — 2 , en 
y détruisant la partie qui répond aux termes K/>'", hq'"\ car pour cela il 
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n’y aura qu’à la multiplier par le polynôme formé des facteurs i — px, 
\ — qxy c’est-à-dire, par 


et, désignant par 


I ~ {p + q)x + pqx\ 


t + t'x + t"x^ -h l"'x^ -I- -f- , . . 


la série résultant de cette multiplication, il est clair que cette série aura 
pour fraction génératrice en supposant 

Q — {i — px){i — qx)Q', 


en sorte que Q' sera un polynôme du degré n — 2, formé par le produit 
des autres facteurs simples r — rx, 1 — sx Qu’on retranche main- 

tenant de part et d’autre les deux premiers termes t -h t'x de la série, 
on aura 


l"xi ^ ^ y X* -h rx’‘-h 


Q' 


[1 + t'x): 


l^-{t-ht'x)Q' 

Q, 


Or, P étant un polynôme du degré n — i et Q' un polynôme du degré 
n — 2, il est clair que 

p_(f -f- t'x)Q’ 

sera aussi un polynôme du degré n — i; et, comme toute la série est 
divisible para?’, il s’ensuit que ce dernier polynôme devra l’être aussi, 
et qu’il manquera par conséquent de ses deux premiers termes, en sorte 
qu’il sera de la forme x^ P', P' étant un polynôme du degré w — 3 ; donc, 
divisant de côté et d’autre par x^, on aura la série 

t"-^-t"'x 4- l'^’x^ + r X* + . . 


P' 

dont la fraction génératrice sera q?» en sorte que le terme général de 
cette nouvelle série sera de la forme 

M'r" 4- N's” 4- . . . , 


de manière qu'elle sera récurrente de l’ordre n — 2. 


69, 
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Or, si l’on traite celle série par notre méthode et qu’on en détermine 
p/ .... P 

la traction génératrice qj? on pourra retrouver la fractiort primitive ^ 
de la série proposée; car on a d’un côté 


Q = {i — px){i — qx}Q', 

et de l’autre on a 

P-(i4- = 

et, par conséquent, 

P=:(/^-<'a7)Q'4-P'.^■^ 


Kn général, soit R le facteur connu de Q, lequel soit du degré p, en 
sorte que Q=RQ', Q' étant un polynôme du degré n—p; on multipliera 
la série proposée par R, ensuite on en retranchera les p premiers termes 
que je désignerai par S, et le reste, étant divisé par xp, sera une série 
récurrente de l’ordre n~p; en sorte que la recherche de la fraction 
génératrice sera beaucoup plus simple que celle de la fraction de la série 


* • • • Jr • • 

primitive. Or soit ^7 la fraction génératrice de cette nouvelle série; on 
fera 

Q = RQ' et P^SQ' + ^i-P', 


et la fraction ^ sera celle de la série proposée 

T T'æ^ + Tx'‘ - 4 - . . . . 


PROPOSITION III. 

Pboblème. 

21. Étant donnée une suite récurrente dont on connaisse déjà la frac- 
tion génératrice, on propose de trouver la fraction génératrice de la même 
série continuée en arrière. 

Soient 

T, T, T", T®,..., TW, T("-+'),... 
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les termes de la série donnée, et supposons que, en continuant la même 
série en arrière, on ait les termes 

T, 'T, "T, "T,..., ("OT, 

de sorte que la série continuée des deux côtés soit représentée ainsi 

WT,..., '"T, "T, 'T, T, T', T", T'",..., T("‘\ 

où les termes en allant de la gauche à la droite soient tous formés les 
uns des autres, suivant une même loi générale. 

Soit de plus 

M [l 1'^ + [^] 4- . . . + [« — ij 

(o) -4- (l) ^ -h (3):r3 4- . . . -I- 

la fraction génératrice de la série 

T + Tx ■+■ Tx' + T'x^ 4- ... ; 

la question est de trouver la fraction génératrice de la série 

T + Tx - "Tx‘ 4- "'ïx’ 4- "Ta;‘ 4- . . . . 

Pour la résoudre, supposons que la fraction donnée soit décomposée 
en ces n fractions simples 

K L M N 

4" 4- h 4“ ... ; 

i—px i — qx i — rx { — SX 

on aura, pour l’expression du terme général celle-ci 

{Kp"‘ 4- Lq" 4- Mr'" Ns"' 4- . . . i x'", 

d’où 

J(,„) — K/)'" 4- L^'" 4- M r"' -h N 4"' -I- 

Or, comme cette expression deT''"^ doit être générale pour tous les 
termes de la série, il est visible que, pour avoir les valeurs des termes 


'T, "T, “T,..., (")T 



550 FORMATION DES TABLES DES PLANÈTES 

qui précèdent le terme T®, il n’y aura qu’à faire successivement 

tn — I f ~~ 3 ÿ • • • y ffi y 

(le sorte qu’on aura 

("îT^: K/)-"+ L^-'"-»- Mr-” 4-N«-“-)-...; 

donc le terme général ''"'T a?™ de la série 

T + 'Tx-h"Tar» + '"Ta:*-t-... 

sera représenté par la formule 

(K/)-'" 4- 1^-”+ Mr~"‘-h Ns'-” + ...)x”; 

d’où il est facile de conclure que cette série résultera du développe- 
ment des n fractions 



lesquelles étant réduites à une fraction unique, on aura la fraction gé- 
nératrice cherchée. 

Considérons donc l’équation identique 

[o] H- [i].r H- -H . , , 4“ [/I _ K L M 

(o) -h (l)x-h . . . -f - ^ \—px I— l — rjc 

et voyons quelle transformation on doit faire subir au premier membre, 
pour que le second se change en celui-ci 

KLM 

1 1 -t- 

XXX 
I I I 

P ? '• 

Je remarque d’abord qu’en faisant x s: o on a 


f^ = K-(-L-hM4-...; 

(o) 
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ensuite, si l’on met ^ à la place de a?, et qu’on fasse les réductions or- 
dinaires, on aura 

— i]jr Ko: Lx Mj 

(o)ar"-H (a) . .. + («) ^ p~x <j — X ~ r — X ' 

retranchons cette équation de la précédente, et l’on aura celle-ci 

[oj _ [o].r“+ [i] x"-'-^ [a] .r" * . -t- [/« - i].r 
(o) (o) (i)x“'‘ -t- (a).f" 


On aura donc 



[o] [o].r”-+- [i].r'‘ ‘ -t - [aj.r"'’-)- . . . -h [// — i].r 

(o) (o)x'‘-t- (i).c" ■' -h (a)j'"- ... -I- (/i) 


T + 'T,r-H"T.r“ + "Tx> 


or, faisant a =o, on a ^^=T; donc, retranchant cette équation de la 

précédente et divisant le reste par x, on aura, en ordonnant les termes 
suivant les puissances croissantes de x, 


[«- i] -H [« — ajj: [« — [o]x" ' 

(«) -f- (ff — I ) X {« — a) .t-’ H- (« — 3 ) -f- . . . -H (o) x" 


= 'T -h ''T.f -+- "’T.f' -H • 'T x-* X- . . . . 


Ainsi le Problème est résolu. 


Remarque 1. 

22. Quoique l’analyse précédente .soit fondée sur la décomposition 
de la fraction génératrice donnée dans les fractions simples 

K L 

— — — f- ————— . J 

I — px I — qx 

décomposition qui suppose que les facteurs binômes i — px, i — qx,... 
soient tous inégaux, cependant il est facile de se convaincre que notre 
démonstration n’en .subsistera pas moins quand il se trouvera des fac- 
teurs doubles, ou triples,...; car on sait que le cas des facteurs égaux 
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peut toujours se ramener à celui des facteurs inégaux, en regardant les 
quantités égales p, q, ... comme infiniment peu différentes entre elles; 
de sorte que, comme la conclusion à laquelle nous sommes arrivés est 
indépendante de la forme même des facteurs i—px, i — qx,..., il s’en- 
suit qu’elle aura lieu, soit que ces facteurs soient tous inégaux ou non. 

Remarque II. 

23. J’appellerai, pour plus de simplicité, polynômes contraires ceux 
qui, étant du même degré, ont aussi les mêmes coefficients, mais dis- 
posés en sens contraire. 

Ainsi les deux polynômes 

( O ) H- ( I ) ( 2 ) X'* -f- 1 3 ) . . -H ( « ) x", 

[n] + { n — i) X {n — i) x'‘ {n — Z) ( o) ( X Y 

seront des polynômes contraires. 

Donc, si l’on a 

(o) = (rt), (0 = 0 — ( 2 ) — (n — 2 ),. . 

ce qui est la propriété des polynômes qu’on appelle réciproques (n“ 6), il 
est clair que les deux polynômes contraires seront les mêmes; vice versâ, 
il est visible que tout polynôme, qui sera le même que son polynôme 
contraire, sera nécessairement réciproque. 

De ces définitions des polynômes contraires et réciproques, il est facile 
de déduire les propriétés suivantes de ces mêmes polynômes : 

La somme de deux polynômes contraires est un polynôme réci- 
proque du même degré. 

Et, en général, si P et Q sont deux polynômes contraires du degré «, 
le polynôme P-f-Qa;'" sera un polynôme réciproque du degré n-^m. 

2 ® Le produit de deux polynômes contraires est un polynôme réci- 
proque d’un degré double; ainsi tout polynôme réciproque d’un degré 
pair peut être regardé comme le produit de deux polynômes contraires. 
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3° La somme ou la différence de deux polynômes réciproques du 
même degré est aussi un polynôme réciproque d’un pareil degré. 

Et le produit de deux polynômes réciproques de quelque degré que 
ce soit est toujours un polynôme réciproque d’un degré égal à la somme 
des degrés de ces polynômes. De même le quotient de deux polynômes 
réciproques, lorsque l’un est divisible par l’autre, sera un polynôme ré- 
ciproque d’un degré égal à la différence de ceux des deux polynômes. 

4“ Tout polynôme réciproque d’un degré impair est divisible par 
f -h X, et le quotient sera aussi un polynôme réciproque; car il est 
visible qu’en faisant x = — \ les deux termes extrêmes du polynôme 
se détruiront l’un l’autre, ainsi (|ue les autres termes équidistants des 
extrêmes; et, comme i -f- a? est lui-même un polynôme réciproque, il 
s’ensuit que le quotient le sera aussi. 

5“ La différence de deux polynômes contraires est divisible par i — x, 
et le quotient est un polynôme réciproque; car soient P et Q deux 
polynômes contraires de quelque degré (pie ce soit, il est clair qu’en 
faisant x = i on aura P = Q ou P — Q = o; donc P — Q sera divisible 
par i~x. Maintenant, si l’on multiplie la différence P — Q par i — r, 
on aura 

P — Q — -1-- Qx, 

qui sera, par conséquent, divisible par ( i —xf^; or P-i-Qa? est un poly- 
nôme réciproque, et Q -t- P a? en est un aussi du même degré (i"); donc 
la différence P-f-Qa; — Q — Pa; sera un polynôme réciproque (3“); d’un 
autre côté, 

( I — — 2 X -T- X- 

est aussi un polynôme réciproque; donc le quotient de ces deux poly- 
nômes, c’est-à-dire, le quotient de P — Q par i — a:, sera encore un poly- 
nôme réciproque (3"). 

On peut démontrer de la même manière que P — Qa?'" sera divisible 
par r — a;, et que le quotient sera un polynôme réciproque. 

Ces propriétés des polynômes contraires et des polynômes réciproques 
vont nous servir pour tirer différentes conséquences de la solution du 
Problème précédent. 

VI. 


70 
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Corollaire I. 

M 

24. Soit Y fraction génératrice de la série récurrente de l'ordre n 

( A ) T 4- T'x -f- T'x^ + T"x‘ + T'»^* + . . . , 

P étant un polynôme du degré n, et M un polynôme du degré n — \ . 
Que Q soit le polynôme contraire à P, et N le polynôme contraire à M, 
N 

on aura — ^ pour la fraction génératrice de la série 

( B) 'T + "T.r 4- "'Ta-' + "Tx^ + ''Tx* + . . . . 

Donc, si l’on ajoute ensemble les deux séries (A) et (B), ou qu’on les 
retranche l’une de l’autre, on aura la nouvelle série 

( C ) ( T ±: 'T ) -(- (ï' ± "T ) X + ( T" ± '"T ) O.'» 4- i T'" ±: ■ ''T ) -t ■ . . . , 

dont la fraction génératrice sera égale à 

_M _ N 
P Q’ 

Supposons que le polynôme P soit le produit d’un polynôme réci- 
proque n d’un degré quelconque pair av par un autre polynôme P', qui 
sera par conséquent du degré n — 2 v, en sorte que l’on ait 


p = np'. 


Soit Q' le polynôme contraire à P'; comme n est un polynôme réci- 
proque, il est clair qu’on aura 


Q=nQ'. 

Ainsi l’on aura 

M N 
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c’est-à-dire, en réduisant au même dénominateur, 

MO'q^NP' 

flP'Q' 

pour la fraction génératrice de la série (C), 

Or, comme M et N sont deux polynômes contraires du degré n— i , 
et P', Q' deux polynômes aussi contraires du degré n — av, et que d’ail- 
leurs n est un polynôme réciproque du degré av, il s’ensuit-de ce qu’on 
a démontré dans le n*^ 23 : 

i” Que le dénominateur tl P'Q' de la fraction dont il s’agit sera un 
polynôme réciproque du degré pair 

9 .{n — -îv) + ~ 2 {n — V); 

2 " Que le numérateur MQ' qp NP' de la même fraction sera égal à un 
polynôme réciproque du degré pair 2 (n~ v — 1 ), multiplié par 1 qpa?. 


Coroi, LA iRE II. 


25. Si l’on ajoute à la série (Aj, ou qu’on en retianche la série (B) 
multipliée par x, il viendra celle ci 

(D) T -h (T'±'T),r -f- (T"±"ï)x’-t- (T"'±'"T)jir’ 4 -. . 

dont la fraction génératrice sera donc égale à 

M Njc 

Soit, comme ci-dessus, 


on aura donc 


M 

DP' 


P^rHP' et Q=nO'; 


Nj: , , J. 

I|-Ô7> cest-a-dire. 


MQ' q: NP'x 
nP'Q' 


pour la fraction génératrice de la série (D); d’où l’on voit ; 

I® Que le dénominateur de cette fraction sera le même que colui de 
la fraction génératrice de la série (C), c’est-à-dire, un polynôme réci- 
proque du degré pair a (n — v) ; 
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2 " Que, si l’on prend le signe supérieur, la fraction aura pour numé- 
rateur un polynôme réciproque du degré 2 {n - v — \) multiplié par 
I — a?*; car ce numérateur, étant égal à MQ'— NP'a?, sera représenté par 
un polynôcne du degré 2 (n — m) divisible par i — x, et qui, par cette 
division, deviendra un polynôme réciproque du degré 2 {n — v) — \ 
fn°23, or ce dernier polynôme, étant d’un degré impair, sera en- 
core divisible par r -t- a?, et deviendra, par cette division, un polynôme 
réciproque du degré 2 (« — v) — 2 (numéro cité, 4"); donc, etc. ; 

3" Que, si l’on prend le signe inférieur, le numérateur de la même 
fraction sera un polynôme réciproque du degré 2 (/i — vj, c’est-à-dire, 
du même degré que son dénominateur; ce qui est évident par ce qu’on 
a (lit dans le n" 23 (i"). Donc, si l’on retranche de la fraction le premier 
terme T de la série, la fraction restante, après avoir réduit au même 
dénominateui', aura encore pour numérateur un polynôme réciproque 
de même degré (n"23, 3"); mais ce numérateur doit être divisible para?; 
donc il faudrâ que son premier terme, où x n’entre pas, soit nul; par 
conséquent le dernier terme, qui renferme et qui a le même coef- 
ficient que le premier, sera nul aussi; effaçant donc les deux termes ex- 
trêmes du numérateur, et divisant les autres para?, on aura un polynôme 
réciproque du degré 2 (rt — v) — 2 pour le numérateur de la fraction gé- 
nératrice de la série 

( T' - 'T ) -e I T" - "T ) Æ- + ( T'" - "'T ) -h.... 

COROLLMRE 111. 

26. Donc, si l’on divise la série (Cj du Orollaire I par 1 t , ou, ce 
qui revient au même, qu’on la multiplie par la série 

t ± X -f- .r’ ± x’ -f- a ' ± . . . , 

on aura, en prenant successivement les signes supérieurs ou les infé- 
rieurs, deux séries dont l’une sera 

I E) t -i- i'x -h -h ('"x’ -h + r X -h . . . , 
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t =T -i-'T, 

/' =T' 4- T -t-'T 4- "T, 

/" = T" 4- T' 4- T 4- 'T 4- "T 4- '"T, 

T" 4- T" 4- T' 4- T 4- 'T 4- "T 4- "T 4- ■’^T, 


et dont l’autre sera 

(F) {t)-\-{t')x+{t").r^ + { t'")x^ 4- ( <■' ) 4- ( r ) 4- . . . , 

dans laquelle 


(/) =T -'T, 


(/') =T' - T +'T-"T, 


(r) = T"- T' 4 - T - 
(t"') = T" — T" 4- T' 


T4- 'T-"T4-'"T-''T, 


lit ces deux séries auront l’avantage de tirer leur origine de tractions 
génératrices qui auront pour dénominateur un même polynôme réci- 
proque du degré pair 2(/i — v — i) et pour numérateur des polynômes 
aussi réciproques et du degré a (n — v — i). 

De même le Corollaire II fournira deux autres séries qui auront les 
mêmes propriétés, et dont l’une sera la série (D), prise avec les signes 
supérieurs et divisée par i — ou, ce qui revient au même, multipliée 
par la série 

I 4- 4?’ 4- X * 4- X" 4- . . . , 

et dont l’autre sera la même série (D), prise avec les signes supérieurs 
et divisée par x, après en avoir retranché le premier terme T. 

Ainsi la première de ces séries sera de la forme 


(G) 


t^t'x + t"x^ 4- i‘"x^ 4- VX* 4- r 4- . . . 
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où 

/ =T, 
t'=T + 'T, 
r = T"+ T +"T, 

fl» _ -J/» J/ ^ (J 


et la seconde sera de la forme 

où 

(O =T' - 'T, 
(/') =T" - "T, 
(r) = T*' ~ "T, 
(<"')::= T” -‘'T, 


On a donc par là le moyen de transformer une série récurrente d’un 
ordre quelconque n en d’autres de l’ordre 2 (« — v) qui aient les condi- 
tions dont on vient de parler. Or, quoique ces transformées soient en 
elles-mêmes d’un ordre supérieur à la proposée, elles peuvent néan- 
moins être abaissées à un ordre inférieur; car nous allons faire voir, 
dans le Problème suivant, que toute série récurrente dont la fraction 
génératrice a pour numérateur et pour dénominateur des polynômes 
réciproques de degrés pairs peut être transformée en une autre aussi 
récurrente, mais d’un ordre moindre de la moitié; d’où l’on pourra con- 
clure que les séries transformées de l’ordre 2 {n — v) seront réductibles 
à d’autres de l’ordre n — v, lequel, tant que v n’est pas nul, sera tou- 
jours moindre que celui de la série primitive proposée. 
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PROPOSITION IV. 

Problème. 

27. Étant donnée une suite récurrente d’un ordre pair, dont la fraction 
génératrice ait pour dénominateur un polynôme réciproque d’un degré 
pair, et pour numérateur un polynôme, aussi réciproque, d’un degré pair et 
moindre de deux unités que celui du dénominateur, on propose de trans- 
former cette série en une autre pareillement récurrente, mais d’un ordre 
moindre de la moitié. 

Soit proposée la série 

t t"x^-h /'"x» + /‘’x* , 

dont la fraction génératrice soit représentée par la formule 

[o] -I- [i] X 4- [ 2 ] x’ -I- . . . + 1 2 ] x’i*"* -4- [i] x'i*" ’ -t- [o] 

( 0 ) ) X 4- ( 2 ) x’ 4- ... 4- ( 2 ) x’i*~’ 4- ( I ) x’i*-' 4 (o) .r’'‘ ’ 

en sorte que la série proposée soit de l’ordre 3fx, et supposons que cette 
série soit transformée en une autre, telle que 

d 4 - e'y 4- 0"y^ 4- r r’ 4- 4- . . . , 

laquelle ne soit que de l’ordre p., et dont la fraction génératrice soit re- 
présentée par la formule 

a 4 - ft 4 - cj’’ 4 - . . . -I- hy^~' 

\ 4- B^’ 4- L r’ 4- ... 4 - Kyi* 

Je fais, pour obtenir cette transformation, 

X 

et, substituant cette valeur de y dans la dernière fraction, j’ai, après 
avoir multiplié le haut et le bas par (i 4 - 

(l -4- X’) [«( 14 - x’)!^' 4- hx{l-h X‘‘)e-'-h CX*(l4- x’)l^*4- .. . 4 flX'^-' | 

A(l 4- x*)‘* 4 - Bx(l x’)'*“'-f- Cx'(l 4- X^)**"’-!-. . . 4- K XI* ’ 
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et cette fraction sera, par conséquent, égale à la série 

e'x 

l + x’ (i + (i -4- a:’)’ 


et, divisant tant la fraction que la série par i-hx'^, j’aurai cette fraction 

a(i -t- x^y~' 4- A.r (i 4- x^y~^-h cx ^{ i 4- 4-. . . 4- hx'^-' 

A(i 4- J?*)'*4- B(i 4- x'^y~' 4- C(i 4- x’)‘*~’4- . . . 4- Ka:!* ’ 


qui sera égale à la série 


0 Q'x 

I 4- (i 4- x'^y 


6"x^ O^'x’ 

(i 4- 4- 


Maintenant, si l’on développe les puissances de i 4- a?*, tant dans le 
numérateur que dans le dénominateur de celte dernière fraction, et 
qu’on ordonne ensuite par rapport aux puissances de cc, on verra que le 
dénominateur sera un polynôme réciproque du degré s/x, et que le nu- 
mérateur sera aussi un polynôme réciproque du degré 2|ut. — 2; en sorte 
qu’on pourra comparer terme à terme ces polynômes à ceux qui forment 
la fraction génératrice de la série proposée; et cette comparaison servira 
à déterminer les (x coefficients 


par les coefficients 


a, 6 , c,. . h 

[oj. [']. W. --, 


ainsi que les jo, 4- i coefficients 


par les coefficients 


A, B, C, K 

(O), i(), (2),. . (f/). 


Les deux fractions étant donc, par ce moyen, devenues identiques, il 
faudra que les séries qui en dérivent le soient aussi: mais, comme la 
dernière série n’est pas ordonnée suivant les puissances de a?, il faudra, 
pour pouvoir la comparer à la proposée, l’ordonner auparavant suivant 
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ces mêmes puissances; et pour cela il n’y aura qu’à y substituer, à la 
place des fractions 

I 1 I 

leurs valeurs en séries 

I 

^ I — -h X* — -h X* — . . . , 

l -h X^ 

= I — 2 j:’ -f- — 4.z-‘ + Sx>—..., 

-, = I — 3.r’ -I- 6.r* — lo a.‘ 4- i5x* — . . . , 

(l + X'')* 


et, après avoir ordonné les termes par rapport à x, on aura la série 

0 + 0'X 4- (0"— 0) X» 4- (0*'— 2 0' ) X’ 4- (0”— 3 0" 4- 0) x‘4- (0’— 4 0"'4- 3 0' )x‘ 
^(0»._50.»_f-60"_0)x*4-. . 


dans laquelle chaque terme, comme aura pour coeflicient la quantité 


0' — {X — I ^ 0^~’ 4- 


(X_2)(X-3) 


0^-^_ 


(X-3)(X-4)(X-5) 

2.3 


Comparant donc maintenant terme à terme celte série avec la série 
proposée, on aura 

t = 0, 

i' = 0 ', 

t" = 9" — 0, 

r = 0"' - 2 0', 
f = 0>» — 30"4- 0, 
r 0» — 40 "' 4- 30', 


et, en général, 

' ' 2.0 


VI. 


7' 
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d’où l’on tire réciproquement 


Q =t, 

B' -tfy 
B” =t" + t, 
r z=r-h2f, 

B''' + 3/" +2L 

B'’ = r -h -h 5t', 

gT, = 4 . 5flT_J.gf"4. 5/^ 

Qy,, — (yii ^.Qfy ^ + ï^t', 

7/" + 20/”+ 28/"+ i 4L 
0” =/” + 8/’‘' + 27/’ + 48/"'-t-42<'> 


OÙ la loi de la progression est évidente; car on voit que le coefficient 
de chaque terme, dans un rang horizontal quelconque, est égal au coef- 
ficient du terme qui lui est au-dessus dans le rang horizontal précédent, 
plus k çolpi qui est à gauche dans le même rang. Ainsi, dans la valeur 
de on a 

I=;l + 0, 8=7+1, 27 = 20 + 7, 4^ = 28 + 20, 4^ — 

e4 ainsi des autres. 

D’où il est facile de conclure qu’on aura, en général, 

0(M = /(V + (X — l) /(’'->) + ~ /(^-O + ^(^ — *)(^ — 

2 2.3 

H_ X(A-.)(X-2)(X-7) X(X-,)(X-2)(X-3)(X-9) ^ 

2 . 3.4 2 . 3.45 


Cof^OLLAIUE. 

28. Donc, si l’on a une série telle que 

t -h t'x+ l"x^ + /"x’ + <”.»* + . . . , 

et qu’on demande si elle est récurrente d’un ordre pair, et produite par 
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une fraction génératrice dont le numérateur et le dénoftiinatéur soient 
l’un et l’autre des polynômes réciproques de degrés pairs, au lieu d’em- 
ployer immédiatement la méthode générale de la Proposition II pour 
résoudre cette question, il y aura de l’avantage à transformer d’abord 
cette suite en une autre do la forme 

0 6'jr 4 - 0 " 0 "/’ - 4 - 

et à opérer ensuite sur cette dernière série par la méthode citée; car, de 
cette manière, on aura la moitié moins d’opérations à exécuter, puisque 
cette série sera d’un ordre moindre de ta moitié que celui de la série 
proposée. 

Quand on aura trouvé la fraction génératrice de la série translormée 

0 -f- O'x 0"/’ -h . . . , 

il n’y aura qu’à y mettre partout à la place de jf^, et diviser en- 

suite toute la fraction par i -f-a?*; on aura par ce moyen la fraction gé- 
nératrice même de la série primitive 

l + l'x + 4 

Cette transformation a d’ailleurs encore un autre avantage, c’est 
qu’elle facilite la recherche du terme général de la série proposée; car, 
ayant trouvé la fraction génératrice de la série transformée et l’ayant 
décomposée en ses fractions simples, telles que 

F G H ^ 

4 - (-..., 

I — ® J » — P/ 1 — 7X 

il n’y aura qu’à mettre dans chacune de ces fractions ^ ^ place 

de y, et la diviser ensuite par i -t- a?*; on aura ainsi les fractions 

F G H 

^ - -4- : -h. . 

i — vsx-ha;^ t-px-hx’ i-jx-hx^ 

7 >- 
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d’où, en faisant 



on aura, pour l’expression du terme général 



Fer'* 


F 

t-t'— /w 



OJ 

4- 

Gp'^ 

fJm 

G 

p/-m 

p'^-i 

P 

p'^-i 

4- 

H (T * 

Vw 

U 

— / — W< 



— I 


4- . 






Exemple. 


29. Soit proposée la série 

I -H 3^ 4- 5^* -h 6 ;c'' 4- 7^?' 4- 4 - 1 1 x* 4- i 2 :r’ 4 - . . . ; 

on trouvera que la transformée sera 

• % 

I -h 3^’ 4- 6 /’ 4- 12 ^’’ -t- 24/^ 4- 48/‘4- 96 /* 4- 192 4- , 

laquelle, à commencer du second terme, est une progression géomé- 
trique dont la raison est 2 ; de sorte qu’on aura sur-le-champ la formule 

, ^ ^ — , c est-a-dire, — 

I — 2X I — 2)- 

pour la fraction génératrice de cette dernière série; d’où l’on voit que 
cette série, quoique du premier ordre seulement, est cependant essen- 
tiellement une série du second ordre, mais dans laquelle le coefficient 
du terme y® dans l’échelle de relation est évanoui (n® 18); de sorte que 
la série proposée sera nécessairement du quatrième ordre. 

En effet, mettant à la place de j, et divisant ensuite la fraction 
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par I -h a?*, on aura celle-ci 

I *4“ -h .T '* 

( I 4- jr’) (i — 2a: jr*) 

pour la fraction génératrice de la série primitive 

I -f- Sa; -(- -I- . . . , 

et il est clair par là que si l’on avait voulu opérer immédiatement par 
cette même série, suivant la méthode de la Proposition 11, il aurait fallu 
procéder jusqu’à la quatrième division avant que l’opération fût ter- 
minée. 

PROPOSITION V. 


Problkme. 

30. Les mêmes choses étant supposées, comme dans la Proposition IV, 
on demande une méthode plus simple que celle de la Proposition II, pour 
trouver immédiatement la fraction génératrice de la série proposée. 

On voit, par l’analyse du Problème précédent, que la fraction généra- 
trice de la série (E) , laquelle a pour dénominateur un polynôme réci- 
proque du degré ajx, et pour numérateur un polynôme réciproque du 
degré ap — i, étant multipliée par i h- peut se transformer, par la 
substitution 

.r 


en une autre fraction qui ait pour dénominateur un polynôme en v du 
degré p, et pour numérateur un polynôme en j du degré p — i. 

Or il est clair que, par la méthode de la Proposition II, cette dertiièn; 
fraction peut se réduire en une fraction continue de la forme 


p-hqx- 


J’ 


P' ç'r- 


p" A- q"y -t- 


)•' 


P TT • 
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Donc, si Ton remet dans cette expression ^ à la place de y, et 

qu’on la divise par i + a?*, elle deviendra égale et identique à la frac- 
tion génératrice de ta série donnée (E). 

Or il est facile de voir que, par ce moyen, la fraction continue précé- 
dente deviendra celle-ci 


/^(l-+-X*) -H q,V-h 




//{l-h 4- q“jc 4-. 


(i-j- -f- 


D’où je conclus que la série (E) peut se réduire elle-même aussi en 
une fraction continue de cette forme, c’est-à-dire, dans laquelle les 
quotients provenant des divisions successives, au lieu d’être simplement 
de la forme 

p + qx, p'-hq'x, pr^q"x,...y 
comme dans la Proposition II, soient de la forme 


p-+-qxA-px^, p' q'x + p'x^, p" q" x p" x^ 


et comme les termes px^,p'x^, p"x'^,..., dont ces quotients diffèrent 
de ceux de la Proposition citée, n’inffuent point, dans l’opération de la 
division, sur les termes précédents p + qx, p' ->r q'x,,.., il s’ensuit 
que, pour réduire la série (E) en une fraction continue de la forme ci- 
dessus, il n’y aura qu’à faire sur cette série les mêmes opérations que 
dans la Proposition II, avec cetle seule différence qu'a près avoir trouvé 
les deux premiers termes de chaque quotient il faudra y ajouter encore 
le premier terme multiplié par a:®, et tenir compte ensuite de ce nou- 
veau terme dans la soustraction. De cette manière, l’opération se termi- 
nera après (J. divisions, au lieu qu’en employant la méthode de la Pro- 
position II elle exigera a (x divisions. 
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Corollaire. 

31. Lorsqu’on aura ainsi trouvé les quotients successifs 

P ^ qx - 4 - p' - 4 - q'x 4 - p'x\ p" 4 - q"x 4 - p"x^y . . . , 

on pourra en déduire la fraction génératrice de la série par la méthode 
du n® 2, en prenant ces quotients à la place des quotients 

P + qx, p'-\- q'x, p" ■+■ q"x , .... 

Mais il sera encore plus simple et plus commode de prendre pour 
quotients les simples quantités 

p +qy, />'-+- q'r, p" + q'y , .... -t- q(^<>y ; 

car, ayant formé par leur moyen la fraction en y, il n’y aura plus qu’à 
y substituer à la place dey, et à la diviser ensuite par i -i-a?*, 

comme on l’a vu dans le n® 28. 

Remar<^ue I. 

32. La méthode précédente est donc très-utile pour reconnaître si 
une série quelconque proposée est récurrente et due à une fraction gé- 
nératrice dont le numérateur et le dénominateur soient des polynômes 
réciproques de degrés pairs; car elle réduit à la moitié le nombre des 
opérations que demanderait la raétliode générale de la Proposition II. 

Si la fraction génératrice de la série devait avoir pour dénominateur 
un polynôme réciproque de degré pair, et pour numérateur le produit 
d’un polynôme réciproque de degré pair par un polynôme quelconque 
donné, alors on pourrait encore résoudre la question par la même mé- 
thode, avec cette seule différence, qu’au lieu de prendre l’unité pour le 
premier dividende, comme dans les opérations de la Proposition II, il 
faudrait prendre pour premier dividende le polynôme même donné; car 
il est visible que, de cette manière toute la fraction continue se trou- 
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vera multipliée parce même polynôme, et que, par conséquent, la frac- 
tion résultant de la réduction de cette fraction le sera aussi. C’est pour- 
quoi, après avoir trouvé dans ce cas les quotients des divisions succes- 
sives, il n’y aura qu’à chercher, à l’aide de ces quotients, la fraction 
génératrice de la série, en faisant abstraction du polynôme donné, et 
ensuite multiplier le numérateur de cette fraction par le polynôme doni 
nous parlons. 

Exemple. 

33. Je prendrai pour exemple la suite que nous avons déjà examinée 
dans le i\° 29, d’après la méthode de la Proposition IV, savoir, 

I -4- 3,r 4- 5x'^ -f- -h -h gx^ 4- 1 1 4- isæ’’ 4- 

4- i5x^ 4“ 17 4- i 8 ,r“ 4 - 4- 4- . . . , 

et voici comment je procède. 

Je commence par diviser l’unité par la série donnée 

I -f- 3;r -f- 5x’ 

que j’appelle s, et je trouve dans le quotient le terme i , à la place du- 
quel j’écris tout de suite i -4- a;*; je multiplie i -i- par la série s, et je 
soustrais le produit de l’unité, ce qui me donne le reste 

— 3x — 6 a'’ — g.r’ — 12 a' — i5a‘ — 18 a' — 21 a’ — .... 

Je continue à diviser ce reste par la série s, et il me vient dans le quo- 
tient le nouveau terme — 3x, qui, étant multiplié par le diviseur 5 et 
soustrait du reste précédent, donne le reste 

3a’ - 4 - 6a’ 4- 6a* -t- 6a* 4 - ga® 4- 1 2 a’ 4- . . • . 

Ainsi le premier quotient est 

I — 3a 4 - a’. 

Maintenant je divise le dernier reste par son premier terme 3a;* pour 
avoir la série 

I 4 - 2 a 4 - 2 a’ 4 - 2 a‘ 4- 3a* -4- 4- 4- . . . , 
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que j’appelle s', et par laquelle je divise la série s, qui a servi de divi- 
seur dans l’opération précédente. 

Celte division me donne d’abord le quotient i , à la place duquel j’écris 
de nouveau i + la multiplication et la soustraction faites, j’ai le 
reste 

X 2X^ ix* -4- 3æ.'^ 4- ^x‘ 4- 4^’ -f- . . . , 

qui, étant divisé derechef par la série s, produit dans le quotient le 
terme x', et ce terme, étant multiplié par le diviseur s et soustrait du 
reste précédent, ne laisse plus rien; d’où je conclus que l’opération est 
terminée, et que la série proposée est récurrente du quatrième ordre, en 
sorte que sa fraction génératrice a pour dénominateur un polynôme ré- 
ciproque du quatrième degré, et pour numérateur un polynôme réci- 
proque du second degré. 

En vertu de l’opération précédente, la série proposée s est donc égale 
à la fraction continue 


I - 


àx 4- -f- 




l X 


laquelle, en mettant j à la place de c’est-à-dire, 7(14-3;*) à la 

place de x, se réduit à celle-ci- 


savoir 


s = 


I 


(i4-x’)(i — 3 j)4- 


Z{i -¥■ x’^Yy*'^ 
(i 4 - 3 ;')(i 4 - 7 ) 


S 



:(i -Ha;*); 


d’où l’on voit que l’expression de j en 7 est la même que celle en x, en 
réduisant les quotients 


VI. 


1 — 3 a; -H a;’, i a; 4 - a;* 


7a 
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aux (leux premiers termes 

I — 3x, I -f- X, 


changeant ensuite x en 7 , et divisant le tout par 
Ainsi, pour avoir la fraction génératrice, on considérera les (juotients 

I — 3^, 1 H- X 


avec le premier terme 3a;* du reste de la première division, par lequel 
ce reste a été divisé; et l’on en formera (n" 13) les quantités 

^ — ^'=i + x, l"=(t-3x)l'+3x'l = t-2x; 


on changera x en j dans la fraction 
on aura celle-ci 


ï. 

r’ 


et, la divisant ensuite par i -i-a;*, 


i+r 

( I a’) (i — -if) 


pour la fraction cherchée, dans laquelle il n’y aura plus qu’à mettre 
— à la place de j, ce qui la transformera en 

I ""f” X 


(1 -f- (I — 20;' 4- 


ce qui s’accorde avec le résultat du n" 29. 


Remarque II. 

34. Si, dans le cas du Problème précédent, il arrivait que la fraction 
génératrice eût pour numérateur un polynôme réciproque d’un degré 
égal ou plus grand que celui du dénominateur, alors la série aurait au 
commencement un certain nombre de termes irréguliers, comme on l’a 
vu dans le n" 18; or, si l’on se contentait d’effacer ces termes, la série 
restante serait à la vérité régulière, mais elle n’aurait plus une fraction 
génératrice dont le numérateur et le dénominateur fussent des poly- 
nômes réciproques de degrés pairs, comme auparavant. Comme il peut 
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■ néanmoins être quelquefois utile de conserver à la série cette propriété, 
nous allons voir ce qu’il faudra faire pour cet effet. 

Considérons donc la fraction 

a-^ bx ->r cx^-\- . . . 4 - c.r’ 4- 4. ax'‘('^-''> 

A 4- Bx 4- Cx'‘ + . . . 4- -h 4- Aæ:'* ’ 

laquelle soit supposée donner naissance à la série 

t + t'x -h t"x‘ -h rx^+ t"'x* -h 

Je dis que l’on peut diviser le nuinératcur de cette fraction par son dé- 
nominateur, en sorte que tant le (jiiolient que le reste soient aussi des 
polynômes réciproques de degrés pairs; en effet, si l’on suppose que le 
quotient soit 

P 4 - Qx - 4 - R.-r- 4- . . . -t- 4- Q:r 2 (P-')-i 4- Pa; 2 Cp -0 

et (|ue le reste soit 

qx rx^ 4 - ... 4 - 4 qx'‘f-''~"~' -I- 

il (!sl facile de prouver qu’en multipliant ce quotient par le diviseur 


A 4 - Bx -f- dx’ 4-. . . 

et y ajoutant ensuite le reste, il viendra un polynôme réciproque du 
degré 2(v 4- p — t); et, comme le nombre des coeOicients indéterminés 
P, Q, R,... est p, et celui des coeincients indéterminés/), q, r,... est v, 
le polynôme dont il s’agit contiendra v 4- p quantités indéterminées; par 
conséquent ce polynôme sera comparable au polynôme 

a 4- éx 4- ex’ 4 - . . . , 

OÙ le nombre des coefficients donnés a, b, c,... est aussi v h- p. 

Maintenant, puisque le reste est divisible par il est clair que les 
P premiers termes de la série 

/ 4- /'X 4 - /"x» 4 -. . . 

7a. 
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devront être les mêmes que les p premiers termes du quotient 

afin que, ces termes étant effacés de part et d’autre, ce qui restera soit 
tout divisible par on aura donc ainsi 

p = /, Q = /', R=:r....; 

donc, après avoir effacé ce qui se détruit, et divisé le tout par a^, on 
aura l’équation 

/(f) -I- -f- /(f-J'.r + +...4- /.rf-- 

p qx + ')-> -t- px^^''~''> 

A + Bx 4- 4- Bx^’'-' + A.r" ’ 

d’où il s’ensuit qu’on aura 

[<(f) _ /(f-2)] 4- [<(?+') _ <(P-0]^ 4- [/(?+>/ — <(P-0]^’4.. . , 

P 4- qx rx'‘ + . . . 4- _j. qx'‘^'‘~ '4' -i- pxH'-'l 

“■ A 4- B^ 4- Cjt’ + . . . 4- 4- lU'”’"' 4- Aa;" 

On voit donc par là que, pour rendre la série 

1 4- t'x 4- i" x'‘ 4- i"'x- 4- . . . 

régulière, et en même temps originaire d’une fraction qui ait pour nu- 
mérateur et pour dénominateur des polynômes réciproques de degrés 
pairs, il faut non-seulement y effacer les p premiers termes, et diviser les 
restants para;?, mais encore retrancher des coefficients de ceux-ci Jes 
coefficients de ceux des premiers termes qui sont également éloignés 
du terme c’est-à-dire, en retrancher respectivement les coeffi- 
cients des termes effacés disposés à rebours, à commencer par le pé- 
nultième, 

Si la série proposée avait pour fraction génératrice la fraction ci- 
dessus, mais dont le numérateur fût de plus multiplié par i -t-a?, ce qui 
le rendrait un polynôme réciproque du degré 9(v -t- p — i) 1, on 
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trouverait par un raisonnement semblable que, pour débarrasser la série 
des termes irréguliers et conserver en même temps à sa fraction géné- 
ratrice la même forme, il faudrait y effacer les p premiers termes, diviser 
les autres par et retrancher ensuite respectivement des coefficients de 
ceux-ci ceux des termes effacés, disposés à rebours, à commencer par 
le dernier; c’est le cas de la seconde des deux séries (C) du n" 24. 

Mais, si le numérateur de la fraction au lieu d’être multiplié par 
I -+- X devait l’être par r — x, ce qui est le cas de la première des mêmes 
séries ((’), alors on opérerait comme dans le cas précédent, mais en 
changeant la soustraction en addition. 

Enfin, si l’on avait le cas de la première des séries (D) du n® 25, où le 
numérateur de la fraction doit être multiplié par i — a il est facile de 
voir qu’a^fès avoir effacé les p premiers termes, et divisé les autres 
par .rP, il faudrait ajouter respectivement aux coefficients de ceux-ci, à 
commence# seulement par le second, les coefficients des termes effacés 
disposés à rebours. 


PROPOSITION VI. 

PUOBLKME. 

Étant donnée une suite de nombres dont la loi de la progression soit in- 
connue, on propose de trouver si chaque terme de cette suite peut être repré- 
senté par la somme d ’un certain nombre de sinus d’angles qui varient d'un 
terme à É autre par des différences constantes quelconques, chacun de ces 
sinus étant d'ailleurs multiplié par un coefficient constant quelconque. 

Les principes posés ci-dessus fournissent différentes manières de ré- 
soudre ce Problème. 

Première Solution. 

35. De ce que l’on a démontré dans les n®’ 5 et 6, il s’ensuit que, pour 
que la suite proposée soit de la nature dont il s’agit, il faut qu’elle soit 
récurrente d’un ordre pair, et que de plus la fraction génératrice ait 
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pour dénominateur un polynôme réciproque d’un degré pair, lequel 
soit résoluble en facteurs trinômes de la forme 

I — 7.x cosa -t-x\ I — 2X cos(â -4- ;p’, . . . . 

Ainsi, pour résoudre le Problème proposé, il n’y aura qu’à faire usage 
de la méthode générale de la Proposition 11 , et chercher par son moyen 
la fraction génératrice de la série. Cette fraction, si la série en a une, 
étant trouvée, il n’y aura plus qu’à voir si elle a pour dénominateur un 
polynôme qui ail les propriétés dont nous venons de parler; c’est de quoi 
on pourra s’assurer aisément par les formules du n" 6; car, d’abord, il 
faudra (ju’en égalant le dénominateur à zéro on ait une équation réci- 
proque (le la forme 

1 -1- (l)jc -t- (7)x^ + (3)x’ -h . . .-h -4- {7)x"~’ -4- (ll-r”-' -4- = o; 

ensuite il faudra que la transformée < 

[(0]^'“' + + •••-+- [(v)] = O 

ait toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre les limites — 2 
et -t- 2. On trouve, dans les Mémoires de l’ Académie de Berlin, pour les 
années 1767 et i7()8 (*j, des méthodes directes et faciles pour recon- 
naître si celle condition a lieu, et pour trouver en même temps la valeur 
de chaque racine aussi approchée que l’on veut. 

Supposons que w, p, 7,... soient les racines dont nous parlons; on fera 

® O P ^ 

cosa — -5 cosp=-i COS 7 =-»•••) 

2 ^2 2 

et l’on en conclura sur-le-champ que le terme général T""* de la série 
proposée sera de la forme 

A sin (a -4- ma) -f- B sin(ô -4- m|3) -f- C siu(c 4- my) 4- . . . , 

m étant l’exposant du rang, et A, B, C,..., a, b, c, ... des constantes 
qu’on déterminera aisément par les méthodes connues. 


(*) OEiwres de Lagrange, t. II, p. 689 et 58i. 
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En effet il est clair, par les formules du n" 6, que le dénominateur de 
la fraction génératrice aura alors pour facteur les trinômes 

I — IX CQSot. + 1 — 20: COS(3 4- 

en sorte qu’on pourra, par les méthodes connues décomposer cette 
fraction en autant de fractions partielles, telles que 

F 4- Go: H 4-Io: 

I — 2o:COSa 4-o:' i — 2o:cos|3 4- o:’ 

Or on sait, et il est d’ailleurs très-facile de démontrer que toute frac- 
tion de la forme 

I 

I — 20 : cosa 4- or’ 


donne une série dont le terme général est 


donc la fraction 


sin(m 4- i)a 


sina 


• X"' 


F+ Go: 

I — 20 : cosa 4- x'‘ 


produira une série qui aura pour terme général la quantité 


mais 


F sin(m 4- i)a4-Gsinma 

i 1 X"; 

sina 

sin(m 4- i)a = sinmacosa 4 - cosma sina; 


donc, si l’on fait 


F = A sina. 


Fcosa4-G 

sina 


= A cosa, 


et par conséquent 


tanga 


F sina ^ ^F^ 4 - 2 FG cos g 4- G’ ^ 

IT /»nc /V -J- fl ^ 
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le terme général de la série provenant de la fraction 


F -f- 

I — •xx cosa 4- x^ 


se réduira à la forme 


A sin(a + ma.)x’‘‘. 


Ainsi l’on connaîtra les valeurs des constantes A et a, et l’on déter- 
minera de même celles des constantes B et h, à l’aide des quantités H, I, 
et sin|3, cos|3; et ainsi des autres. 


Deuxième Solution. 

36. Puisque la question est de savoir si la suite proposée résulte 
d’une fraction génératrice, dont le dénominateur soit un polynôme ré- 
ciproque d’un degré pair 2 v, supposons que cela soit ainsi, et il est clair 
qu’on aura dans ce cas ( n° 24) 

P = II, n — 2 v, 

par conséquent 

F=,, Q'=zi, p = Q. 

D’où il s’ensuit que chacune des séries transformées du n® 26 sera de 
l’ordre 2 ( 2 v — v) = 2 v, c’est-à-dire, du même ordre que la proposée: 
en sorte que, par la méthode de la Proposition IV, on pourra les trans- 
former de nouveau en d’autres qui ne seront que de l’ordre v, et par 
conséquent d’un ordre moindre de la moitié de celui de la série pro- 
posée; moyennant quoi la recherche de la fraction génératrice devien- 
dra beaucoup plus simple et plus facile. 

Soit donc T un des termes du milieu de la suite proposée, et soient 

T', T", T'*,... 

les termes qui suivent celui-là, 


'T, "T, "T, . . . 

ceux qui le précèdent. On formera, par les formules du n** 26, les deux 
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séries transformées (E) et (F), ou bien les deux autres (G) et (H), 
qu’on représentera, comme dans le numéro cité, de cette manière 

t->r t'x+ t"x' + l'“x^-^ t^'' X* , 

(O 4- {t')x-h (/'')^=-+- (r)a7»4- + . 

ensuite on transforrtiera , par les formules du n" 27, ces deux séries 
dans ces deux-ci 

( I ) ' 6 + e'x + 6"r^ H- 0'"x> 4- e^x' 4- . . . , 

(R) {e) + {d')x + {e")r^-^mr^ + iO"')r + ---> 

et l’on opérera sur l’une ou l’autre de ces deux dernières séries, suivant 
la méthode de la Proposition II, pour trouver sa fraction génératrice, si 
elle en a une. Cette fraction étant trouvée pour l’une des deux séries 
dont il s’agit, il sera facile d’avoir la fraction de l’autre série, puis«juc 
les deux fractions génératrices doivent avoir le même dénominateur 
(sur quoi voyez la Remarque I, au n“ 38), car la dilïicullé ne consistera 
qu’à trouver le numérateur de la fraction inconnue; et pour cela il est 
clair qu’il n’y aura qu’à multiplier la série elle-même pat* le dénomina- 
teur déjà trouvé, et prendre pour numérateur autant des premiers 
termes de ce produit qu’il y en a dans le dénominateur, moins un, les 
termes suivants devant d’ailleurs s’évanouir d’eux-mêmes, ce qui peut 
servir de confirmation à la bonté du calcul. 

Connaissant ainsi les fractions génératrices des deux séries (I) et (K), 
il faudra examiner d’abord si leur dénominateur commun, étant égalé 

à zéro, donne, en y faisant y=zy une équation en z de la même na- 

ture que celle du n° 35, c’est-à-dire, dont les racines soient toutes réelles 
inégales, et comprises entre les limites 2 et — 2 , en sorte qu’on puisse 
les supposer égales à 

2 Cos«, 2 cos (3, 2 cosy, ..., 

auquel cas on pourrait décomposer les fractions dont il s’agit dans les 
VI. 73 
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fractions partielles 


G 


H 


I — cosa 


(F) 


I — 2 ; cos [3 

(G) 


“h 


I — 2 J COS y 

(H) 


-f-. 


I — 2 j^ COS a I — 2 j^ cos (3 I — cos y 


On mettra ensuite dans ces fractions -, à la place de/, et on les di- 

visera par i -i- ce qui les changera en celles-ci 


F Ji H 

I — 1 .x cosa \ — IX cosj3 x- i — ix cosy -4- x^ 

, (»^) ^ (G) (H) 

I — “ix cosot. + I — 2 0 ; COS (3 4- I — 2 o; cos y -1- o;’ 

qui seront par conséquent égales aux séries 


-I- . . . , 


t i' X + t" x^ + t'" x^ -I- . . . , 

(/) -h{i')x + {t")x^-t~(r)x-' + — 

Il faut maintenant distinguer deux cas, suivant que ces séries répondent 
aux séries (Ë) et (F), ou aux séries (G) et (H) du n° 26. 

Dans le premier cas, il n’est pas diflicile de voir que si l’on multiplie 
la série 

t -h t'x -h t"x‘ -h l'"x^ -+- . . . 


par I — a;, et la série 

(0 -4- (l')x + {t")x^-hir}x^-+-.. . 


par I -h a?, et qu'on les ajoute ensemble, il en résultera celle-ci 
2 T -4- 2 Tx-i- 2 T"x^-+- 2 T'’x^ + .... 


On aura donc dans ce cas 

T ■+■ T'x 4- T V 4- T"'x> 4- T- ’ o;' -+- 


F+(F) 

2 


F— (F) J. G4-(G) G — 

2 ' 2 2 

I— 2a;cosp4-x* 


I — 2 J? cosa -hX* 



D’après les observai iuns. S7fl 

d’où l’on tirera aisément l’expression du terme général comme 
dans la solution précédente. 

Dans le second cas, la série 


t"x^ r X* -4- . . , , 

étant multipliée par i — a?* et ensuite ajoutée à la série 

(/) + (/') -h 

multipliée par x, donnera (;elle-ci 

T -t- 2 T' r 2 -t- 2T" J?’ -4- . . . , 

en sorte que l’on aura 


- + T'.r + T"’ r» - 4 - T-'.r* -4- . 

2 


1 F+(F ) .c-F.r» I (j4-(G)j:— Gx» 

2 1 — 2XCO.S2 t-x’ 2 1 — 2XC08^-)-x' 


Or, si l’on fait dans cette équation x = o, on a 


T F 


2 2 


-4- 


G 


2 




Donc, ajoutant cette équation à celle-là, il viendra 


I — 2,rCOSa-+- ét’' l— 

d’où il est facile de trouver, pour le terme général l’expression 
F cosma 


(’ P \ / \ 

sinma -f- G cosmp H — ;t— jsinmp 


2suia 


2smp 


qu’on réduira aisément à la forme 

A sin (a -h m a ) -4- R sin (ti -4- mp) -4- . . . , 

en faisant 


tanga = 
langft = 


2 F sina 


2 G sin P 

~wr' 


A = 


B=: 



JIL., 

4sin’« 

(G)» 

4sin’P ’ 


73 - 
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Troisième Solütion. 

37. Ayant nommé, comme ci-dessus, 

'''J* '’p p/ p/' P'/' 

les termes de la suite proposée, on en formera ces deux séries (24) 

l (T 4-'T) -t- (r-+-"T):c + (T"-l-"T).r’4- (T'"-|->’'T)^> -t-. . ., 

(C) 

( (T - T) + (T' - "T) .r + (T -'"T) + (T'" - ■''T) .t’ + . . . , 

OU bien ces deux-ci (n° 25) 

[ T 4- (T' 4- 'T ) ^ + ( T" -H "T) -t- ( T'" -I- '"T) + . . , , 

(B) 

! ( T' - 'T ) + ( T - "T ) ,r 4- (T"' "T + 

ensuite on opérera sur une quelconque de ces quatre séries, suivant 
la méthode de la Proposition V, en ayant seulement attention (32) de 
prendre pour premier dividende, au lieu de l’unité, la quantité i — æ 
si l’on choisit la première des deux séries (C), la quantité i 4-a? si l’on 
choisit la seconde de ces séries, ou la quantité i — æ;* si l’on veut opérer 
sur la première des deux séries (D); mais, à l’égard de la seconde des 
séries (D), il ne faudra prendre que l’unité, comme à l’ordinaire. 

On pourra donc trouver, par cette méthode, la fraction génératrice 
de la série, si elle en a une; et pour cela il faudra se souvenir de multi- 
plier ensuite le numérateur de la fraction qu’on aura trouvée directe- 
ment, par la même quantité qui aura servi de premier dividende, pour 
avoir la véritable fraction génératrice cherchée (numéro cité). 

Ayant trouvé ainsi la fraction génératrice de l’une des deux séries (G) 
ou (D), il faudra chercher encore celle de la série compagne, et pour 
cela on pourra, si l’on veut, s’y prendre de la même manière; mais, 
comme on sait d’avance que ces fractions doivent avoir le même déno- 
minateur, il suffira de chercher le numérateur de la nouvelle fraction, 
en multipliant la série correspondante par le dénominateur déjà trouvé, 
et ne prenant dans le produit qu’un nombre de termes moindre d’une 
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unité que celui du dénominateur; on pourra même se contenter de cher- 
cher ainsi les v premiers termes du produit (av -+- 1 étant supposé le 
nombre des termes du dénominateur); car, comme on sait que les deux 
séries (C) doivent avoir pour numérateurs de leurs fractions génératrices 
des polynômes réciproques du degré av — 2 multipliés par 1 — a; ou 
par i-i-x, il s’ensuit que la seconde des séries (C) aura pour numérateur 
un polynôme réciproque du degré 2v — i , et que la première aura pour 
numérateur un polynôme du même degré 2v — i, dont les termes ex- 
trêmes, ainsi que les équidistants des extrêmes, auront les mêmes coef- 
ficients, mais avec des signes contraires, polynôme qu’on pourrii appeler 
anti-réciproque ; de même, puisque la première des deux séries (D) doit 
avoir pour numérateur de sa fraction génératrice un polynôme réci- 
proque du degré 2v — 2, multiplié par i — x'\ il est facile de voir (|ue 
ce numérateur ne sera autre chose qu’un polynôme anti-réciproque du 
degré 2v; et, quant à la seconde des mêmes séries (D), elle aura naturel- 
lement pour numérateur un polynôme réciproque du degré 2v — 2. 
D’où l’on voit qu’il suffira toujours de connaitre la première moitié des 
termes du numérateur cherché, puisque les termes restants seront les 
mêmes avec les mêmes signes, ou avec des signes contraires. Sur quoi 
voyez encore ci-dessous la Remarque II ( 39 ). 

Dès qu’on connaîtra les fractions génératrices des deux séries (Cj 
ou (D), on pourra achever la solution du Problème, comme dans le 
numéro précédent; car il est visible qu’en faisant 

X 

l -l-x’ 

on pourra mettre les deux fractions génératrices des séries (Cj sous la 
forme 

1 — ÆT V I -l-ar (V) 

I >Y’ I 4 -^’ Y ’ 

et les deux fractions génératrices des séries (D) sous la forme 

i-x'V I (V) 
i-^x^ y’ H-a;» Y ’ 
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V, (V) et Y étant des polynômes en j, dont les deux premiers seront du 
degré v — i, et le dernier du degré v; et il est facile de se convaincre 

(|iie les fractions ^ et ne seront autre chose que les fractions géné- 
ratrices des séries (I) et (K) de la seconde solution; en sorte qu’en opé- 
rant sur ces fractions, comme nous l’avons enseigné dans cet endroit, 
on en tirera, pour l’expression du terme général les mêmes for- 
mules que nous avons trouvées à la fin de la Solution précédente, en 
remarquant que le premier des deux cas que nous y avons distingués 
répond à celui où l’on aura employé les séries (C), et que le second 
répond à celui où l’on aura fait usage des séries (Dj. 


Remaiique I. 

38. Nous avons dit, dans la seconde solution du Problème précédent, 
que les fractions génératrices des deux séries (I) et (K) doivent avoir le 
même dénominateur. Cela est vrai, en général, comme on jieut s’en 
convaincre en relisant les n°* 24, 25 et 26; mais il peut arriver que le 
dénominateur ait un facteur commun avec le numérateur d’une de ces 
fractions, auquel cas ce facteur s’évanouira de lui-même, et la fraction 
deviendra plus simple. Dans ce cas donc, si l’on multiplie par ce déno- 
minateur l’autre fraction, on aura encore après la multiplication une 
fraction dont le numérateur sera le même qu’auparavant, et dont le 
dénominateur sera le facteur commun qui s’élait évanoui dans la pre- 
mière fraction. Par conséquent cette fraction donnera aussi une série 
récurrente, mais dans laquelle il y aura au commencement autant de 
termes irréguliers qu’il y a d’unités dans le degré du polynôme par 
lequel elle aura été multipliée (17). D’où il est facile de conclure 
que, si après avoir trouvé la fraction génératrice de l’une des séries (I) 
ou (K) on multiplie l’autre série par le dénominateur de cette fraction, 
et qu’après avoir pris autant de termes de ce produit qu’il y en a dans 
le multiplicateur, moins un, on trouve que les termes suivants ne sont 
pas nuis, ce sera une marque que la fraction trouvée est dans le cas 
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dont nous venons de parler; alors il faudra considérer ces derniers 
termes, et, après les avoir divisés par la puissance de y qui multiplie le 
premier d’entre eux, on cherchera de nouveau, par la mélhode géné- 
rale, la fraclion génératrice de la série qui en est formée; on multi- 
pliera ensuite celte fraction par la puissance dej, par laquelle on avait 
divisé les termes de la série, et l’on y ajoutera les premiers termes dont 
on a parlé; on aura ainsi, après avoir réduit le tout au même dénomi- 
nateur, une fraction qui, étant encore divisée par le dénominateur de 
la première fraction trouvée, sera la véritable fraction génératrice de 
l’autre série en question. 


Remarque II. 

39. Il est visible que la même difficulté, qui vient de faire l’objet de 
la Remarque précédente, pourra se rencontrer aussi dans la troisième 
Solution; et cela arrivera lorsque les termes du produit de la série par 
le dénominateur trouvé ne formeront pas un polynôme réciproque ou 
anti-réciproque, comme nous l’avons supposé dans cette Solution. Dans 
ce cas donc, il faudra chercher de nouveau la fraction génératrice de la 
série formée par le produit dont nous parlons; mais, comme cette série 
contiendra au commencement autant de termes irréguliers, moins un, 
qu’il y en a dans le dénominateur déjà trouvé, il faudra se débarrasser 
de ces termes par la mélhode du n" 34. Voici donc comment on s’y pren- 
dra. Ayant trouvé la fraction génératrice de l’une des deux séries (C) 
ou (D), pour avoir celle de la série compagne, on multipliera celle série 
par le dénominateur de la fraction trouvée, et, retenant les premiers 
termes de ce produit, on retranchera des termes suivants ce qu’il faut 
pour qu’il en résulte un polynôme réciproque ou anti-réciproque de la 
forme et du degré dont devrait être le numérateur de la fraclion cher- 
chée, si elle avait le même dénominateur que l’autre fraction. On divi- 
sera tous les termes de cette partie retranchée par la puissance de x qui 
en affecte le premier terme, et l’on opérera ensuite sur la série résul- 
tante comme on aurait opéré sur la série elle-même, si l’on en avait 
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cherché directement la fraction génératrice sans supposer son dénomi- 
nateur connu. 

Dès qu’on aura trouvé la fraction génératrice de la série en question, 
il n’y aura plus qu’à la multiplier par la même puissance de x, par la- 
quelle on avait divisé auparavant tous ses termes, et à y ajouter ensuite 
le polynôme réciproque ou anti-réciproque dont on vient de parler; la 
fraction qui en résultera, après avoir réduit le tout au meme dénomi- 
nateur et multiplié de plus ce dénominateur par celui de la première 
fraction déjà trouvée, sera la fraction génératrice de la série compagne 
de la première. 

Cette règle se démontre facilement par les principes du numéro cité; 
nous ne nous y arrêterons pas, d’autant que dans la pratique il paraît 
beaucoup plus utile d’employer toujours la méthode directe pour l’une 
et l’autre série; car, quoique de cette manière le calcul devienne un peu 
plus long, il y a néanmoins cet avantage que l’opération qu’on fera sur 
la seconde série servira de preuve à celle qu’on aura faite pour la pre- 
mière, |>uisqu’il faut nécessairement que le dénominateur de la fraction 
génératrice de celle-ci soit le même que celui de la fraction génératrice 
de celle-là, ou qu’il en soit du moins un diviseur exact. 


Conclusion. 

40. Comme la troisième Solution mérite d’être employée de préfé- 
rence, à cause de sa simplicité et de sa facilité, je vais, pour la commo- 
dité de ceux qui voudront en faire usage, récapituler en peu de mots les 
procédés qu’elle demande. Pour cela je distinguerai les deux cas qui 
répondent aux séries (C) ou (D), sur lesquelles on est libre d’opérer : ce 
qui fournira deux méthodes différentes de résoudre le Problème. 

Première Méthode. 


Soit T un des termes du milieu de la série proposée; T', T", T* 


♦ • • • 
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les termes suivants, et 'T, "T, "T, ■''T,... les précédents; on en formera 
d’abord la série des sommes 


T -t- 'T ) 4 - ( T' + "T ) a: -+- ( T" - 4 - '"T ) x--‘ +- (T'" 4- . . . , 

et, pour rendre le calcul plus commode, on commencera par diviser 
tous les termes de cette série par son premier lerme T 4- 'T, que j’appel- 
lerai en général p, en sorte (jue la série résultante que je nommerai s 
ait pour premier terme l’unité. 

Cette préparation faite, on divisera i — x pars, et, au lieu de i, on 
écrira d’abord i 4- .r® dans le quotient; ensuite, après la multiplication 
et la soustraction ordinaires, on continuera la division, et il viendra dans 
le quotient un terme de la forme qx-, après quoi on aura un reste dont 
le premier terme sera de la former' a.-. 

On divisera ce reste par son premier lerme p'x\ pour avoir un poly- 
nôme dont le premier lerme soit Tunité, et qu’on nommeras'; après 
quoi on divisera s par s', et, au lieu de r , on écrira de nouveau i 4- x"^ 
au quotient; ensuite, continuant la division comme à l’ordinaire, on 
aura dans le quotient un terme tel que q'x, et il viendra un reste dont 
le premier terme sera de la forme p"x^. 

On divisera donc aussi ce reste par son premier terme p"x^, et l’on dési- 
gnera le polynôme résultant pars"; on divisera maintenants' pars", en 
écrivant d’abord au quotient i 4- .r* au lieu de i ; on continuera la di- 
vision, et l’on aura dans le quotient un nouveau tenue de la forme q'x-, 
ensuite de quoi le reste aura pour premier lerme p"’x'^ . 

On opérera sur ce reste comme sur les précédents, et l’on continuera 
ainsi jusqu’à ce que l’on parvienne à un reste qui soit exactement ou à 
très-peu près nul; dans le premier cas, on aura une solution exacte; 
dans le second, on n’en aura qu’une approchée. 

Maintenant, soit n le nombre des quotients trouvés, en sorte que l’on 
ait les deux suites de nombres 


p, P , P", p-", . 


^(«-0 


el f/, q\ (j y q 


j(n-\) , 


VI. 


74 
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= I, 

= I -f- 

(i 4- 4^' 4- 

I 4- 4- g(”~*^)/4- 4- 

r= I 4- (^(«-»)4.çC'*~2; 4-^(«-*))^4- (^(«-0^{»-2)4. q{n-\)q{n-l) 4 . q{n~i) q(n -i)^yi 


(l 4- 4- ^'^2^Jy(ii— 2)^ 

Et l’on considérera la fraction dont le dénominateur sera, 

toujours un polynôme en j du degré n, dans lequel le premier terme sera 
l’unité; en sorte qu’il pourra être résolu en n facteurs simples de la 
forme 

I — c; J, i — pX 

On cherchera donc ces facteurs par les méthodes connues, et ensuite 
on décomposera la fraction elle-même en autant de fractions simples, 
telles que 

F G 

’ ' -4” — "4- .... 

, _ c J i — pr 

Ces opérations achevées, on reprendra la série proposée, et l’on en 
formera la série des différences 


(T - T')-4- (r -"T)a: + (T"-'"T)x^+ (T“'- ■»T)x* 


qu’on traitera de la même manière qu’on l’a fait h l’égard de la série pré- 
cédente des sommes, avec cette seule différence que, au lieu de prendre 
1 — X pour premier dividende, il faudra prendre maintenant i 4- x. 

En suivant donc les mêmes procédés, on parviendra aussi à une frac- 


tion telle que 




dont le dénominateur devra être exacte- 
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ment ou à très-peu près le même que celui de la fraction trouvée d'après 
la première série; ce qui pourra servir de confirmation à la bonté du 
calcul. Ainsi on pourra décomposer pareillement cette dernière fraction 
en n fractions partielles de la forme 

(F) , (G) 

I — d.r I — p^- 

Ayant trouvé de cette manière les valeurs des quantités 


Gj, p,..., F, G,..., (F), (G),..., 
il n’y aura plus qu’à faire 


o.osa=— J tanga = 
2 


cos|3=-> langé = 


F4-(F) 


F) cot F tang- 

2 ^ 


-, A = i l/F’séc’- -+-(F)’coséc’-, 
a 2 V 3 î 


G + (G)_ B=ivA’séc‘^-i-(G)’coséc>ê, 
2 V 2 2 


P 


(G) cot - — G tang- 
2 2 


(5’ 


et l’on aura pour le terme général T*'"^ de la série proposée l’expression 
suivante 

!('”) = Asin(a-I- ma) -1- B sin(é -f-m(3)4- 


Seconde Méthode. 


On formera d’abord la série des sommes * 


T-H(T'-+-'T)ar-i-(T"4-"T)ar’-t-(T“' + "'T)2:»-4-. . 

et l’on opérera sur cette série suivant les mêmes procédés prescrits ci- 
dessus, en ayant seulement attention de prendre i — a?® pour premier 
dividende. On trouvera ainsi les fractions partielles 

i — tsr I — pr 


On formera ensuite cette autre série des différences 

('F — T) -+- (T" — "T)ar -f- (T'"— "'Tio:’ -4- . . . , 


74 - 
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et, la traitant de même que la précédente, mais en prenant simplement 
l’unité pour premier dividende, on obtiendra pareillement ces fractions 
partielles 

(F) , (G) , . 

r - ïïT/ t-px ■ ■ ■ ’ 

ensuite on fera 


cosa = - 7 tangrt ~ 

9 . F sina 


/p , (F)’ 

(!•) 

A_^ 


cos(3 = = 

2 G .sio(3 

“TgT^’ 

... . . . . , 

“=\ 

^4sim(3 


et l’on aura, comme ci-devant, 

T('“> — A sin(a 4- ma) -4- B sin'6 4- m|3) 4- . • . . 

Exkmple I. 

41 . Pour montrer l’usage des méthodes précédentes, par un exemple 
relatif à l’Astronomie, je prendrai la Table de l’équation du temps 
de Mayei’ [Tabulai solàres, etc., p. 1 1 i), dont la marche est assez irrégu- 
lière, et, supposant qu’on ne me donne qu’un certain nombre de termes 
de cette Table pris à des intervalles égaux, je me propose de trouver la 
loi de CCS termes, et de connaître par là la formule générale d’après la- 
quelle la Table est formée. 

Supposons que les termes donnés soient ceux qui répondent à 

O®, asio", 4*^20®, 7®, 9®io“, 

dont l’intervalle constant est 2 '^io", et, réduisant les minutes en se- 
condes, on aura la série des nombres suivants (uorVle Tableau ci-contre, 
première case) 

-(-456, — 168, -1-274, — *)33, +220, 4 - 63 i, — 232, 4-349, —823, —72, 
-+-772, —237, -(-358, —657, — 36o, -t-860, — i8i, +'io 5 , —457, —616,..., 

dont il s’agira de trouver la loi. 
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Pour y parvenir, je suivrai donc les procédés détaillés ci-dessus (40), 
et j’emploierai la première méthode en opérant sur les séries formées 
des sommes et des différences des termes de la proposée équidistants du 
milieu. 

Prenant donc le terme -1-772, qui répond à 1 1* 10® pour T, et les sui- 
vants — 237, -+-258,... pour T', T",..., ainsi que les précédents —72, 
— 823,... pour 'T, "T,..., il faudra chercher les sommes 

T H- 'T, T' 4- "T,... 

et les différences 

T -'T, T -"T,..., 

et, pour les trouver plus aisément et sans craindre de se tromper, il n’y 
aura qu’à écrire de nouveau les mêmes termes, comme on le voit dans 
les lignes troisième et quatrième de la première case, et prendre ensuite 
les sommes d’un côté et les différences de l’autre. On aura ainsi cette 
série des sommes 

-1-700, —1060, -+-707, —889, -t-271, -f-io8o, — 1114, 4-579, —625, — itk*,..., 
et cette autre série des différences 

4-844» 4-586, -+-9, —425, —99», -+-640, -1-752, 4 - 3 i , —289, —1072,..., 
sur chacune desquelles il faudra opérer séparément. 

Opération sur la première série. 

Cette série sera donc représentée ainsi 

700 — 1060 j: 4-707x^ — 889x^4- ^7ix*4- io8ox^ — ii i4x*4* 579X’ — 6a5x*— iGo-r** — . . . , 

et l’on aura d’abord 

/? = 7oo; 

ensuite, divisant tous les termes par p, et faisant le calcul par les loga- 
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rithmes, comme on le voit dans la deuxième case, on aura la nouvelle 
série 

s = I — i,5i428;c -f- 1,01000^’— i,27ooox*+ 0,38714^* 

+ i ,54286 æ '^~ 1,59143^1?“ + 0,827 14^’— 0,89286;);"— 0,228573:* - . . 

par laquelle il faudra diviser le binôme i — x. Le procédé de celte divi- 
sion est détaillé dans la quatrième case, et les calculs subsidiaires pour 
les multiplications se trouvent dans la deuxième case. 

On a donc ce premier quotient 

I + 3;" + 0,514283:, 

en sorte que 

q — 0,51428; 

ensuite 011 a le reste 


— 1,231283:* + 2,264853" — . . 

donc 

— 1 , 23 1 1 3 ; 

et, comme ce reste n’est ni nul ni fort petit, il faut continuer l’opé- 
ration. 

On (livi.sera donc tous les termes du reste dont il s’agit par p , et l’on 
aura la série 

' = I — 1, 51428X H- 1,010000:'^ -HO, 38332.r^ — 0,33367x^-1- i,a6oi7x^- i,67‘ii3./*'-b o,i r/QÔx 


qui devra maintenant servir de diviseur à la série s. 

Les quatrième et deuxième cases contiennent aussi le détail de cette 
nouvelle division, ainsi que les calculs subsidiaires qu’elle demande; et 
l’on voit que le quotient est 


ce qui donne 
et que le reste est 


I + X* + O, 325223-, 


q'= 0 , 32522 , 


0,003973* — 0,010343"— 0 , 008 i 23 * + 0,007903* 


0,004643* — 0,002143:’. 
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Or, comme les coefficients numériques sont ici fort petits, on pourra 
négliger ce reste et regarder l’opération comme achevée; on aura de 
cette manière, non la véritable loi de la série, mais une loi fort appro- 
chée, qu’il sera facile de rectifier ensuite. 

La première série donne donc ces valeurs 

p = '] oo , g =0,51428, 

p'= — 1,23 123 , ^'= 0 , 32522 , 

qu’il faudra substituer dans les formules du n" 40 ; mais auparavant 
nous chercherons celles qui doivent résulter de l’autre série. 

► Opération sur la seconde série. 

Cette série sera représentée ainsi 

844 586æ: - 4 - — 991 -+- G4o,r'^ -+- 752 .r® -h 3i .r' — 289.r* — i07'2.r'’ -f- . . . , 

en sorte qu’on aura d’abord 

P = m; 

divisant donc tous les termes par p, et faisant le calcul par les loga- 
rithmes, comme on le voit dans la troisième case, on aura cette nou- 
velle série 

J = I -H o, 6943 i.r 4- 0,01066a;’ — o , 5 o 355 x ~ — 1,17417^* 

4- 0, 768292;* 4- 0,891002;® -t- 0, 036632 ;’ — 0,34242.7' — 0,270142;* 

par laquelle il faudra diviser le binôme 1 -H x. 

On trouve dans la cinquième case le détail de cette division, et dans 
la troisième case les calculs subsidiaires qu’elle demande; et l’on voit 
que le quotient est 

I 4- 2;’ 0 , 306692;, 

ce qui donne 

q — O , 30669 , 

et que le reste est 

— 1,222902;’ — 0,194022;* 4-. . 

VI. 75 
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(le sorte que l’on aura 

1,22290. 

Continuant donc l’opération, on divisera ce reste par p', et l’on aura 
la nouvelle série 

I -f- O, ï 5865 o: — 1,077 o,o85i9^* — o,o420Iæ*^-i- 0,87284^’^^- 0,45777^**— 1,09416^’-}-... 

par laquelle il faudra diviser la série s. 

La division faite comme on le voit dans la cinquième case, on aura le 
quotient 

1 + jf’H- o,53566.r, 

par conséquent 

q'-= 0,53566; 

(U ensuite on aura (;e reste 

OjOoagSx’ o,ooo 5 æ:’~ 0,00923 ,r'— o,oo686;c‘+ 0,00769 0,0 1284 

lequel, n’ayant que des coefficients fort petits, pourra être négligé, en 
sorte qu’on pourra regarder l’opération comme finie. 

Ainsi les valeurs résultant de la seconde série seront 

)w — 844, ^=0,30569, 

— 1,22290, q ' — o , 5 Z 5 G 6 . 


Résultats déduits des valeurs précédentes. 


Puisque nous n’avons eu que deux quotients dans chaque opération, 
on fera « = 2, et la fraction à considérer sera dans laquelle on aura 


(];'=: I -f- q'y, 

(|/"= i + (q + q ’) y + { qq ’ + p ') f . 


Or, si l’on représente par i — tsy, 1 — py les deux facteurs simples 



595 


D’APRÈS LES OBSERVATIONS, 
du trinôme on aura, comme l’on sait, 


2 


O — — g + g' _ v /(g— g'r- 4 p' 
^2 2 ’ 


et la fraction 




se décomposera en ces deux-ci 


F G 

-f- , 

I — Gjj I — pr 

en faisant 

F = _ g -y' ] , 

r. - Plî'±Pl =£[.^ . 

®-P 2 [ ^(q^g'y^ 4 p'j 


Introduisons maintenant dans ces formules les valeurs trouvées ci- 
dessus, et prenons d’abord celles qui résultent de la première série. 

On aura donc 


q q' — OjSSgSo, 
q — q' =0,18906, 
(q — q' Ÿ~ 0,03574, 
- 4 p'= 4,92492,, 
4,96066, 


log — 9,2766997, 


108 = 0,6955394, 


alog = 8,5531994, 


4108 = 0,3477697. 


v/(g — < i ' y — ip '= 2,23725, 

q + q' = 0,83950. 

Somme 3,06675. 


Différence .... i , 38776. 
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de plus 

log(g-?') = 9, 2765997, 

•ogv/(î -?')’ — 4 ;>' = 0.3477697, 

Différence* . . . 8,9488300. Nombre corr. = 0,08488. 

Iogo,9i5i2 = 9,9614780, 
log 1 ,08488 = o,o 3538 i 8 , 


Donc 


log Y = log 35o = 2,5440680, 

log F = 2 , 5o5546o , 
logG= 2,5794498. 

F = 320, 3o, G = 379,70. 


Employons maintenant les valeurs données par la seconde série, et 
l’on aura ' 

q -h =0,841 35 , 

// — 7' =0,22997, log = 9, 3616712, ilog = 8,7233424, 

{q — q ' Y — o , 06288 , 

— 4/»' = 4, 89160, 

4,94446, log = 0,6941206, — 7 log = 0,3470603. 


Donc 

ensuite 


^[q — q'Y — 4/>’ = 2,22362, 
q + q ' =o, 84 i 35 . 

Somme 3,06497. 

Différence .... i , 38227 . 

57=0,69113, p = — 1,53248; 

\ og { q ' — q ) =9,3616712, 


log s/iq — qÿ—ïp' = 0 , 3470603 . 

Différence 9,0146109. Nombre corr. = 0,1034^» 
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log 1 , 10342 = 0 , 0427409, 
log 0 , 89658 = 9 , 95^5890 , 

log = log 422 = 5, 6253 1 25, 
log(F) = 2,6680534, 
log (G) = 2,5779015. 


Donc 

(F) --465,64, (G)— 378, -36. 

Il faudra maintenant substituer ces valeurs dans les formules du n" 40, 
pour en déduire célles de a, |3; a, è; A, B; mais auparavant il est bon 
de remarquer, à l’égard des quantités îs et /s, que les valeurs trouvées 
d’après les résultats de la première opération ne sont pas tout à fait les 
mêmes ^ue celles qui résultent de la seconde opération; ce qui ne doit 
pas paraître surprenant, attendu que les restes que l’on a négligés 
comme nuis ne l’étaient pas, mais étaient seulement très-petits. On peut 
même observer que, comme les coefficients numériques de ces restes 
n’ont de chiffres significatifs que dans la troisième place décimale et 
dans les suivantes, les valeurs de w et /î ne peuvent être exactes (jue 
jusqu’à la troisième place décimale exclusivement; aussi voit-on que les 
deux valeurs de w, ainsi que celles de p, s’accordent entre elles dans les 
deux premières décimales. 

Nous donnerons, au reste, à sr et à p des valeurs moyennes entre 
celles qu’on a trouvées ci-dessus; ainsi l’on aura 

53= 0,69250, COSa=^= 0,34625, 


P = — l, 53292, 


cos^ = = — 0,76646; 


X 


donc . 


69® 45', P = 180® — 39®58 ' = i4o®2'. 
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Maintenant on aura 


donc 


logcot -' = 0, 1567915, 
log(F) = 2,6680534, 

2 , 8248449 • Nombre corr . = 668 ,10. 
logtang ^ = 9,8432085, 

IogF = 2,5o5546o, 

2,3487545. Nombre corr. = 228,23. 

Différence. . . 444 »®7- 

F = 320 , 3 o , 

(F) = 465,64, 

785,94, log = 2,8953894. 

Otez log 444*67 = 2,6482331, 

0,2471563 = logtang a; 

a = 60° 3o' . 


Ensuite on aura 


log séc — = 0 , 08597 36 , 

log F = 2 , 5 o 5546 o , 

2,5915196 . 

Double 5,1830892. Nombre corr. = 1 52419. 

logcoséc^ =0,2427650, 
log ( F ) = 2 , 6680534 , 

2 ,9108184. 

Double 5,8216368. Nombre corr. = 663 188. ■ 

4 A> = 815607. 


2A = 903, 


A = 45 i. 
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On aura de même 


donc 

ensuite 


a 

logcot J = 9,5606727, 

log(G) = 2,5779015, 

2,1385742. Nombre corr. = 187,58. 
loglang^ =; 0,4398273, 

logG=r 2,5794498, 

3,0187771. Nombre corr. = 1044, 18. 

Différence ... — 906 , 60 . 

G= 379,70, 

(G) = 378,36, 

758,06, Iog2,8797o36 . 

Otez log9o6 , 60 = 2 , 9574 1 57 , 

9,9222879 =:logi- tangA); 

b = 180“ — 39® 54 '— i 4 o" 6 '; 

logséc I = 0,4662956, 
logG— 2,5794498, 


3,0457454» 

Double 6 , 0914908 . Nombre corr. = 1 2345 oo . 

log coséc ^ = 0 , 0269682 , 


logG= 2,5779015, 

2 , 6048697 . 

Double 5,2097894. Nombre corr. = 162084. 

4 B’ = 1 396584 . 


2B=:h 82, B — 59t. 
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(Connaissant donc les angles a, b; «, p, et les coefficients A, B, on 
aura, pour le terme général de la série proposée, l’expression 

A sin(a -H ma) + B sin(é -h mp), 

où m est la distance d’un terme quelconque au terme 779. qu’on a pris 
pour T, c’est-à-dire, le quantième à compter depuis c^même terme. 


Exemple II. 

42 . Je reprendrai la série de l’Exemple précédent, et je la traiterai 
suivant la seconde méthode du n° 40 , afin que l’on ait en même temps 
un exemple de l’usage de cette méthode et une confirmation de sa bonté 
par la comparaison de ses résultats avec ceux de la première méthode; 
mais je n’entrerai pas dans le détail des opérations et des calculs qu’il 
faut faire, parce qu’on le trouve dans les deux Tableaux ci-joints. 

La première case contient les termes de la série proposée écrits deux 
fois les uns au-dessous des autres, pour pouvoir en prendre aisément les 
sommes et les différences, et en former les deux séries 

-f-772, — 3 og, — 405, — 3 o 8 , —692,..., 

— i 65 , 4-1181, —1006, —128, 4-229, 

Ensuite la quatrième case contient le Tableau des opérations qu’on 
doit faire sur la première de ces deux séries, et la deuxième case con- 
tient tous les calculs subsidiaires que ces opérations demandent. 

On s’est arrêté ici, comme dans l’Exemple précédent, après la seconde 
division, parce que le second reste n’a que des coefficients numériques 
très-petits, qu’on peut par conséquent négliger sans erreur sensible. 

Les résultats des opérations faites sur la première série sont donc, 

/>= 772, J =0,40026, 

p' = — 1,23746, ^' = 0,44043. 
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De même la cinquième case contient le tableau des opérations à faire 
sur la seconde série, et la troisième case les calculs sub^diaires; on 
voit aussi que le second reste n’a que des coelTicients très-petits, en 
sorte qu’il peut être négligé, et que L'opération peut étré regardée 
comme achevée après ta seconde division. 

Il résulte donc de cette série les valeurs suivantes 

p = ~i65, ~ ,i 5 '] 5 S, 

44j ' 3394, — 6,3i338. 

Ayant trouvé ces valeurs, on cherchera par leur moyen celles des 
quantités®, p; F, G; (F), (G), comme on l’a fait dans l’Exemple précé- 
dent, et en employant les mêmes formules. 

On aura donc, en prenant d’abord les^valeurs résultant de la pre- 
mière-série. 


q-j-q'=z o,84o6g, 
q - — 0,04017, 

{q — q' )' = 0,00161, 

~ip'= 4 . 949 ^ 4 ) 

4,95145, 


log — 8,6039018, 7, log — 7,2078036, 


log — 0,6947328, y log = o,34736(ii , 


\/{q — q' f — ^p' = 2,22622, 
q q’ 0,84069. 


Donc 


Somme 8,06591. 


Différence i ,38453. 

ro 0,69226, P = — 1,53295. 


De plus 

log(g — = 8,6089018^ 

logv/(ç — — 4/>' = 0,3473661. 


Différence 8,2665357. Nombre corr. = — o,oi 8 o 5 . 

76. 
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log I ,oi8o5 = 0,0077692, 
logo,98i95=: 9,9920894, 

log^ = log 386 = 2,5865873, 

log F = 2 , 594 3565, 
logG= 2,5786767. 

Donc 

F = 392,97, G = 379,03. 

Employant maintenant les valeurs trouvées d’après la seconde série, 
on aura 


q-hq'r- 

0 

CS 

00 

0 



q - q '^ 

13,47096, log = 

I , I 298986, 

2 log = 2,2587972, 

- q'Y = 

181 ,467*210, 



- 4 // = - 

~ i 76 , 535 'j 6 , 

4,93144, log = 

o*% 29746 , 

4 log = 0,3464872, 


v^(v — ÿ')’ — 4/ “2 >^-2069, 
q -f- ÿ'= 0,844^0. 

Somme 3,06489. 

Différence. ... i ,37649. 

Donc 

51 = 0,68824, p= — 1 ,53244- 

Ensuite 

!og(ç — g') = 1 ,1293986, 

logv^(9 — q ' )* — 4/»' = 0,3464873. 

Différence.... 0,7829113.’ Nombre corr. = 6,06612. 

log 5, 0661 2 = 0,7046755, 
log7, 06612 =0,8491800, 

log — ^ = 105^82, 5 = 1 ,9164539, 

Jog(ï’) = 2,621 1294, 
log(G) = 2,7656339. 
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Donc 

(F) = 4»7.95, (G) =- 582 , 95 . 


Ayant trouvé deux valeurs de rs et deux de p, qui ne sont pas tout 
à fait identiques, comme elles le devraient être si la solution était rij^oii- 
reuse, au lieu qu’elle n’est qu’approchée, nous prendrons, comme dans 
l’Exemple précédent, les moyennes arithmétiques; moyennant (pioi, 
on aura 

W = 0,6902.5, P r:- — I ,53269. 

Donc 

cosc=(= ~ = 0,34512, cos( 3 =’^ = — 0,76634, 

et de là 

arzr. 69"49\ — 89*^ 59' “ f 4^*^ ^ > 


valeurs qui s’accordent, à quelques minutes près, avec celles de l’Exemple 
précédent. 

On substituera donc ces valeurs ainsi que celles de F, G; (F), (G), 
dans les formules de la seconde méthode du n° 40, pour en déduire les 
valeurs de A, B; « et 6. 

On fera donc le calcul suivant 


Donc 


logF = 2 , 5943565 , 
log2 sina = 0,2735075. 

2,8678640, 
log(F) = 2,62112.94, 

0,2467346 = log tanga. 

a = 60" 28'. 


Ensuite on aura 


2 logF = 5, 1887120. Nombre corr. = 1544^3. 

2 log(F) = 5,2422588, 

2 log2 sina = o,547oi5o, 

4,6952438. Nombre corr. = 49^73, 

V - - 

203996 :::::: W 


Donc 


A ~ 4 ® * • 
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On aura de même 

logG ~ 2,5786767, 
log2 sin [3 = 0, 1089469, 

2,6876286, 
log — ( G ) = 2 , 7656339, 

9 >9^-'9%7 =*og( - langft). 

Donc 

b — 180" — 39“ 53 ' = i4o"7'. 

Ensuite 

2 logG = 5 , 1573534, Nombre corr. — 1 43666 , 

2 log — (G) — 5,5312678, 

2 log 2 sin (3 : 0,21 78938, 

5,3i3374o. Nombre corr. = 205766, 

349432 = B'. 

Donc 

Br. 59.. 

On voit donc que les valeurs de a, b; A, B, s’accordent aussi avec 
celles de l’Exemple précédent; ce qui prouve l’exactitude de nos deux 
méthodes. 

Bemarque I. 

43. Au reste il est clair que les valeurs qu’on vient de trouver ne 
peuvent être qu’approchées, de sorte qu’il est nécessaire de chercher 
les moyens de les rectifier; mais il est bon de remarquer que les coef- 
ficients A, B, et les angles a, b n’exigent pas une aussi grande exacti- 
tude que les angles a et P; parce que, ces derniers angles se trouvant 
multipliés par le nombre des termes m, dans l’expression du terme gé- 
néral, les erreurs qu’on y peut commettre doivent aller en augmentant 
d’un terme à l’autre; au lieu que les erreurs des coefficients A, B, et des 
angles a, b, demeurent les mêmes. 

Ainsi on doit surtout tâcher de déterminer avec précision les angles a 
et c’est de quoi on pourra venir à bout lorsqu’on connaîtra un grand 
nombre de termes de la série proposée; il se présente différents moyens 
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pour cela, mais celui que je vais employer me parait tout à U lois lo plus 
simple et le plus exact; il est fondé sur cette considération que, si l’on 
cherche les valeurs des angles a et 6 pour des termes de la même série, 
assez distants entre eux, et qu’on nomme, par exemple, a' , b' les va- 
leurs de a, b pour le terme pris à la place de T, et a", b" les valeurs 
de a, b pour le terme pris de même à la place de T, on aura néces- 
sairement 


et de même 
donc 


«' = «-+- Xa, h’ =r /> -+- 

:rr: {I -f- 1) h "+- |y.|3 ; 

a" — rt'— (,u — X'ijt, h ” — // = ((!/ — Xjp; 


et do là 





b' 


d’où l’on voit que les erreurs qui pourront se trouver dans les valeurs 
de a et |3 ne seront qu’a la (p. — partie de celles des valeurs de a', 
a"', è', b"\ ainsi l’exactitude de ces déterminations sera d’autant plus 
grande que le nombre p — X sera plus grand, c’est-à-dire, que la distaina^ 
entre les termes et sera plus grande. 

Pour trouver les valeurs de a', b' ai de a”, b", il faudra faire un double 
calcul, en suivant l’une des deux rncthodesci-dessus; et il sera bon de pré- 
férer la seconde, qui est en quelque manière plus simple. D’ailleurs il ne 
sera pas nécessaire de faire le calcul en entier, comme dans l’Exemple 11, 
en opérant successivement sur les deux séries; mais il suffira d’opérer 
sur la série des sommes, cl d’en déduire les valeurs de F et de G: car, 
comme les coeificienls A et B sont déjà connus, on peut s’en servir pour 
trouver les valeurs de tanga et tangft, sans connaître celles de (F) et 
de (G); en effet on aura, par les formules de la seconde méthode fn"* 40), 


langa : 


^/A»- F» 


tangé — 




sina — 


F 

Â’ 


siné = 


G 

«■ 


d’où l’on tire 
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De plus,^omme on sait déjà que l’opération ne doit pas aller au delà 
(le la seconde division, et qu’il est clair que chaque division n’emporte 
<|ue deux termes de la série sur laquelle on opère, il s’ensuit qu’il suffira, 
dans le cas présent, d’avoir quatre termes de la série des sommes, de 
sorte que l’on n’aura besoin que de sept termes consécutifs de la série 
proposée, dont celui du milieu sera pris pour T, et les adjacents de part 
et d’autre pour 

r, T", T'", et 'T, "T, '"T, 
pour avoir la série des sommes 

T, T' + T, T" + "T, T* + 

On choisira donc à volonté sept des premiers termes de la série donnée 
et sept des derniers, et, pour avoir une plus grande exactitude, un aura 
soin de les choisir de manière que ceux du milieu soient les plus grands 
qu’il est possible; car il est facile de démontrer que l’on aura toujours 
des résultats plus approchés lorsque le terme du milieu T sera un maxi- 
mum que dans tout autre cas, et c’est aussi pour cette raison que, dans 
l’Exemple II, nous avons pris pour T le terme 772, qui est un des plus 
grands de la série. 

Nous prendrons donc les sept premiers termes 

4 - 456 , — ( 68 , 4-9,74» — 955, 4-220, 4 - ( 53 1 , — 2 . 32 , 

et les sept autres 

4-358, —657, — 36o, 4- 36o, — 181, 4- 3o5, —447, 

et l’on en formera les deux séries des sommes 

~ 933, 494. 463, 224, 

860, — 541, — 352, — 99, 

sur eliacune desquelles on opérera comme on l’a pwtiqué dans 
l’Exemple II. 
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77 


quotient i -i- ar * -h o, 3 i 332 a: Deuxième quotient | i -+- a:*-+- o, 20920 X 

diviseur i — o, 8438 ox Deuxième diviseur i — o, 838 ’ 27 j: 

dividende i — o, 529 '| 8 x Deuxième dividende. ... • 1 — 0 , 629070 : 

— i-r-o,8438ox -1-^0,83827 

o, 3 i 332 x 0 , 209200 : 




610 


FORMATION DES TABLES DES PLANÈTES 


Le Tableau ci-contre contient les détails et les résultats de ces opéra- 
tions; les trois premières cases appartiennent à la première série, et les 
trois dernières à la seconde, où l’on voit que la première série donne 
ces valeurs 

p — — g33, g =0,52948, 

1,22341, î'— 0,3 i 332, 

et que la seconde donne celles-ci 

P 860, ÿ = 0 ,62907 , 

P'=«j‘ 9493 » 9'=o, 20920. 

Ainsi l’on aura : 

9" =0,84280, 

q q' =0,21616, !og = 9,3347753, 2 log = 8,6695506. 

(9— 9')’= 0*04673, 

— 4p'=: 4,89364. 

4,94037, log = 0,6937595, |log = 0,3468797. 

sj{q — q'y~^p' — 2,22269, 
q -h q' — 0,84280. 

Somme 3,06549. 

Différence 1,37989. 

Donc 

© = 0,68994, P = — 1,53274. 

Ensuite 

log(9~ 9') =9,3347753, 
log \/(q- q'Y-ïp' — 0,3468797 . 

Différence 8,9878956. Nombre corr. = 0,097261. 

log 0 , 902749 = 9 , 9555670 , 
log 1 ,097261 = o,o4o3o6o, 

log _ P = log 466, 5 = 2,6688^16. 

log — F = 2,6244*66, F = — 421, 
log — G = 2,7091676, G= — 5 i 2 . 



Or on a (n® 42) 
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Donc 


Donc 


A ==.451, logA 2,6541765, 

3 — 591, logB -- 2,7715875. 

ïog— Y -- 9» 9702421 — log — sina', 

Q. 

log— — . - 9,9375701 — log — sin6'. 


«' — 1 80® 4- 69" 2' = 249" 2' , ou 360 ’ — 69" 2' — 290" 58' , 
6' nz: i8o® 4- 60® = 240", ou 3Go" — 60® “ 3oo®. 


A quoi on pourra encore ajouter ou en retrancher tel multiple de 
36o degrés qu’on voudra. 


2® q q' — 0, 83827 , 

q — q' —0,41887, log = 9,6220793, 2log-— 9,244*586. 

(q — q’y-~o, 17546 , 

- 4 /)'— 4,77972. 

4,95518, log-:; 0,6950594, i log — 0,3475297. 

ijlq — q ')‘ — 4/ — 2,22603 , 


q q' 0,83827 . 

Somme 3,o643o. 

Différence 1,38776. 


Donc 

0=0,69388, p— —1,532 15. 

Ensuite 

log(9 — q') =9,6220793, 

log s/{q — q'y — 4/>' = O > 3475297 . 

Différence 9,2745496. Nombre corr. = 0,18816. 

nn. 
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et de là 


Donc 


log 0 , 8 n 84 - 9 , 9094704 , 

log 1 , 18816 = 0,0748750, 

log ^ ~ log 430 — a , 6334685 . 

log F r--- 2,5429389, 
logG — 2,7083435; 


F 

log -Y ~ 9,8887624 logsina", 

•og ^ -9,9367560 logsinft". 

a"~5o"43', ou 180"— 5o®43'— - i29''i7', 
6 ": .59”5 o', ou 180" — 59 "5 o' rr; i20“io'. 


A quoi on pourra aussi ajouter ou en retrancher des multiples quelcon- 
ques de 36 o degrés. 

Maintenant je remarque que, si l’on rapporte les deux termes moyens 
ci-dessus —933 et 860 au terme moyen 77a de l’Exemple II, on aura, 
en nommant ce dernier T, et ces deux-là on aura, dis-je, 


A — 7, et fl - - 5, 

parce que dans la série proposée le terme — 933 précède de sept places 
le terme 772, et que le terme 860 le suit au contraire de cinq places; 
d’où il s’ensuit que si les valeurs de «, /3 et de a, b, trouvées dans 
l’Exemple II, étaient tout à fait exactes, et que celles de a', b', a", b", 
qu’on vient de trouver, le fussent aussi, 011 devrait avoir 


a — 7 a — a', 5 — 7 P 6', 
a-^ Sa — a", 5 5 (3 = 6 "; 
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or on a, après les substitutions, 

a — — 428"i5'r- - 2.36o'’-t~ 29 i”45', 

b — — 84o® — 3 . 36o“ -I- 240°, 

rt~5a— 4o9"33'r--- 360“ -1- 49” 33', 

6-i 5 [ 3 .“. 84o‘’i2'r- 2 . 36 o® 120° 12'. 

D’où l’on voit : 1 “ que ces valeurs diffèrent un peu de celles de a', h', 
a", 6 "; 2 ® que les valeurs de ces dernières quantités doivent être expri- 
mées ainsi 

a ' — — 2.360“ -t- 290° 58 ', 

6' - — 3 . 36 o° -1- 240”, 
a " - j : 36 o®-f 5 o° 43 ', 

b" 2 . 36 o" -i - 1 20“ 10', 

De sorte qu’en faisant ces substitutions dans les formules ci-dessus 
on aura, à cause de p. — 5, X — - 7 , et par conséquent p, — X = 1 2 , 

_ n " — a ' 

1 2 

^ I 2 

Cette valeur de (3 est la môme que celle qu’on a trouvée directement 
dans l’Exemple II; mais la valeur de « diffère de 10 minutes de celle de 
cet Exemple; or on verra, dans la Remarque suivante, que les valeurs 
de a et /3, qu’on vient de trouver, ne diffèrent que de i minute de la 
vérité, ce qui prouve l’utilité de la méthode précédente. 

Ayant ainsi déterminé assez exactement les valeurs de a et |3, on 
pourra s’en servir pour approcher davantage des véritables valeurs de a 
et 6 ; car, puisqu’on a 

a — ’]a~a', b — a-hSx-zn”, b 5 ^ -.t= b" , 

on aura 

ii(a — «) — a' -i- a", 2 (6 — j3) =; 6' -f- 6" ; 
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c'est-à-dire, 


a “ a -1 •) 

6 :r.Ô 4 - ' 

^ 2 

a 69^59'— - 

6 o. 5 o', 

2 

1 ! 

0 

0 

r 

10^ 

~ :-j 39 « 56 ', 


et ces valeurs sont aussi plus conformes à la vérité que celles qu'on a 
trouvées dans l’Exemple II, comme on le verra ci-après. 


Remarque II. 


44. Pour pouvoir maintenant juger de l’exactitude des résultats pré- 
cédents, il faut réduire en formule la Table de l’équation du temps d’où 
la série proposée est tirée. 

Pour cela je remarque que l’équation du temps n'est autre chose que 
la différence entre la longitude moyenne du Soleil et son ascension 
droite, convertie en temps à raison de i5 degrés par heure. Or soient f 
la longitude vraie du Soleil, t la longitude moyenne, x l’ascension droite 
vraie, a le lieu de l’apogée, e l’excentricité du Soleil et w l’angle de 
l’obliquité de l’écliptique; on aura d’abord, comme l’on sait. 


et ensuite 



(i — 

[i — ecos(<p — a)]’’ 


iangxr= cosmtangep; 


ainsi il n’y aura qu’à déduire de ces formules les valeurs de / et a? en f, 
et la différence a?— < (laquelle ne contiendra plus que des cosinus d’angles 
multiples de y), étant multipliée par l’arc égal au rayon, lequel est 
57" 17' 44'» Gt divisée ensuite par i 5 degrés, donnera la valeur de l’équa- 
tion du temps en heures, pour la longitude f du Soleil; par conséquent. 


si l’on multiplie la valeur àe x~t par 


206264 
i5 ’ 


dont le logarithme est 
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4» 1 383338, on aura i'équation du temps en secondes de temps, comme 
nous l’avons employée dans les Exemples ci-dessus. 

Je commence par chercher la valeur de /, et, pour y parvenir d’une 
manière générale, je remarque que l’on a 

df nsinr \ (i — 

1 — n cos/ \i — n cos/j ~ n cos/)’ ' 

d’où il s’ensuit que 



(i — n'Ydy 

I ~ /ICOS/)' 



■\Ji - n^dy nsjx- 

I — rtCOSJ 1- 


- sinj’ 
n cos/ 


Or on sait que la fraction — se réduit en une série de la forme 

^ I — ftCOS/ 

I -f- 2K cos/ - 4 - 2K^ cos 2/ + 2 K’ COS 3 / 4 . . . , 

en faisant, pour abréger. 


K 


y/i -- 


n 


ainsi l’on aura : 

i" En multipliant par dy, et intégrant, 

r^i—n^dy „ . 2K’ . 2K’ . „ 

I ^ —y 4- 2 K sin/ 4- — sin 2 / -i — ^ sin3/4- . . . ; 

^ I ” W cos/ 2 ^ 

2 ° En multipliant par nsin/, 

nJi — n’sinr , v,. , . v . ir, . , 

— ^ n(i — K’) (sin/ 4- K sin 2 r 4- K* sin 3/ 4- . . ) ; 

I — ncos/ / . J /’ 

donc, réunissant ces deux séries, on aura 

/-(- [ 2 K + n(i — K’)]sin/4- 4-«(i— K’)J Ksin 2 /H- K’)J K’sinS/- 


pour la valeur de l’intégrale 


f {i-n^Ydy 
J (l — »cos/)’ 


Maintenant il est visible que l’on aura la valeur de la longitude 
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moyenne t, si l’on met dans la série précédente e à la place de n, et 
ç» — a à la place de j, et qu’ensuite on y ajoute la constante a, qui est la 
longitude de l’apogée; on aura donc, en faisant 


K = y-J'sil ^ , 

e 


I 


-h y/ 1 — 


et observant que 


,/ 2 K 

K. 


on aura, dis-je, cette formule 

sin(9— a) -i- 2 Ksin2(©— a) -h2^e— K’sin 3 ((p— a)-f- ... 


/: -ffl-f-2esin( 


11 ne reste donc plus qu’à trouver la valeur de l’angle x exprimée par 
une formule semblable; or l’équation 

tangj? -- cosw iang9 

donne celle-ci 

_ cosM r/ tang9_ cos&x/tp 2cos&'rf9 

I -t- cos’o) tang“9 ”” cos’(jp 4 - cos’wsin’cp i 4 - cos’w -h sin'&j cos 29’ 

(le sorte qu’en faisant, pour abréger, 

. cosw ^ sin’û> 


on aura 


I 4 - COS'w 


dx - -- 


B - 


1 -h cos’ 6 ) 


2Xd(ij) 


I 4 - B cos 2 9 


Cette formule se rapporte évidemment à celle que nous avons intégrée 
ei-dessus, et il est clair qu’en faisant 


B 


n Cl ^= 29 , 


on aura sur-le-champ 
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mais, puisque 


/I — B ~ - 


sin’o) 

1 - 4 - cos^w’ 


on aura 


donc 


r : Jt +2 cos’6) -t- COS‘&) — sin* w 2 cos &) 

v'i — rt' — — ; 

I -4- COS’W I 4- COS’W 


A I 


y / 1 — 


■J 2 


de plus on aura 


K 


I — ^1 — m' _ (l — COS&))’ I — COSr.) 


sin’&j 


H- cos 6 ) 


tang- 


Donc enfin on aura 


X = f — ^tang sin 2 c? -h ^ ^lang sin4? — j ^tang sinfi'f + . . . 

Donc l’équation du temps sera représentée par la diirérence de ces 
deux séries, où j’ai fait, pour abréger, i = — savoir 


~ 2 jesin (9 ~ ac) — i tang’ - sin 2 (j) 

— 21 ^ 6 — “ j K sin 2 (<j> — a) -I- ^ lang' ^ sin 4 <p 

— 2 /^e — K'sin 3(9 — oc) — ^ tang® — sin 6 cp + . . . , 

et il ne s’agira plus que de substituer dans cette formule les valeurs nu- 
mériques des quantités i, e et des angles a et ». 

Or je trouve, par la Table de l’équation du centre du Soleil, de Mayer, 
que l’excentricité du Soleil est 

e 1 = 0 , 0168022 , 


dont le logarithme est 


8,2253662; 


VI. 


,8 
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ajoutant donc à ce logarithme celui de at, qui est 

on aura le logarithme de aie, savoir 

2,6647800, 

auquel répond le nombre 46a. 

Ensuite on a 

w 23 » 28' i 5 ", 

et par conséquent 

^----..« 44 ' 7 "; 

d’où 

log tang "9,31 76040 , et log lang’ — — 8 , 635oo8o , 

2 2 

ù quoi ajoutant le logarithme 

logi~ 4, 1383338, 

on aura 

2,7733418, 

auquel répond le nombre SqS. 

Ainsi les deux premiers termes de notre formule seront 

— 462 sin(<p — a) — 693 sinaf, 

où a, longitude de l’apogée, est = 3*9° = 99°, et f est la longitude vraie 
du Soleil. 

Or il est facile de se convaincre que ces deux termes répondent pré- 
cisément à ceux que nous avons trouvés à posteriori d’après nos calculs. 
En effet, ayant pris pour T, dans les Exemples ei-dessus, le terme de la 
Table de l’équation du temps qui répond à la longitude 11*10°, et ayant 
mis 70 degrés de distance entre un terme et l’autre, il est clair que l’on 
aura, pour un terme quelconque dont le quantième est /n. 


(p =: II* IO®-l- m.70»; 



ainsi l’on aura 
donc 

et 

d’où 
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ç — a ~ 8 * I" 4- / 72 . 70 "; 


sin (9 — a) 1 — — sin(6i®4- /n. 70 ®), 


?. <p 22* 20® -4- ni . 1 4o®, 


sina^ — sin(i 4 o®+ m. i 4 o®); 


de sorte qu’on aura la formule 


462 sin(6i'’ 4 - m. 70 ") - 1 - 593sin(i4o® 4 - m. i 4 o"). 
Or la formule trouvée à posteriori est 
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Asin(a ma) 4- Bsin(fe 4- m[3), 

c’est-à-dire, h cause de A— /iSi, B — 591(0° 42 ), et a = 69°59', 
P = i 4 o°i', a = 60° 5 o', b = i 39 ° 56 '(n° 44 ), 

45i sin( 6 o® 5 o' 4 - m. 69 " 59 ') -h 591 sin(i3o®56' 4- m. i4o®i'), 

laquelle s’accorde, comme l’on voit, à très-peu près avec la précédente. 
On voit aussi par là que les vraies valeurs de A, B; a, 6; « et |3 sont 

A = 462 , 3 — 593 ; a “ 61 ®, 5r-i4o®; a r" 70 ®, |3 -- i4o", 

d’où l’on peut juger combien les résultats de nos méthodes approchent 
de la vérité. 

A l’égard des autres termes de la formule ci-dessus, il est facile de se 
convaincre d’abord qu’ils seront nécessairement très-petits vis-à-vis des 
deux premiers, puisque ces termes décroissent dans des raisons moin- 
dres que I : e et I : tang* En effet, si l’on suppose 


e =■ sin e. 


78. 
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on aura 

or, ayant 
on trouvera 
d’où 

et de là on aura pour le coefficient de 8102(9 — «) le nombre 2, 9; en- 
suite on trouvera pour celui du terme sin49 le nombre 12, 8; d’où l’on 
voit que ce dernier terme est le plus considérable après les deux pre- 
miers, mais qu’en même temps il est extrêmement petit à leur égard, de 
sorte qu’on sera en droit de négliger tous les suivants; c’est pourquoi 
l’équation du temps pourra être représentée avec toute l’exactitude re- 
quise par cette formule 


K - : tang - ; 

l-f-C 0 S 6 


loge = 8,2253662, 


e ~ 56' 46", 


logK — logtang28'23"=: 7,9167994, 


— 462"sin(9 — «) — 5g3"sin2(p — 3" $102(9 — a) -f- i3"sin49. 


Remarque III. 

45. Puisque, dans les Exemples ci-dessus, on n’a poussé le calcul que 
jusqu’à la seconde division, et qu’on a ensuite négligé le reste de cette 
division comme nul, quoiqu’il ne fût que très-petit, il n’est pas surpre- 
nant que les valeurs trouvées par ce moyen diffèrent un peu des véri- 
tables; en effet on voit, par la formule précédente, qu’outre les deux 
équations proportionnelles h sin(9 — a) et à sinaç, qui sont les plus 
considérables, il y en a encore deux qui montent à quelques secondes, 
et dont l’une est proportionnelle à sin/i? et l’autre à sin2(9 — a); il est 
vrai que cette dernière, outre qu’elle est très-petite, peut être combinée 
avec la seconde, de manière qu’il n’en résulte qu’une seule de la forme 
— Psin(/> -+- 29); car, puisque 

sin2(9 — a) = sin29 cos2a — COS29 sin2a, 
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il n’y aura qu’à faire pour cela 

Pcosp=:593"-+- 3"cos2«, Psinp= — 3"sin2«, 


ce qui donne 


lang/) — - 


3 sin2a 


et 


5g3 - 4 - 3 cos 2 a 

P — 4- 2 . 593.3 cosaa H- 3'; 

et en faisant le calcul on trouve 


P - 5 ' 2^" ei P =590; 

de sorte qu’au lieu du terme (Remarque précédente) 

593 sin (140” 4 - m. i 4 o“) 

il faudra mettre celui-ci 

59osin(i4o°5'-f ^. 140 "), 

ce qui altère un peu les valeurs de B et de b, et les change en celles-ci 

B 590, et b — i 4 o" 5 '. 

11 ne restera donc ainsi que l’équation i3"sin4ip; et il est clair que, 
pour trouver cette équation à posteriori, il aurait fallu continuer l’opé- 
ration et en venir à une troisième division; on aurait pu par là trouver 
les trois équations à la fois, avec toute l’exactitude requise; mais il y 
a ici une observation importante à faire. 

Lorsque les termes donnés d’une série récurrente sont exacts e*t rigou- 
reux, on est assuré de trouver toujours par nos méthodes la vraie loi 
générale de ces termes; c’est de quoi on a vu plusieurs exemples dans 
tout le cours de ce Mémoire; mais il n’en est pas toujours de meme lors- 
que les valeurs des termes donnés ne sont qu’approchées; car, dans ce 
cas, il est clair qu’il doit y avoir des limites au delà desquelles l’opéra- 
tion ne saurait être continuée sans craindre de s’égarer; et voici com- 
ment on pourra déterminer ces limites. 
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Supposons, pour plus de généralité, que les termes de la série sur 
laquelle il s’agit d’opérer soient composés d’entiers et de décimales, et 
que leur exactitude s’étende jusqu’à la X'*'"® décimale inclusivement; 
supposons de plus que le premier terme p de la série, par lequel on di- 
vise préalablement tous les autres (n° 40 ) pour avoir la série s, dont le 
premier terme soit l’unité, supposons, dis-je, que ce terme p ait une 
valeur qui soit renfermée entre lo®^ et lo”'*"', ce qu’on peut connaître 
d’abord par la place de son premier chiffre significatif; il est clair 
qu’après la division par p les termes de la série s ne seront exacts que 
jusqu’à la place décimale (X w)*®'"® inclusivement. Ainsi tant le quo- 
tient que le reste de la première division ne seront exacts que jusqu’à 
cette limite. 

Soit maintenant le coefficient p' du premier terme du reste dont nous 
■parlons, renfermé entre io®’'et et comme ce coefficient doit servir 

de diviseur à tous les autres, il s’ensuit qu’après la division les termes de 
la nouvelle série s', sur laquelle on devra opérer, seront exacts jusqu’à 
la (X -t- ar -t- w')'^”® place décimale, mais non pas au delà, de sorte que le 
second quotient, ainsi que le second reste, n’auront pas non plus une 
exactitude plus grande; et ainsi de suite. 

De là il sera facile déjuger, dans chaque cas particulier, jusqu’où l’on 
peut continuer l’opération avec sûreté; car il est clair qu’il faudra néces- 
sairement s’arrêter dès qu’on sera parvenu à un reste dont les termes ne 
contiendront plus que des chiffres douteux. 

Il est clair que les termes de la Table de l’équation du temps ne sont 
qu’approchés, puisqu’ils sont exprimés en nombres ronds de secondes; 
ainsi les séries que nous avons examinées dans les Exemples précé- 
dents sont dans le cas dont nous venons de parler. Considérons le cas 
de l’Exemple II, et l’on aura d’abord X = o; ensuite, dans la première 
série, on a (à cause de /? = 772) w = 2, d’où il s’ensuit que le premier 
reste n’est exact que jusqu’à la seconde place décimale inclusivement; 
de plus (à cause de/)'= — t, 23 ...) on a ct' = o; de sorte que le second 
reste n’aura aussi que le même degré d’exactitude; mais la plupart des 
termes de ce second reste ne contiennent de chiffres significatifs que 
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dans la troisième place; donc ce reste doit être regardé comme douteux, 
et par conséquent doit être rejeté. On appliquera le même raisonnement 
aux autres cas, et l’on en conclura que l’on ne doit pas aller au delà de 
la seconde division, de crainte que l’opération ne donne faux. 


Remarque IV. 

46. L’inconvénient que nous venons d’exposer empêche donc sou- 
vent qu’on ne puisse trouver directement la loi exacte d’une série pro- 
posée; c’est pourquoi il est très-important de chercher des moyens d’y 
remédier. Un des meilleurs est de tâcher de simplifier la série, en la dé- 
gageant de la partie dont la loi est déjà à très-peu près connue, ainsi 
(ju’on l’a déjà fait voir dans la Remarque du n° 20. 

Ce moyen réussira d’autant mieux que, comme le dénominateur de 
la série ne dépend que des angles a, /3, . . . , il suffira de connaître avec 
précision quelques-uns de ces angles pour pouvoir détruire dans la série 
la partie qui dépend de ces mêmes angles; or nous avons donné, dans la 
Remarque I, une méthode pour approcher autant que l’on veut de la vraie 
valeur de ces angles; ainsi l’on pourra toujours employer avec succès la 
transformation dont nous venons de parler. 

Lorsqu’on emploie la première ou la seconde solution des n"* 35, 36, 
alors il n’y a qu’a faire usage de la méthode du n° 20, sans aucune pré- 
paration; mais il n’en est pas de même quand on emploie la troisième 
solution du n° 37, ou (ce qui est la même chose) les méthodes du n" 40, 
ainsi que nous l’avons fait dans les Exemples ci-dessus. Dans ce cas, il 
faudra modifier la règle du n° 20, d’après ce que nous avons démontré 
dans le n“ 34. 

Pour cela on remarquera que les séries des sommes ou des différences, 
dont il s’agit dans les deux méthodes du n® 40, ont des fractions généra- 
trices dont le dénominateur commun est un polynôme réciproque formé 
du produit des trinômes 

I — cos'a -h x^, ï — 2xcos^ + x\ I — 2xcosy + x\. . 



FORMATION DES TABLES DES PLANÈTES 


m 

et dont les numérateurs sont aussi des polynômes réciproques d’un 
degré moindre de deux unités, mais qui sont en même temps multipliés 
par I —X, s’il s’agit de la série des sommes de la première méthode; 
par I -I- X, s’il s’agit de la série des différences de la même méthode; et 
par I —x‘‘, s’il s’agit de la série des sommes de la seconde méthode. 
Donc, si l’on suppose qu’on connaisse déjà assez exactement la valeur 
de quelques-uns des angles a, y,..., et que le nombre de ces angles 
connus soit p, il n’y aura qu’a former le produit des trinômes corres- 
pondants 

I — iLX cosa -h X'y I — 2 cosp -f- , 


que j’appellerai, pour plus de simplicité, II, et l’on multipliera par ce 
polynôme connu TI la série des sommes ou des différences qu’on se pro- 
pose d’employer; ce qui donnera, après avoir ordonné tous les termes 
par rapport aux puissances de x, une nouvelle série, qu’on partagera en 
deux parties, l’une que je désigne par R et qui contiendra les p premiers 
termes; l’autre, que je désignerai para;PS et qui contiendra les termes 
suivants, lesquels seront tous divisibles par x^, en sorte que, après cette 
division, on aura la série S. 

On formera maintenant le polynôme contraire au polynôme R (n“ 23), 
et le dénotant par (R) on distinguera quatre cas, suivant la forme de la 
série que l’on aura employée. 

i" Si l’on fait usage de la série des sommes de la première méthode, 
on ajoutera le polynôme (R) à la série S, et la série résultante S-t- (R) 
sera de la même nature que la série primitive des sommes; mais elle en 
sera plus simple, puisqu’elle sera débarrassée de la partie qui dépendrait 
des angles connus «, /S, — On traitera donc cette nouvelle série suivant 
les règles prescrites pour la série des sommes de la première méthode. 


et l’on en déduira la fraction en y. 




que nous désignerons ici 


V 

par ÿ- Ayant trouvé cette fraction en j, pour avoir celle de la série pri 


mitive, on prendra la différence R — (R)ajP des deux polynômes R et 
(R)i»P, laquelle sera nécessairement divisible par i — x (n®23, 5®), et 
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après la division on aura un polynôme réciproque du degré p — 2 , que 
nous désignerons par P, en sorte que 

P(i-a:)-R-(R)jcP; 

on considérera maintenant la fraction g? dont le numérateur est un po- 
lynôme réciproque du degré ap — 2 et dont le dénominateur en est un 
du degré 2 p, et, l’ayant multiplié par i -f-a;®, on le transformera, par la 

substitution dey à la place de 7 ^^!’ en une simple fraction en y, ayant 

pour numérateur un polynôme Q du degré p — 1 et pour dénominateur 
un polynôme du degré p (n“ 27). Pour faire cette transformation avec 
facilité, il n’y aura qu’à employer les substitutions enseignées dans le 

n“ 6 , changer ensuite 3 en et multiplier le bas et le haut pary?; ou 

bien, ce qui sera encore plus simple, on fera d’abord 

Y = (i — 2 /cosa)(i — 27 cosj3).-. . ; 


ensuite on retranchera du polynôme P les p — i premiers termes, et l’on 
mettra dans les p derniers, à la place de a;?, les 

quantités 


•(1-2/), / /'I 


f'iF — 3), 


— 4)(f- 

■t.i 




et l’on aura le polynôme Q ; en sorte que ^ sera la fraction en y qu’on 
cherche. 

11 ne restera plus maintenant qu’à ajouter cette fraction ^ à la frac- 
tion Y divisée par 'F, et la somme, c’est-à-dire, la fraction ^ sera 

la véritable fraction en y, qui répond à la série des sommes, et qu’on 
aurait dû trouver directement en faisant toutes les opérations requises. 
On traitera donc cette fraction de la manière prescrite à l’égard de la 


fraction 




dans la première méthode du n° 40. 


VI. 


79 
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2 “ Lorsqu’on fera usage de la série des différences de la méthode, il 
n’y aura d’autres changements à faire aux procédés qu’on vient d’ensei- 
gner, sinon qu’à la place de la somme S + (R) on prendra la différence 
S — (R) pour avoir upe série de la même nature que la primitive, et 
susceptible des mêmes opérations; et qu’ensuite à la place de la diffé- 
rence R — (R)a;P il faudra prendre la somme R + (R)a7P, qu’on divisera 
par r x, pour avoir le polynôme réciproque P. 

3" Dans le cas où l’on emploie la nouvelle méthode et où l’on veut 
opérer sur la série des sommes, on suivra encore les mêmes procédés, si 
ce n’est qu’on prendra S h- (Rja? pour la série qui doit être de même 

V 

nature que la primitive et qui doit fournir la fraction en/, y? et qu’en- 
suite, pour avoir le polynôme réciproque P, on prendra le polynôme 
R — (R)a!p''', qu’on divisera par i — x"^. 

4° Enfin, lorsqu’il s’agira de la série des différences de la même mé- 
thode, il faudra prendre pour (R) le polynôme réciproque de R diminué 
de son dernier terme, c’est-à-dire, le polynôme réciproque de celui qui 
est formé par les p — 2 premiers termes de la série après qu’elle aura été 
m'ullipliéepar fl; ensuite on procédera comme ci-dessus ( 2 "), avec cette 
seule différence qu’il faudra prendre immédiatement P - 1 - (R)^;^ pour le 
polynôme P. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur cette matière, et nous ne 
chercherons pas non plus à l’éclaircir par des Exemples, parce que cela 
nous mènerait trop loin, et que d’ailleurs elle ne doit plus être sujette à 
aucune difficulté, après tout ce que nous avons démontré dans le cour^ 
de ce Mémoire. 


Remarque V. 

47. Au reste, quoique tes méthodes exposées ci-dessus soient prin- 
cipalement destinées pour les séries composées de sinus et de cosinus 
d’angles, elles peuvent néanmoins être appliquées, en général, à toutes 
sortes de séries récurrentes; et il suffit pour cela de remarquer que, 
lorsque parmi les racines rs, p, a,... qu’on a supposées égales à 2 COsa, 
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2 cosp, 2 COS 7,... il s’en trouvera d’égales ou de plus grandes que l’unité 
ou d’imaginaires, alors la série ne contiendra plus simplement des sinus 
et cosinus, mais elle contiendra une partie algébrique ou des exponen- 
tielles réelles; et il sera facile de résoudre ces différeitts cas par des mé- 
thodes connues. 

Enfin je dois remarquer, en finissant ce Mémoire, que les différentes 
méthodes que nous y avons données peuvent aussi être d’un grand usage 
dans la Physique, lorsqu’il s’agit de découvrir la loi des phénomènes 
d’après les résultats de plusieurs expériences; et, en général, elles pour- 
ront servir pour résoudre un grand nombre de questions dont on ne 
pourrait venir à bout qu’en tâtonnant, et d’une manière très-imparfaite, 
sans le secours de ces méthodes. 


n 

i 


9 - 




LETTRE DE LAGRANGE A L APL ACE, 


RELATIVE A LA 


THÉORIE DES INÉGALITÉS SÉCULAIRES DES PLANÈTES. 




LETTRE DE LAGRANGE A LAPLACE, 

RELATIVE A LA 

THÉORIE DES INÉGALITÉS SÉCUUIRES DES PUNÈTES 


(Mémoires de l’Académie Royale des Sciences de Paris, année 1772.) 


Je prends la solution du Problème des trois Corps de M. Clairaut 
{Théorie de la Lune, p. 6), et j’observe que, puisque 

^ = I — sinu(^g—j' Q ducosu^ - cosm^c rfwslnwj , 

si Ton fait 



en sorte que e sera Texcentricité et I le lieu de l’aphélie, et il est re- 
marquable que les quantités e et I peuvent être regardées comme con- (*) 


(*) Laplace^ en reproduisant celte Lettre, à la suite de ses Recherches sur les inégalités 
séculaires, insérées dans le volume de 1772, la fait précéder des lignes suivantes : 

« Ayant envoyé à M. de Lagrange mes Recherches sur les inégalités séculaires des planètes, 
lorsqu’elles furent imprimées, ce grand Géomètre me communiqua, dans une Lettre datée du 
10 avril 1775, qu’il me fit l’honneur de m’écrire à ce sujet, une méthode très-élégante et que 
les Géomètres verront avec plaisir, pour trouver directement les équations différentielles de 
l’excentricité et de l’aphélie; la voici telle qu’il me l’a envoyée. » 
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stantes, pendant que les quantités r et m varient de dr et du\ car, comme 


P 

~ > — esini sinu — e cosi cosm, 
Mr 


il suffît de démontrer que la différentielle de cette équation est nulle, 
en ne faisant varier que les deux quantités esini, ecosi; c’est-à-dire, 
que 

sinM.c/(e sini) + cos «.(/(e cos I) ~ o; 

mais 

(/(e sini) = — Q É?« cos^/, et r/(ecosI)— Q f/«sinH, 
donc, etc. Je fais donc 


æ; — esini, ecosi; 


P 

™ ~ I — X sinM — y COSM, 


et ensuite j’ai, en différentiant, les équations 

(Ix — — Çlcosudu, dy = Çl ^\x\u du', 


si l’on substitue, dans ces équations et dans les autres semblables, les 
valeurs de r et de m en x, y et t, et que l’on ne conserve que les termes 
où x,y, x', y',... seront linéaires et multipliés par des coefficients con- 
stants, on aura les équations cherchées; il faut seulement avoir soin de 
ne pas rejeter, dans la quantité fi , les termes de la forme 


J'xsinudu, j'xcosudu, j'y s'm u du, j'y cosu du, 


et les autres semblables; car ces termes, étant transformés en 

X cos U -H fé. COSM, . . . , produiront, dans les équations différentielles, 

des termes de la forme demandée; à l’égard des quantités Jdx cosu,..., 

on’ pourra les négliger entièrement, parce que dx est déjà très-petit de 
l’ordre des masses des planètes perturbatrices. 



RECHERCHES 

SUR LES 

ÉQUATIONS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS DES NŒUDS 

ET 

DES INCLINAISONS DES ORBITES DES PLANÈTES. 
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RECHERCHES 


ÉÛIATIONS SÉCIILAIRKS DÛS MOIIVKMRNTS RES NŒUDS 


OES INCLINAISONS DES OKHITKS DES ELANfel’ES 


(.Mémoires de l’Aoadémi(^ lloyalo dt>s S('.icn(:(îs de l'iiris, anni'e i77'(.) 


Ce Méinoiir contient une nouvelle Théorie des inouvemenls di's 
nœuds et des variations des inclinaisons des orbites des (ilanidi's, id 
rapplicalion de cette Théorie à Torhile de chacune des six iilanides 
principales. On y trouvera des lorinules générales, par lesipielles on 
pourra déterminer dans un temps (|uelcon(|ue la position absolue de 
ces orbites, et connaître par conséqueni les véritables lois des idiange- 
ments auxquels les plans de ces orbites sont sujets. 

.T’invite les Astronomes à faire usage de ces formules et à examiner 
si, par leur moyen, on peut rendre raison du peu d’accord qui; je trouve 
entre les observations anciennes et les modernes, les formules (|ue 
d’autres Auteurs ont données pour cet objet étant insuirisanfes. puis- 
qu’elles ne représentent que les variations dilférentielles des lieux des 
nœuds et des inclinaisons; de sorte que ces formules cessent d’être 
exactes au bout d’un certain nombre d’années, au lieu que les nôtres 
peuvent s’étendre à tant d’années qu’on voudra. 

8o. 
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Enfin on trouvera, dans ce Mémoire, des Tables des variations sécu- 
laires de l’obliquité de l’écliptique et de la longueur de l’année tro- 
pi(jue, avec les formules nécessaires pour calculer les variations sécu- 
laires des étoiles fixes en longitude et en latitude; ces Tables s’étendent 
jusqu’à vingt siècles, tant avant qu’après 1760. 


Artici.e — Formules générales du mouvement des nœuds, et 
de la 'Variation de V inclinaison de C orbite que décrit un corps 
animé par des forces quelconques. 


1 . Soient x, y, z les trois coordonnées rectangles qui déterminent 
dans chaque instant la position du corps par rapport à un plan fixe 
quelconque; supposons que toutes les forces qui agissent sur le corps 
soient décomposées suivant les directions des lignes x,y, z, et soient 
réduites à ces trois X, Y, Z; on aura, en prenant l’élément du temps dt 
pour constant, les trois équations 

(I^X _ é'‘Y _ yr d^z _ 

dO~~ ' 


qui serviront à déterminer le mouvement du corps. 

2. De ces trois équations je tire celles-ci 
xd‘Y — yd'^x „ ,, xd'‘z — zd'x „ ^ Yd'^z — zd^y ,, „ 


dn 


dV 


lesquelles, étant multipliées par dt et ensuite intégrées, donnent, en 
faisant, pour abréger, 

P=J(Yz-Zy)dt, Q=J'{Xz-Zx)dt, R=J{Xy~Yx)dt, 
ees trois autres-ci 


X dy — r dx 
dt 


= R, 


xdz — Z dx 

Tt 


= Q, 


ydz- zdy 
dt 
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d’où je tire sur-le-champ cette équation finie 

Par — Q r R 3 = O. 

3. Si les quantités P, Q, R étaient constantes, ou du moins dans des 
rapports constants entre elles, il est visible que celte équation serait 
celle d’un plan fixe passant par le point qui est l’origine des coordon- 
nées a?, j, Z, et dont la position dépendrait des mêmes quantités P, Q, R. 
Et il est très-aisé de démontrer que, dans ce cas, l’intersection du plan 
dont il s’agit avec celui des coordonnées ar ely, c’est-à-dire, la ligne des 
nœuds de ces deux plans, fera, avec l’axe des abscisses x, un angle dont 

la tangente serait ^5 et que l’inclinaison mutuelle des mêmes plans 

. jpnfr7)2 

serait égale à l’angle qui a pour tangente - — 

4. Or les quantités P, Q, R ne peuvent être constantes qu’en faisant 
leurs différentielles nulles, ce qui donne 

Yz — 7.x=o', \z — Zx=^o, \y — \x=zo\ 

d’où l’on tire 

x = na:, Y=:nr, z = n3, 

n étant une quantité quelconque; ce qui fait voir que les trois forces 
X, Y, Z se réduisent à une seule égale à 

n z\ 

et toujours dirigée au point fixe qui est l’origine des coordonnées. 

Mais, si l’on veut seulement que les rapports de ces quantités soient 
constants, en sorte que l’on ait 

P = /nR, Q = «R 

(m et n étant des coelRcients queleonques), alors il faudra que l’on ait 
ces deux équations 

Y Z - T.y=:m{\x-Yx), \z-Zz = n[\y - Yx). 
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Or, si dans l’équation 

Px — Qj Rz = O 

on met à la place de P et Q leurs valeurs ci-dessus, elle devient 


mx — ny z —o, 

cl si ensuite ou substitue dans les deux éijuations précédentes ny — mx 
au lieu de c, on trouve qu’elles se réduisent à celte équation unique 

mX — «Y -t- Z = O. 


On aura donc, entre les forces X, Y, Z, une équation semblable à celle 
(|ui doit être entre les coordonnées x, y, z, et de là on comdura aisé- 
ment que ces lorces doivent être telles que leur résultante soit toujours 
dirigée dans le même plan qui est représenté par les coordonnées dont 
il s’agit : c’est ce qui est d’ailleurs de soi-même évident; mais nous 
avons cru qu’il n’élail pas inutile de le déduire aussi de nos formules. 


5. Voilà donc les seuls cas dans lesquels lin corps puisse se mouvoir 
dans un plan tixe; dans tout autre cas, c’est-à-dire, lorsqm* l’équation 


/?» X — rt Y 4- Z 


n aura j)as lieu, le corps sollicité par les forces X, Y, Z décrira nécessai- 
n'menl une courbe à double courbure. 

(Cependant, si l’on fait attention que les trois équations dilférentielles 
du n" 2, d’où l’on a tiré celle-ci 

— Q,)’ 4- R2 = O, 

donnent également cette autre-<;i 

Pr/x — 4- R^/z = o, 

qui n’est autre chose, comme l’on voit, que la dilférentielle de celle-là. 
dans la supposition où les quantités P, Q, R serai<‘nt constantes, ou au 
moins dans des rapports constants, on verra que, quoique les rapports 



DES MOUVEMENTS DES NOEUDS, ETC. 


() 3 !> 

de ces mêmes quantités ne soient pas Justement constaiHts, ils pourrotil 
néanmoins être regardés comme tels pendant que le corps parcourt les 
espaces infiniment petits dx, dy, dz; d’où il suit que le plan représenlé 
par l’équation 

Pæ' — Q >■ 4- R 3 = O 

sera celui dans lequel le corps se meut dans l’instant où il décrit ces 
espaces infiniment petits; mais la position de ce plan, au lieu d’élre 
fixe, changera d’un instant à l’autre, à cause de la variabilité des (juan- 
.-4' 1' Q 

lues if, -g- 


6. Nommant donc w l’angle de la ligne des nœuds avec l’axe des ab- 
scisses æ;, et0 la langente de l’inclinaison du plan de l’orbite avec celui 
des coordonnées x ety, on aura, d’ajtrès les délerminalions du n° 3, <‘es 
formules fondamentales 


tango) = 


P 

O’ 




(ju’on peut réduire à celles-ci 


0 sino) =: 


P 

a’ 


0 cos 0 ) — 


Q 

H ‘ 


7. Puisque, dans rAstronomie, on a coutume de représtmter le mou- 
vement des planètes par les longitudes et les latitudes, nous supposerons 
que le plan des coordonnées a;, y soit celui de l’éclipiiqiie, (ui regardant 
l’écliptique non pas comme l’orbite réelle de la Terre, mais comme un 
plan fixe qui passe toujours par les mêmes étoiles, et nous prendrons 
l’axe des a? pour la ligne des équinoxes, ou plutôt pour la ligne qui passo 
par le premier point iVAries supposé fixe, duquel nous compterons les 
longitudes; nous nommerons ensuite q la longitutle du corps, p la tan- 
gente de sa latitude, et r le rayon vecteur projeté sur l’écliptique; il est 
visible qu’on aura 


a:=rcosfy, y=/'sin(/, z = rp 
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ce qui, étant substitué dans l’équation 

Pa: — Qj 4- R« = O, 

donnera celle-ci 

P cos^ — Q sinq -i- R/j = o, 
laquelle servira à déterminer p. 

Si, de plus, on met dans cette équation pour P et Q leurs valeurs 
R0 sin», R0 cosw (6), on aura, en divisant par R et réduisant, 

p = 0 sin(g — oj), 

équation qu’on peut aussi tirer immédiatement de la Trigonométrie 
sphérique. 

8. Pour rendre nos formules plus simples et plus commodes pour le 
calcul, nous ferons 

« = 6sin&), m = 6cosw, 
ce qui donnera (numéro précédent) 

P — usinq — s cosq, 

et les deux équations du n® 6 deviendront 

Ri=P, Rm = Q, 


lesquelles étant différentiées pour faire disparaître les intégrations des 
quantités P et Q deviendront celles-ci 


„ ds rfR „ 

n du dR ^ 


équations qui serviront à déterminer les deux variables s et m, d’où dé- 
pend la solution du Problème. En effet, ces deux quantités étant con- 
nues, on aura sur-le-champ le lieu du nœud et l’inclinaison par les 
formules 
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Pour faire usage des équations précédentes, il n’y aura qu’à y sul)sti- 
tuer k la place des quantités ac, y, z leurs valeurs 


rcosq, rsinq, ru s\nq — rs eosq ; 

et, coininc dans la recherclie du inouveincnt des nœuds et de la variation 
de l’inclinaison on peut regarder l’orbite projetée sur l’écliptiquc comme 
déjà connue, du moins h tres-peu près, les quantités r et y seront don- 
nées en t, et il ne restera d’inconnues que s et u. 

Il est bon de remarquer encore, k l’égard de la (pianlité H, (ju’clle est 

' 1 y . 1 • 1 • , X (l)' — y' dx 1 

égalé a qm est ce que devient la quantité — ’ y substi- 

tuant, pour a? et y, leurs valeurs ci-dessus, de sorte (ju’on pourra regar- 
der aussi cette (juantité R comme déjà (îoniiue. 


9. Tous les Géomètres qui se sont occupés, jusqu’à présent, de la re- 
cherche du mouvement des nœuds et des variations de l’inclinaison des 
orbites planétaires, ont cherché immédiatement les valeurs de la tan- 
gente 0 et de l’angle w; leurs formules sont faciles k déduire des précé- 
dentes, mais nous ne nous y arrêterons pas, parce que d’un côté elles 
sont très-connues, et que de l’autre elles sont peu propres k la recherche 
dont il s’agit lorsqu’il est question de déterminer k la fois les mouve- 
ments des nœuds et des variations des inclinaisons de plusieurs planètes 
qui s’attirent mutuellement. [ Voir plus bas (23). J C’est par cette raison 
que, dans les essais que j’ai donnés ailleurs sur la Théorie des satellites 
de Jupiter et de Saturne, j’ai fait abstraction des nœuds et des incli- 
naisons des orbites, et je n’ai considéré que les tangentes de la lati- 
tude (*); mais la méthode que nous proposons ici est préférable, parce 
qu’elle conduit k des équations beaucoup plus simples et plus faciles k 
résoudre. 

(*) OEuvres de Lagrange, 1. 1 , p. Cog, et t. VI, p. 67. 
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Articliî II. — Application des formules précédentes à la recherche 
du mouvement des nœuds et des variations des inclinaisons des 
orbites des planètes. 

10. Il faut commencer par chercher les valeurs des forces X, Y, Z, 
qui agissent sur une planète quelconque T, en vertu de Tattraction du 
Soleil S, et des autres planètes T,, Ta,.... Pour cela nous regarderons le 
Soleil comme immobile, et nous le prendrons pour l’origine des coor- 
données qui déterminent la position de chaque planète par rapport à 
l’écliptique; nous nommerons ces coordonnées x, y, z pour la pla- 
nète T; a?,, Jo Z) pour la planète T,; x^, y^, z.j pour la planète Ta, et 
ainsi des autres, et. noos désignerons, pour plus de simplicité, les dis- 
tances de ces planètes au Soleil par (TS), (T, S), (TaS),..., et celles des 
mêmes planètes entre elles par (TT,), (TTa),..., (T,Tj),..., de sorte que 
l’on aura 

(T S) = s/x'‘ -h z\ 

(Ti S) = \Jx{ -hyt ■+■ zj , 


(T T.) = — a;,)* + (r — r.)’+ (Z — Z,)’, 

'T Tj) = \/{x — x,Y + {y — r^y (z — ZjjS 


(T,T,) = v'(.r,— 71)’ + (Zi— Zï)'* 


11. Cela posé, le corps T étant attiré vers les corps S, T,, Ta,... par 
les forces d’attraction 


S ï, T, 

(TS)»’ (TT,)»’ (TT,)’’"’’ 


si l’on décompose ces forces suivant les directions des trois lignes x, y, z 
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perpendiculaires entre elles, on aura celles-ci 

ly(X—Xx) T,{^ — J7,) 

(TS)^ (tïT7~ ^ ’ 

Sr T.( r — r.) T,(,r — >-,) 

(TS)^"^ (TT,)’ (TT,)’ ’ 

Sz , T, (Z — Z,) _ T, (Z — Z,) ^ 

(TS)’ (TT,)’ (TT,)’ 

Mais le corps S est attiré de même par les corps T, T,, Tj;,..., avec les 
forces 

T T. T, 

('TS)’’ (T, S)’’ dVS)’”"’ 


lesquelles, étant décomposées suivant les mêmes directions, donneni 
celles-ci 


Tæ 

T, a;, 

T, ^3 

(TS)’ 

(T, S)’ 

(T, S)’ 

'f.r’ 

T,.r-. 


(TS)’ 

(T, S)’ 


T Z 

T, Z. 

T'i Z a 

(TS)’ 

(T,S> 

(T, S)’ 


Retranchant donc ces forces des précédentes, on aura les véritables 
%rces qui font décrire au corps T son orbite autour du corps S, regardé 
comme immobile, c’est-à-dire, les valeurs des quantités X, Y, Z; on aura 
donc 


S-+-T T, 


rs-+-T 

1(TS)’ 


(TT,)’^(TT,)’ 


■■L(TS)’^(tt,)’ (T'g’ 

L('IS)’ (TT,)’ (TT,)’ 

et par conséquent 


■] ' “ (TÎ,7]'^''^^’[('W ~ (TTj’]*’‘ 

-• •]/ ■+-T, [(t7S)’ " (TT,)’]-^’ 

- . . .] Z +T, 2, -4-T, [^^^3 - ppfj] 


X. _ Z,.- = T. (., 2 -. 2 , ) -. T, [ (-^3 - ^^- 3 ] - •«.; 
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12. On substituera donc les quantités précédentes dans les deux équa- 
tions du n“ 8; ensuite on mettra à la place de x, y, z leurs valeurs 

rcosq, rsin^, r(usinq — scosq], 

(>t à l.a place de a;,, y,, 3, les valeurs analogues 

Cüs^i, r, sitig,, r,(Ki sing, — s, cosg,), 

»‘i ainsi des autres, en supposant généralement que les mêmes lettres, 
sans indice, ou avec l’indice i, ou a,..., représentent les mêmes 
quantités relativement à l’orbite du corps T, ou du corps T,, ou du 

corps Ta On aura donc, en développant les produits des sinus et des 

cosinus, 


.rs, rr 


(« — »,)[cos{y — </,) — cos (7 4-</,)]-4- ( v-f- .V|)sin(<'/ — 7 ,)— (.» — .v,)sin(f/ -i-v,), 

'2 2 -A 

(.V ~ v,)[cos(7— 7i) + cos (7 -t- 7,)] -h «,) S'*! (7 ~7i) ^ ("""1) 


cl ainsi des autres quantités semblables. Ensuite on aura (10) 

(T B) — r \/t + {u sinq —sc,osq y, 

(Ï,S) ™ + («I sin^i — «icos^i)’. 


(TTi) =: \/r‘ — 7.ri\ cos{q — q,) + r; + {ru sinq — rs cosq — r, «, sin^, -I- r,s, cosq,Y, 
( TTj) r- v/r“ — 2 rr, Cüs(g — q,) 4- r J -f- ( rw sin ^ — rs cos q — r, «, sin 4 - /w, cos q,?, 


13. On remarquera maintenant que, comme les orbites des planètes 
.sont fort peu inclinées à l’écliptique, les quantités ô, 5,,..., et par con- 
séquent aussi les quantités u, s, u,, s„... (8) seront nécessairement des 
quantités très-petites; de sorte qu’on pourra, du moins dans le premier 
calcul, négliger les termes affectés de ces quantités dans les expressions 
des distances (TS), (T, S),...; l’erreur sera même d’autant moindre que 
les quantités à négliger sont très-petites du second ordre. 
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Les équations du n° 8 deviendront donc par toutes ces substitutions 
et réductions 


H ^ y — '''*» / * 

2 1 f 


‘ — cos(7--<7,) -hr‘;f y 

x[(«-«,)cos(r/— 7, )H-(.v+,t,) sin{7—7, )-(«-«, )cos(-/+ f/,)-(.v-.v,)sin(7 + i/,)] 


T, /y, 

2 I ri 


’ ['■’ - 2'-'’,cos(y -</,) + rlfj 

x[(«-;<,)cos(v—<y,) + (,v+.v,)sin(i/— 17, )-(«-(/, )cos(f/-i - (/,) - (■‘-.slsinlf/ +-7,)] 


t/w ^/R T, rr [ i 
H -b — « = ^ / — 

fit dt 2 I /’ 


A 


[/•’-2;r,cos(7-7,) + ;';]'y 
x[- (•'-■O coslv—/, ) + (" + «, )sm(7-7,)-(v-v,)co9(7-+- 7, )-+-(«-«, )sin(7 + 7,)l 


IiIZji 
•). I ri. 


’ ['•’-'^'''',<'0>(7-7,) + '1]7 

X [-(■'■ - •«,) cos (7 - 7 J + (« + «,) si» (7 - 7,) - (.ï - vJ cos(7 + 7,) +{ti ~ «J sin (7 -t- yJJ 


14. De plus on pourra regarder, du moins dans la première approxi- 
mation, les orbites comme circulaires, et par conséquent les rayons r, 
r,, comme constants, et les angles q, y,, comme proportion- 
nels au temps, en sorte que l’on ait 

q — ^t, q, = fji,t, 7, — jLtjï,. , 

/ 

fl, fx, , |Xj, . . . étant des constantes telles que [x t, (x, /, 1 x 3 1 ,... soient les 
mouvements moyens des planètes!’, T,, Tj,... qui répondent au temps/. 

Donc, comme (8) R = ^-^> on aura, dans cette hypothèse, R = ^x/•^ 

et de mémeR^ (x,rj, Rj = /X2r|,...; de sorte que ces quantités seront 
aussi constantes. 

Enfin on sait que la quantité rompue et radicale 

[r’ — 2rr,cos(g — 7,)-l-r|] ’ 
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peut se réduire à une expression de cette forme 

(/•, /',) -I- (r, r,), cos{q — qi) 4- (r, r,),cos2(g — ÿ, ) + ('■» r,),cosi{q — q^) , 

où les coefficients (r, r, ), (r, r, ),, (r, r, ) 2 , {r, r, jj,... sont des fonctions 
de r et r,, qu’on peut trouver par différentes méthodes connues; de 
même la quantité 

[r^ — 2rr,cos{q — qi) + rl] * 

se réduira à la série 


(r, /•,)■+■ (r, r,), cos(^ — -f- (r, rjhcosziq — q,) -h {r, i, cos3(7 — 7 ,) 4- . . . , 

et ainsi des autres quantités semblables. 

Donc, si l’on fait ces substitutions dans les deux équations ci-dessus, 
et qu’on sépare les termes qui contiennent les variables s et u, sans aucun 
sinus ou cosinus, de ceux oü ces mêmes variables sont multipliées par 
des sinus ou cosinus, on aura deux équations de cette forme 


as . 'i 

Ll. _ 

i\), 


{ Il — lli) -h . 

. . 4 n = 0 , 


ilj.r 

4,ar 

(lu '1 

r,), 

4/a/- 

is M 

4 y* 

■ (s — 52 ) . 

. 4 'F =: 0 , 


dans lesquelles les quantités II et 'F dénotent la totalité des termes qui 
contiennent les variables u et s mêlées avec des sinus ou cosinus. 

On aura des équations semblables pour chacun des autres corps T(, 
T 2 ,...; il n’y aura pour cela qu’à marquer de l’indice i, ou 2,... les 
lettres qui n’en ont aucun, et d’effacer en même temps teux des lettres 
qui sont marquées à la fois de l’indice i ou a, 

15. Pour intégrer les équations précédentes, on commencera par né- 
gliger les quantités II et 'F, et l’on aura des équations linéaires en u, s, 
u,. Si,..., qu’on pourra intégrer par les méthodes connues; ensuite on 
substituera, si l’on veut, ces premières valeurs de u, s, u,,. .. dans les 
différents termes des quantités n et 'F, et l’on intégrera derechef, et 
ainsi de suite; or, comme dans les quantités n et 'F il n’y a aucun terme 
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qui ne soit multiplié par le sinus ou le cosinus d’un de ces angles q, q^, 
çr ±: , . . . , il est clair que ces quantités ne pourront produire dans les 

valeurs de ^ et de a que des inégalités dépendant des lieux des planètes 
dans leurs orbites; de sorte que, lorsqu’on voudra faire abstraction de 
ces sortes d’inégalités et chercher uniquement les mouvements des 
nœuds et les variations des inclinaisons en tant qu’ils sont indépendants 
des mouvements mêmes des planètes dans leurs orbites, on pourra re- 
jeter d’abord les quantités dont il s’agit, ce qui rendra les équations dif- 
férentielles en s, M, s,, M,,... très-simples et très-faciles à intégrer. (7est 
ainsi que nous en userons dans la suite de ces Recherches, dont l’objet 
n’est que de déterminer la loi des équations séculaires des mouvements 
des nœuds et des inclinaisons des orbites planétaires. 


16. Supposant donc, pour plus de commodité, 






T/-(r„r), 

1,0 == . , 
4/^1 r. 

4f*. r, 

T/-(r„r), 

(2, o)= , , 

^2 

T, 

( 2 , 1 )=:: »•••» 
41 ^ 2^2 


et ainsi de suite, on aura les équations suivantes 
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C’est par l’intégration de ces équations qu’on pourra parvenir à une 
seule solution exacte du Problème qui concerne le mouvement des 
nœuds et la variation des inclinaisons des orbites de plusieurs pla- 
nètes T, T,, l’î,..., en vertu de leurs attractions mutuelles. Nous allons 
nous en occuper, après avoir fait quelques remarques qui serviront à 
jeter un plus grand jour sur cette matière. 

Article III. — Remarques sur les équations qui donnent les 
' mouvements des nœuds et les variations des inclinaisons des 
orbites planétaires. 

17. Imaginons qu’il n’y ait que deux planètes T et T,, et que l’orbite 
de cette dernière soit fixe et immobile : on pourra alors regarder le plan 
de cette orbite comme celui de l’écliptique, et y rapporter l’orbite mo- 
bile de la planète ï. De cette manière, Q sera la tangente de rinclinaison 
et w la longitude du nœud de l’orbite de T sur l’orbite de T,; la tan- 
gente de l’inclinaison de cette dernière orbite sera nulle : par con- 
séquent on aura 5, = o, = o, et toutes les autres quantités 
seront aussi nulles, parce qu’on ne considère que les seules planètes T 
et T,. 

Donc, dans cette hypothèse, les équations du n“ 16 se réduiront à ces 
deux-ci 

(Js du , 

— —(o, i)s — o; 

d’où l’on tire sur-le-champ celle-ci 

d^s , ^ 

^-h{o,tys — o, 

laquelle donne 

J =: A sin [a — (o, i) /], 


et de là 


u = A cos[« — (o, i) /]; 



donc 
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langM - ^ = tang[a - (o, i) /], 


c'est-à-dire, 


o} = a — (o,t)i, et 0 =r 4- «' =; A , 


OÙ a et A sont deux constantes arbitraires. 

On voit par là que l’inclinaison des deux orbites sera constante, et 
que le nœud de l’orbite mobile de la planète T aura, sur l’orbite fixe de 
la planète T,, un mouvement rétrograde dont la vitesse sera exprimée 
par la quantité 



ou bien 


T, r, r^(r, /•, ), 

- --4S 


S 

à cause de p,= par les Théorèmes connus; c’est ce qui s’accorde avec 
le résultat des méthodes ordinaires. 

18. En appliquant le même raisonnement à toutes les orbites consi- 
dérées successivement deux à deux, et supposées alternativement l’une 
mobile et l’autre fixe, on en conclura, en général, que les quantités 
(o, i), (o, 2 ), (o, 3),... ne sont autre chose que les vitesses rétrogrades 
des nœuds de l’orbite de la planète T sur les orbites des planètes T,, Ta, 
Tj,..., considérées comme fixes; que, de même, les quantités (i, o), 
( 1 , 2 ), (i, 3),. . . expriment les vitesses rétrogrades des nœuds de l’or- 
bite de la planète T, sur les orbites des planètes T, Tj, Tj, . . . considé- 
rées comme fixes; que les quantités ( 2 , o), ( 2 , 1 ), ( 2 , 3),... expriment 
pareillement les vitesses rétrogrades des nœuds de l’orbite de la pla- 
nète Ta sur celles des planètes T, T,, T3,..., et ainsi de suite. 

D’où il s’ensuit qu’il suffit de connaître les mouvements particuliers 
des nœuds de chaque orbite sur chacune des autres, regardée comme 
fixe, pour pouvoir déterminer les véritables mouvements des nœuds et 
les variations des inclinaisons des mêmes orbites, relativement à l’éclip- 
VI. 82 
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tique; mais il faut pour cela intégrer deux fois autant d’équations de la 
forme de celles du n" 16 qu’il y a d’orbites mobiles a considérer. 

19 . M. de Lalande a donné, dans les Mémoires de l’année 17^8, le 
calcul du mouvement annuel des nœuds de l’orbite de chacune des six 
planètes principales sur les orbites de toutes les autres, regardées 
comme fixes; on aura donc par là les valeurs des coefficients (o, i), 
(o, 2),...; mais, comme M. de Lalande a adopté pour les masses des pla- 
nètes les déterminations de M. Euler, lesquelles sont un peu différentes 
de celles qui résultent des dernières observations du passage de Vénus, 
nous avons cru devoir changer les valeurs des mouvements des nœuds, 
trouvées par M. de Lalande, en sorte qu’elles répondent aux valeurs des 
masses établies par ces observations, et qui se trouvent dans la Connais- 
sance des Temps de l'année 1774* 

Les logarithmes des fractions qui représentent les masses de Mercure, 
Vénus, la Terre, Mars, Jupiter et Saturne (celle du Soleil étant prise 
pour l’unité), telles que M. de Lalande les a employées dans l’endroit 
cité, sont 

3,37345, 4*39467, 4*77*39, 3,02666, 6,97184, 6,51985; 
mais, d’après la Connaissance des Temps, je trouve ceux-ci 

3,58930, 4,50567, 4*43722,, 3,7794** 6,96870, 6,46620. 

Donc, comme les mouvements des nœuds sont (les temps périodiques et 
les rapports des distances au Soleil demeurant les mêmes) proportion- 
nels aux masses des planètes qui les produisent ( 17 ), il faudra multi- 
plier respectivement ceux que M. de Lalande a trouvés par les nombres 
dont les logarithmes sont les différences des précédents, savoir 

o ,2 i 585, 0,11100, 9,66583, 0,75275, 9,99686, 9,94635. 

Supposant donc que le terme t soit exprimé en années tropiques, et 
que T, T,, Tj, Tj, T,, T* soient les six planètes premières, suivant l’ordre 



(551 


DES MOUVEMENTS DES NŒUDS, ETC. 

de leur grosseur, savoir : Jupiter, Saturne, la Terre, Vénus, Mars et 
Mercure, on aura les valeurs suivantes 


(o, i) 7", 564, 

(>. o) =17,773, 

(2, o) = 6,874, 

(3.0) = 4 , >00, 

(4. 0) “ 14,060, 

(5.0) := 1,564, 


(o, 2) =: 0 ,o 30 , 

(1,2) = 0,0009, 

(2, l) = 0,334, 

( 3 , 1) = o, 2 o 3 , 

(4, i) = 0,645, 
( 5 , i) = 0,080, 


(o, 3 ) = o,oo 5 , 

(i, 3 ) =0,0007, 
(2, 3 ) = 6 , 646 , 

(3. 2) = 6,703, 

(4.2) = 1,773, 
( 5 , 2) = 0,867, 


(o,4) =o”,27i, 

(1.4) = o,028, 

(2.4) = 0,532, 

( 3 . 4 ) = o, 5 i 5 , 

( 4 . 3 ) = 1,701, 

( 5 . 3 ) = 3,749, 


(o, 5 ) ™ OjOoo'i, 
(l , 5 ) ~ 0,0000*2, 

(2.5) =0,077, 

( 3 . 5 ) — o, 33 o, 

( 4 . 5 ) — o,oi 3 , 

( 5 , 4 ) = o,o 5 i , 


Au reste, comme il n’y a que les masses de Saturne, de Jupiter et de 
la Terre qui soient bien connues, et que les autres n’ont été déterminées 
que d’après l’hypothèse que les densités sont comme les racines des 
moyens mouvements, on ne doit regarder comme vraiment exactes qu(‘ 
les valeurs des quantités où, après la virgule, il y a un de ces chifl’res 
o, I, 2 entre les deux parenthèses. 


20. Les mouvements particuliers de chaque orbite sur chacune des 
autres étant donnés, il est clair que c’est un Problème purement analy- 
tique de déterminer le changement de position des orbites au bout d’un 
temps quelconque. Les équations du n" 16 renferment la solution com- 
plète de ce Problème dans l’hypothèse que les inclinaisons des orbites 
soient très-petites; mais, comme ces équations ont été déduites immé- 
diatement de la Théorie de la gravitation universelle, il ne sera peut- 
être pas inutile de faire voir comment on y peut parvenir directement, 
par la simple considération des mouvements particuliers des nœuds de 
chaque orbite sur chacune des autres, regardée comme fixe. 

21. Considérons, pour cet effet, deux orbites seulement, pour les- 
quelles les lieux des nœuds sur l’écliptique soient &>, w, , et les tangentes 
des inolinaisons 6 ; G,, et supposons que la longitude du nœud de la 
première de ces orbites sur la seconde soit et que la tangente de l’in- 
clinaison mutuelle de l’une à l’autre soit > 3 ; on sait que la tangente de 
la latitude correspondant à une longitude quelconque ç sera, pour la 

82 . 



652 KECUERCHES SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES 

première orbite, égale à ôsin(f — «), et, pour la seconde, égale à 
sin(ç — w,); et de même, en rapportant cette orbite-là à celle-ci, la 
tangente de la latitude correspondant à la longitude ç», comptée sur 
cette dernière orbite, sera exprimée par kj sin(( 5 P — ^j<). 

Or, à cause que les deux orbites sont supposées très-peu inclinées à 
l’écliptique, il est clair que les tangentes des latitudes doivent être, à 
très-peu près, égales aux latitudes elles-mêmes; de plus il est facile de 
voir que le cercle de latitude, correspondant à la longitude <p comptée 
sur l’écliptique, se confondra aussi, à très-peu près, avec le cercle de 
latitude correspondant à la même longitude 9 , mais comptée sur l’une 
des orbites. De là il est aisé de conclure que la tangente de latitude 
>3 sin (ip — <J^) sera à très-peu près égale à la différence des deux tangentes 
de latitude ôsin(f — co) et 0 , sin((p — w,), de sorte qu’on aura cette 
équation 

vî sin((p — (1>) = 0 sin (9 — m) — 0, sin((j) — wi), 

laquelle devra avoir lieu, en général, quelle que soit la longitude f ; on 
aura donc nécessairement ces deux équations particulières 

M sin <]i = 6 sin &> — d, sin &),, 

•/! COS(]/ = 0COS&) — 0, COSWi, 

lesquelles serviront à déterminer le lieu du nœud commun, et la tan- 
gente de l’inclinaison mutuelle de deux orbites dont on connaît les 
lieux des nœuds, et les inclinaisons sur l’écliptique. On aura, en effet, 
par les deux formules précédentes, 

, 0sin(» — 0, sinwi 

0COSW — 0|COsw, 

73 = y/(0* + 0J) — 2 00, COS(w — W,). 

22. Cela posé, imaginons que la première des deux orbites, •celle à 
laquelle répondent les éléments Q et se meuve sur l’autre orbite re- 
gardée comme fixe, en sorte que l’inclinaison demeure constante et que 
le nœud rétrograde avec une vitesse représentée par (o, i); il est clair 
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que, dans cette hypothèse, la quantité v} sera constante, et que l’angle <{/ 
variera de la quantité — (o, i) dt, en sorte qu’on aura 

d(ï5sin<l<)= ») cos4'[— (o, i) </<], 
d{r) 00341 ) = — yj sin4 [— (o, i )</<]; 

mais, par le numéro précédent, on a 

■n sln4 = ôsinw — 6, sino),, yj cos4 = 6 cosw — 9, cosw,; 

et, comme l’orbite à laquelle répondent les éléments 0, et w, est regar- 
dée comme immobile, pendant que l’autre orbite est supposée rétrogra- 
der sur elle de la quantité (o, i)dt, il est clair qu’il faudra regarder, 
dans la différentiation, les quantités 0, et «, comme constantes, et les 
quantités ô et w comme seules variables; c’est pourquoi on aura donc 

c?(yî sin4) = d(0sin&)), d{Yi cos<^) = d{dcos(ù). 

Substituant donc ces valeurs dans les deux équations précédentes, elles 
deviendront 

d{6 sinM) = — (o, i) (0 cosw — 9, cosw,) <//, 
rf (0 cosw) = (o, i) (0 sinw — 0, sino),) rf/. 

S’il y avait une troisième orbite pour laquelle le lieu du nœud fut w.j 
et la tangente de l’inclinaison Sj, et qu’on supposât que la première 
orbite dût rétrograder sur celle-ci, regardée comme immobile, avec une 
vitesse égale à (o, 2 ), et en gardant la meme inclinaison mutuelle, on 
aurait pareillement, en vertu de ce mouvement, 

d{9 sinw) = — (o, 2 ) (0 cosw — 9,cosc>^)dt, 

<f( 0 cosw)= ( 0 , 2 )( 0 sinw— 0 j sinw,)rf/. 

Donc, si l’on suppose que la même orbite soit mobile à la fois sur les 
deux autres, il est clair que les différentielles de Ôsinw et de 0cosw 
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auponl pour valeurs la somme des valeurs particulières qui répondent 
aux vitesses (o, i), (o, 2 ); par conséquent on aura, pour lors, en divi- 
sant par dl. 


sinw) 

dt 

d(B cos&i) 
dt 


= — (o, i) (6 cosM — 6| coswi ) — (o, 2 ) (6 COS&) — B-, cosoi,), 
= (o, i) (0 sinw — 6| sinwi) 4 - (o, 2 ) (0 sinw — 0, sina),). 


Il est aisé maintenant d’étendre ces formules à tant d’orbites mobiles, 
à la fois, qu’on voudra, et, si l’on y inet^, à la place de ôsinw, 
0, sinw,, . . ., et U, à la place de 5cosw, 0^ cosw, , . . . , suivant 

les dénominations établies plus haut, on en verra naître les équations 
du 11 ° 16. 


23. Comme l’on a 

(/( 0 sin&)) = 0cosw(/o) 4- sin&iü?0, üf(0 cosoj) = — 0 sino)rfw 4- coioidO, 


il s’ensuit que, si l’on prend la dilférence et la somme des deux équa- 
tions ci-dessus, après les avoir multipliées respectivement par cosw et 
sinw dans le premier cas, et par sinw et cos» dans le second cas, on aura 


0 d(i) 
dt 


( 0 , l)[0 — 0, COS(w — W,)] — (o, 2 ) [0 — 0J cos(w — »,)], 


dd 

Tt 


(o, i) 0, sin(<«) — w,) -I- (o, 2 ) 0, sin(û) — w,) ; 


et l’on aura des équations semblables pour les valeurs de c?w,, rfô, 

Ces équations sont surtout utiles pour déterminer les changements 
instantanés dans les lieux des nœuds et dans les inclinaisons de plu- 
sieurs orbites mobiles les unes sur les autres; mais elles seraient fort 
difficiles à intégrer sous cette forme. 


24. Au reste on doit se ressouvenir que les équations précédentes 
sont fondées sur l’hypothèse que les inclinaisons des orbites à l’éclip- 
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tique soient très-petites; ainsi elles ne peuvent être regardées comme 
exactes qu’autant que celte hypothèse a lieu. Si l’on voulait résoudre le 
Problème, en général, pour des inclinaisons quelconques, il faudrait 
suivre un autre chemin, ainsi que nous l’avons fait dans un Mémoire 
particulier sur cette matière, que nous avons donné à l’Académie de 
Berlin, et qui renferme la solution complète du cas où il n’y a (jiie 
deux orbites mobiles (*); quant au cas où il y aurait trois orbites mo- 
biles, nous avons trouvé qu’il dépend de la rectification des sections 
coniques, de sorte que la solution de ce cas, et à plus forte raison celle 
des cas plus compliqués, échappe nécessairement à toutes les méthodes 
analytiques connues. Mais, comme les orbites des planètes sont toutes 
à peu près dans un même plan, et qu’il en est de même de celles îles 
satellites de Jupiter et de Saturne, la solution générale du Problème 
dont il s’agit serait plus curieuse qu’utile dans le Système du monde. 

Article IV. — Intégration des équations qui dojuient les mouve- 
ments des nœuds et les variations des inclinaisons des orbites 
planétaires , 

25. Les équations qu’il s’agit d’intégrer sont celles du n® 16, dont le 
nombre est, comme l’on voit, double de celui des orbites mobiles; or, 
pour peu qu’on considère la forme de ces équations, on verra aisément 
qu’on y peut satisfaire par les valeurs suivantes 

s = \ cin(«< -I- a), « = A cos(a/ -f- «), 

St — A,sin(a/ + a), «, = cos(a/ ■+■ a), 

s, = AiS\n{at + a), u,= \}COs(ai + x), ■ 


où a, «et A, A,, Aî,... sont des constantes indéterminées. Les .substitu- 


( ^ ) OEuvres de Lagrange, t. IV, p, 1 1 1 . 



686 RECHERCHES SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES 
lions faites, on aura ces équations de condition 

ûA l)(A — Ai)-(-(o, 2)(A — As) + ...=:0, 

<iAi + (i,o)(Ai — A) -+-(i,2)(Ai — Aj) + . . . = o, 
flAj-4-(2, o)(Aj — A)-(-(2,i)(Ai — Ai)+... = o, 


dont le nombre est égal à celui des quantités A, A<, Aj,..., et n’est par 
conséquent que la moitié de celui des équations différentielles, en sorte 
qu’il est égal au nombre des orbites mobiles. 

Supposons que ce nombre soit n\ on aura donc n constantes indéter- 
minées A, A,, Aj,..., et n équations entre ces constantes; mais, en éli- 
minant successivement ces mêmes constantes, on verra toujours que la 
dernière s’en ira d’elle-même, en sorte qu’il en restera nécessairement 
une d’indéterminée; et l’on trouvera pour équation finale une équation 
en a du degré laquelle servira par conséquent à déterminer la 
constante a. 

Il restera donc deux constantes indéterminées A, par exemple, et a; 
et, comme l’équation qui doit donnera est du n'""® degré, on en pourra 
tirer n valeurs différentes de a; moyennant quoi on aura n valeurs par- 
ticulières de chacune des in variables s, 5,, Sj,..., u, m, , Uj,..., les- 
quelles satisferont toutes également aux équations différentielles don- 
nées; et il est facile de voir, par la nature même de ces équations, que, 
pour avoir la valeur complète de chacune des variables dont il s’agit, il 
n’y aura qu’à prendre la somme des n valeurs particulières de la même 
variable, en donnant différentes valeurs aux constantes arbitraires. 

Si donc on dénote par a, 6, c, . . . les n racines de l’équation en a, et 
qu’on prenne n coefficients arbitraires A, B, C,... et autant d’angles 
arbitraires a, /3, y, ..., on aura 

s = A sin(ar -+- «) -f- B sin(6r -»- |3) -I- C sin(cr -I- y ) -t-. . ., 

5| = A,sin(a/ -+-«)-+• Bisin(i/ -f- P) ■+■ C,s\n{ct -h y) -h. . . , 

5j = A,sin(at-+- a) •+• B,sin(6t-(- 13) -f- C,sin(ct -i- y) 4- . . . , 
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U =i.A cos(a<-!- a)-+-B co.s(Af -t- (3) -+- C cos(c/ - 4 - y) + . . . , 
M, = A, cos(a/ + a) -f- B, cos(A/ + j3) + C, cos(cf 4 - y) + . . 

Ut — A, cos (fl/ +«)-)- B, cos (6/ -I- |3) H- Ci cos(c/ -t- y) , 


les quantités B,, Bj,... devant être données par B et b, et les (|uan- 
tités C, , C 2 , . . . devant l’être par C et c, et ainsi des autres, de la même 
manière et par les mêmes équations que les quantités A,, Aj,... le sont 
par A et a. 

26. Pour déterminer maintenant les an constantes arbitraires A, B, 
C,..., a, /3, y, . . . , il faudra supposer que l’on connaisse les valeurs des 
an variables j,, u, pour une époque quelconque, par 

exemple, lorsque t = o, et, désignant ces valeurs données par S, S,, 
Sa, ... , ü, U,, Ua, . . . , on aura les équations 

S = A sina -f- B sinjS 4- C siny 4 - . . . , 

S, = AiSina 4- B, sinp 4 - C, siny 4 - . . ., 

S 2 — Ajsina 4 - BjSin[3 4- C,siny 4- . . . , 


U = A cos« 4 - B cos^ 4 - C cosy 4 - . . . , 
Ui — A [ cos oc 4“ B, cos j3 4- CiCOsy 4 -. . ., 
üj=: A, cos a 4 - BjCOSp 4- CïCOSy 4- . . . , 


lesquelles, étant aussi au nombre de an, serviront à déterminer toutes 
les constantes dont il s’agit. 

Quoique cette détermination soit toujours facile dans les cas particu- 
liers, au moyen des règles connues de l’élimination, cependant, si l’on 
voulait traiter la question, en général, pour un nombre quelconque 
d’orbites mobiles, on tomberait nécessairement dans des formules très- 
compliquées et dont la loi serait dilficile à apercevoir; c’est pourquoi 
VI. 83 
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j’ai cru devoir chercher une méthode particulière pour remplir cet objet, 
et je me flatte que celle que je vais donner pourra mériter l’attention 
des Géomètres, tant par sa simplicité et sa généralité que par l’utilité 
dont elle pourra être dans plusieurs autres occasions. 

27. (’ionsidérons les n équations 

S - A sin a + R sin [3 -l C sin y 4 - . . . , 

Si A, sinst -t- R, sinjS -H C, siny -h . . . , 

Sa ^ Aasiiiif R3sin(3 4 - C. siny 4 - . . . , 


Il est visible que toutes les opérations qu’on fora sur celles-ci pourront 
.s’appliquer aussi aux autres équations, en changeant seulement les 
(juantités S, S,, S.j,... en U, U,, Uj,..., et sina, sin[3, siny,... en cüsi<, 
cos|3, cosy,.... 

On formera d'abord les quantités suivantes 

S'” — — ( 0 , r) (S — S,) — (O, •i)(S - Sa) — . . 

S*,*' = — (l, a) {S, — S) — (l, 9.) (Si — Sa) — 

Sa*=.- - (2, o)(Sa— S) — (2, l) (Sa — S, ) — . . 


dont la forme est, comme l’on voit, analogue à celle des équations 
différentielles proposées (16); il est aisé de prouver, en substituant les 
valeurs ci-dessus de S, S,, So,... et ayant égard aux équations de 
condition du n" 25 , lesquelles doivent avoir lieu également entre les 

quantités a. A, A, , Aj , . . . , 6, B, B, , c, C, C, , Cj , . . . , il est aisé 

de prouver, dis-je, qu’on aura 

S^'^ = «A sina 4- 6 B sin (3 4 - cC siny -f- . . 

— «Al sina 6B, sin^ -e cCi siny -f- . . , 

8a'' = aA, sina 4- 6 Ba sin (3 4- cCjSiny 4- . . . , 
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Ensuite, de la même manière que les quantités S^", S'f, Sj\. .. sont 
tormées des quantités S, S,, je forme les quantités s'* , Sj' 

de celles-ci S*’, S',‘, et pareillement Je forme les quantités 

S*,.,, des quantités précédentes Sj, .... et ainsi de 

suite; j’aurai, en vertu des mêmes équations de condition, les équations 
suivantes 

S a’ A sina -+- siii|3 4- c’C siny 

S** =; a’A| sina 4 - A’ B, sin(3 4 - cu;, siny 4- . . . , 

aC\,sina 4- A^B,sjn(3 4- cHljsinj/ 

» 

sitia 4- A’B sin^ 4- c’C siny 4 . . 

S*,**— a’A, sina 4- A’ B, sinjî c’C., siny -4 , 

S ’ «^Xjsina 4- A’BjSin^ 4- c’CjSiiiy -t- . . . , 


et ainsi de suite. 

H faudra continuer ces suites d’équations jusqu’à la inclusive- 
ment, laquelle sera donc re|)résentée ainsi 

8'"”’' = a"-' A sina-i-A"“'B sin(3 4 -c" '(] .siny 4-..., 

8*"“'^=:; a"-' A, sina 4- A" -'B, sin^ 4- c''~'C,siny 4- . . . , 
fl"-' Aj sina 4- A"-' B,.sin|3 4- e" -'CsSiny 4- . . ., 

Cela posé, je considère l’équation dont les racines sont a, b, c,..., al je 
la représente, en général, par 

Æ'’* 4- X 4- fj- X" 4- y X" ^ 4- CJ X"“‘ 4- ... — O, 

en mettant «? à la place de a pour plus de généralité. J’élimine de cette 
équation une des racines, comme «, en la divisant par x — a, ce qui 

83 . 
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nie donne le quotient 


x"- ' 4- (a + X) x"~'‘ 4- ( fl’ 4- X a 4- (a’ 4- X a’ 4- fx a 4- v) A" '* 4- . . . 

4- (a"-' 4- X fl""’ 4- [J. a""’ 4- V a" * 4- . . ) = <>• 

Cette équation n’aura donc plus pour racines que les n — i quantités 
h, c, de sorte que son premier membre ne deviendra égal à zéro 
qu’en faisant ou a;=c, ou mais, en faisant a;=a, il deviendra 

n a“~' 4- ( rt — I ) X 4- ( « — 2 ) p. fl" 4- . . . . 

Si, dans l’équalion précédente, on change a en 6 ou en c, ou on 
aura une équation qui sera vraie pour toutes les racines, excepté h, 
ou C‘, . . . . 

Je suppose maintenant que je veuille déterminer les valeurs des 
n (juantités Asina, Bsin|3, C siny,...; je n’aurai qu’à prendre les 
n équations 

S — Asina4- Bsin(3 4- Csiny4-..., 

S''^ = a A sina 4 - 6 B sin^ 4- c C siny 4- . . 

S^’^ — à^k sina 4- 6*Bsin(3 4 - c’Csiny 4- . . 

.....y 

S*"~'^ == A sina 4- 6""''B sinj3 4- ^“"'Csiny 4- . . . , 

et les ajouter ensemble après les avoir multipliées respectivement par 
les coelTicients de l’équation ci-dessus pris à rebours, c’est-à-dire, en 
commençant par le dernier 

a"-' 4- X a»--’ 4- 

Il s’ensuit de ce que nous avons dit sur la nature de cette équation que 
le coefficient de la quantité Asin^c deviendra 

n a"-' 4- ( « — 1 ) X a"~’ -h {n — 2 ) [x a'‘~^ 4- . . . , 

et que les coefficients des autres quantités B sin/3, C siny, . . . devien- 
dront tous nuis à la fois; de sorte que, divisant toute l’équation par le 
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coefficient de Asina, on aura sur-le-champ la valeur de cette même 
quantité. Donc 

A sina — (a"-' + . .)S 

■4- (a""’ 4 - 1 a""’ 4- fx 4- . . . ) SO 
4- ( a"“* 4- 1 a''~* -t- . . . ) S<’^ 


4- (« -)- X)S("-»)4-S(''-'), 

divisée par 

n a'‘~' 4- ( n — i ) X a""’ -l- ( /i — 'i)[x Ét"~’ 4- ( n — 3 ) v 4- . . . . 

On trouvera de même les valeurs des quantités B sin]3, Csiny, .... cl 
il n’y aura pour cela qu’à changer, dans l’expression précédente de 
Asina, la racine a successivement en h, c, — 

Si l’on traite d’une manière semblable les n équations 

S, A,sina4- B, sin(3-4- C, siny4-..., 
a A, sina 4 - B, sin[3 4- c C, siny 4-. . 

S^i"' ■- rt'A, sina 4- é'B, sin(3 + c’C, siny + . . 



on déduira les valeurs des n quantités 

A, sina, B, sin{3, Cisiny,...; 
et il est clair que ces valeurs ne différeront de celles de 

Asina, Bsin^, Csiny, ..., 

trouvées ci-dessus, qu’en ce que, à la place des quantités S, S'*', 

il y aura les quantités S,, S\‘\ 

De là il est facile de conclure que, si dans les mêmes valeurs de 

Asina, Bsin^, Csiny,... 

on met à la place des quantités S, ... les quantités Sj, , 
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ou Sa, 83 ’, S*’ ou .... on aura los valeurs des quantités 


on 


Ajsina, BaSin( 3 , UjSiny,..., 
AaSina, Basinp, Cisiiiy,..,, 


ou 

Enfin, si dans les valeurs précédentes on change les quantités 


c Q c , 4^(1) , M'i. g'ü' 

O, O,, Oii, . . . , n , , . . . , 3 , O, , , 


(i 0 '^' 




U, U„U„...; U'-’', U?', uV,...; U^ U'f, U<% 


(ces quantités U\' , U^', ...; U', U\*’, étant formées 

des quantités U, U,, Üj,..., de la même manière que les quantités 

s'' , S'l\ 8 ^*’, 83 ^, le sont des quantités S, 8 ,, S..,,...), 

on aura les valeurs des quantités correspondantes 


A cusa, ü cos[b, (1 cosy,. . 

A, cos a, B, cosji, C, cosy,..., 
Accusa, BjCosiS, (J, cosy,.... 


28. Au reste, dès qu’on aura trouvé h's valeurs des quantités 

A sin«, Bsin^, Csiny,. . oi A cos«, B cos[3, C cosy, . . , 

on pourra d’abord déterminer celles des coelficients A, B, G,... et des 
angles «, |3, 7 ,. après quoi il suffira de chercher encore les valeurs des 
(juantités 

A, sina. B, sin(3, (^, siny,...; AjSiria, B,siri^, C,siny,... 

pour pouvoir déterminer celles des autres coefficients A,, B,, G,,..., Aj, 

ha. Ga ou bien on pourra, si on l’aime mieux, employer les équations 

de condition du n® 25 pour déterminer les quantités A,, Aa,... en A; 
l't, comme les mêmes équations doivent avoir lieu entre les quantités B, 
B,, Bj, . . ainsi qu’entre les quantités G, G,, Ca en changeant 
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seulement a en 6 ou en c,..., on aura également les valeurs de B,, Bo,. . . 
en B, (le C,, en C, et ainsi des autres. 

29. S’il n’y a que doux orbites mobiles, les équations de condition 
du n" 25 seront 

[rt 4- (o, 1)] A — (ü, i) A, O, 

(I, o) A — [rt - 4 - {(, o)] A, o; 

d’où l’on tire cette équation en a ou en x (en cbangeani a en r) 

[.r + (o, t)] [.r -t- ( 1 , o)] — (O, i) (i, o'! =: o, 

laquelle est évidemment du second degré. 

Si les orbites mobiles sont au nombre de trois, on aura c(‘S trois é(|ua- 
lions de condition 

[« - 1 - (o, i) 4 - ( 0 , 5 .)] A — (o, i) A, — (o, 2 ) A. o, 

4 , o) A — [a 4 - (I, o) 4 - (I, 2 )'| A, a- (I, 2) A, - o, 

(2, o) A 4- (.2, l) A, -- [« 4 - (2, o) -a- (2, l)] A. O; 

d’où l’on tirera par les formules connues cette équation finale en a ou 
en X 

(o, l) (o, 2)] [j; f- (l , o) (l , 2)] [x+ ('2, o) ('2, I )] 

- [■•>■ 2)] ( I , 2)(2, 1 ) — [.r4- ( 1 , o) -t- ( 1 , 2 )] (o, 2 ) h . , O) 

- [,c -a- (2, o) 4 - (2 , 1 ) j (0, l) (l , 0) - (o, 1) (i , 2) (2, o) — ( I , o) (2 , 1 ) (o, 2 ) --r 

laquelle est, comme l’on voit, du troisième degré. 

S’il y avait quatre orbites mobiles, on aurait alors ces <|uatre é(|ua- 
lions de condition 

[a 4- (o, I ) 4- 1 o, 2 ) 4- (o, 3 )] .\ — ( o, I ) A, — ( o, 2 ) Aj — ( o, 3 j A, o, 

(i, o) A — [rt 4 - (i, o) 4 - ( (, 2 ; 4 - (I, 3 )] A, -a- 4, 2 ) A, 4- (i , 3 ) A, — o, 

(2, o) A 4- (3, i) Al — [a 4- ; 2, o) 4- {2, I ) 4 - ; 2, 3 )] A, 4- ( 2, 3 ) A, “ o, 

( 3 , o) A 4 - ( 3 , i) A, 4- ( 3 , 2) Az - |a 4 - ( 3 , o) 4- ( 3 , i) 4- ( 3 , 2 )] A, o, 
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lesquelles donneraient sur-le-champ celle-ci en a ou en x, 

[a? -t- (o, I ) -<- (0, 2) -+(0, 3)]-[a;-l- ( I, o) + ( I, 2 ) + ( I, 3)] 

X -f- ( 2 , o) -+• ( 2 , I ) -4- ( 2 , 3)][:r -4- ( 3, o) (3, 1 ) -f- (3, 2 )] 

— [jr -I- ( 0 , t ) -f- (o, 2 ) -I- (o, 3)] -I- ( I, o) -+- ( 1 , 2 ) -I- ( I, 3)](2, 3) (3, 2 ) 

— \x-ir(o, I ) -4- (o, 2 ) -+-{0, 3)][^H- ( 2 , o) ( 2 , I )-f ( 2 , 3)]( I, 3)(3, I ) 

— [a^-l-(o, 1 ) -)-(o, 2 ) + (o, 3i][Æ:-4-{3, 0 ) 4(3, I ) -)- (3, 2)](i, 2)(2, I ) 

— [.r-l-(i,o)+ (i, 2 ) 4 -(i, 3)][^-4-{2, 0 ) 4 ( 2 , 1 ) 4 ( 2 , 3)](o, 3)(3, o) 

— [.r 4(1, o)4( I, 2 ) 4 ( I, 3y][Ær 4 (3, 0)4 (3, I ) 4(3, 2)](o, 2)(2, o) 

— |>4(2, o) 4 (2, I ) 4 (2, 3 )](;r 4 ( 3 , o) 4 ( 3 , I ) 4 ( 3 , 2)](o, i){ 1,0) 

— 4(0, i) 4(0, 2)4(0, 3 )][( i, 2)(2, 3 )( 3 , I ) 4 (2, I )( 3 , 2)(i, 3 )J 

— [^7 4 ( t, o) 4( i, 2 ) 4 ( I, 3 )][(o, 2 ) ( 2 , 3) (3, 0 ) 4 ( 2 , O) (3, 2 ) (0, 3)] 

— [ar4(2,o) 4 ( 2 , I )4 ( 2 , 3)][(o, I )( I, 3)(3, o) 4 ( 1 , 0 ) (3, I )(o, 3)] 

— [x 4 ( 3 , 0)4(3, I ] 4 ( 3 , 2 ) j [ ( o, 1 ) ( 1 , 2 ) ( 2, o) 4 f I , O ) ( 2, 1 ) ( O, 2 ) J 

— (o, I)(i,2) ( 2 , 3) (3,0) —( 0 , 2 ) { 2 , 3) (3, i)(i,o) — (o, 3)(3, i) ( t, 2 .) ( 2 , 01 

— (i, o) ( 2 , i){3, 2 ) ( 0 , 3) — ( 2 , 0 ) (3, 2 ) II, 3)(o, I) — (3, o) (i, 3) ( 2 , i) ( 0 , 2 ) 

4 ( 0 , i)(i,o)(2,3)(3,2)4(o, 2 )( 2 , o)(i, 3)'3, i) 4 (o, 3; (3, o) (r, 2 ) ( 2 , i)---:o, 

équation qui étant ordonnée par rapport à l’inconnue x montera au qua- 
trième degré; et ainsi de suite. 

30. Si l’on développe les équations précédentes, on verra que leur 
dernier terme disparaît toujours par la destruction mutuelle des quan- 
tités qui le composent; d’où il suit que chaque équation sera divisible 
para?, et aura par conséquent x = o pour une de ses racines. C’est de 
quoi on peut aussi se convaincre, à priori, par la forme meme des équa- 
tions de condition du n“ 25, car il est clair qu’on peut satisfaire à ces 
équations en faisant 

n = o cl A = A| = Aj, . . . ; 

de sorte que a = o sera nécessairement une des racines de l’équation 
en a. On voit aussi par là que les valeurs de A, A,, A»,..., qui répondent 
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à cette racine a --=0, sont toutes égales entre elles. Par conséquent les 
expressions de j,, n, Mj,... deviendront 

s — Asina -4- B sin[bl h- ( 3) -f- C sin(c/ -f- y) + . . , 

St--- A sina -t- B, sin{hl -1- (3) 4- C, sin(c/ 4- y) + . . . , 

Asina 4-B2 sin(6/ -h P) 4- C, sin(c/ 4- y) 4- , . , 

U — Acosa4-B cos(bt 4- (3) 4- C cos(c/-i- y) 4 , 

II,- Aco.sa-i-B,cos(!»/ 4- 13) 1- C, cos(c/ 4- y) 4- ... , 

AcosiZ'i- BjCOs(é^ 4- (3) -h C2COs(e/ 4- y) 4- , 


dans lesquelles b, c,... seront les racines des équations chIcssus en .r, 
après qu’elles auront été rabaissées par la division par oc. 

Ainsi, dans le cas de deux orbites mobiles, la quantité b sera donnée 
par l’équation du premier degré 

X - h (o, I.) 4- (l, o) r : O. 

Dans le cas de trois orbites mobiles, les quantités b et c seront données 
par l’équation du second degré 

a;’- 4 -[(o, i) 4 - (o, 2) 4- (1,0) 4- (i, 2) -h (2, o) -h (2, i)]x 

4- (o, i)(i, 2) - 4 - (o, 2)(l, o) -l- (o, 2) (1, 2) -f- (0, l)(2, o) 

4- (o, l)(2, l) 4- (o, 2) ( 2 , l) -t- (l, o)(2, o) 4- (j,o)( 2 , l) 4- (l, 2 )(2, o) r O, 

et ainsi de suite. 

31 . Avant de terminer cet Article, nous devons encore remarquer 
que, quoique nous ayons supposé que toutes les racines a, b, c,... de 
l’équation en a> soient réelles et inégales, il peut néanmoins arriver qu’il 
y en ait d’égales ou d’imaginaires; mais il est facile de résoudre ces cas 
par les méthodes connues : nous observerons seulement que, dans le cas 
des racines égales, les valeurs de s,, s,,..., u, Uf, U2,--- contiendront 
des arcs de cercle, et que dans celui des racines imaginaires ces valeurs 
contiendront des exponentielles ordinaires; de sorte que, dans l’un et 
l’autre cas, les quantités dont il s’agit croîtront à mesure que t croît; par 
VI. 84 
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consé(iuent la solution précédente cessera d’étre exacte au bout d’un 
certain temps (23); mais heureusement ces cas ne paraissent pas avoir 
lieu dans le Système du monde ('). 

Article V. Remarques sur les mouvements des nœuds et les 
variations des inclinaisons qui résultent des formules trouvées 
dans V Article précédent. 

32. Puisque ^ 

lang6)=::- el 0 — \j tC , 

par le n® 8 on aura, en substituant les valeurs de s et de u (30), 

__ Asina4-B sin(^r 4- p) h-C sin(c/ + 7) h*. . . 

A cos a B cos ( ht -4- P ) H- C cos ( rY H- 7 ) -H .TT ’ 

0 -- \J A B 4- . , .4-2 AB cos — a)4 - 2 AC C0S(r/4-7— a) 4- . . .4- 2BC cos [(^—r) /4-p — 7]4- . . . ; 

par la première de ces équations, on connaîtra donc la longitude u du 
nœud de l’orbite de la planète T, rapportée à l’écliptique ou au plan fixe 
qui en tient lieu, et par la seconde on aura la tangente 0 de l’inclinaison 
de la meme orbite. 

On aura des formules semblables pour le Heu du nœud et la tangente 
de l'inclinaison de l’orbite de chacune des autres planètes T,, Tj,...; il 
n’y aura qu’à marquer les lettres A, B, C,... de l’indice i, ou 2 , ou.... 

33. Si l’on voulait déterminer directement la longitude m du nœud, 
il n’y aurait qu’à substituer la valeur de tango) dans l’équation 

1 4- lang^o) 

ce qui donnerait, après les réductions, cette équation différentielle 

d(^ _ hWA- rC^4-...4-^jABcOS(/;/4-p — a)4-cACC08(c/4-7— St)4-...4--(/^4-c)BCcOS[ (/;— (?)/4P-7]4-... 
dt ( A'‘4-B'4-C‘'4- . . . ) 4- 2 AB cos [bt-h p— a) H- 2 AC C08 (c/ 4-7 — â) 4- . . . 4-2 BC COS [(/» — c) ^ 4- p — 7J4- . . . 

(*) Il convient de rappeler ici que les résultats qui précèdent ont été reproduits avec des 
développements étendus dans la Théorie des variations séculaires des éléments des planètes 
insérée dans les Mémoires de V Académie de Berlin y année 1761. Voir le tome V des 
OEums de Lagrange, p. i25. [Note de VÉditeur) 
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d’où l’on pourra tirer par l’intégration la valeur de l’angle w. Si l’on 
suppose 

-f-AAB COS(^/ 4 -f — a)-f-cAG COS(cM 7 — f-(6'+-r)BGcos[(/»~c)^-f-fi — 7]“!- O, 

on a l’équation qui donne les inaxima et niinima de l’angle u ; si donc 
cette équation est possible, l’angle w sera renfermé dans des limites don- 
nées, et le nœud n’aura par conséquent qu’un mouvement de libration; 
mais, si l’équation dont il s’agit est impossible, il n’y aura alors ni maxi- 
mum ni minimum; l’angle w croîtra donc continuellement, et le nœud 
aura nécessairement un mouvement continu et progressif. 

34. Pour mettre ce que nous venons de dire dans un plus grand jour, 
considérons le cas où il n’y a que deux orbites mobiles; on aura dans 
ce cas 

A sina - 4 - D sin(/>/ H- (5 ) 
tan^Gi _ ^ B cos( 6< -f- p)’ 

et de là 

(h _ AD[B + Acos(<>/ -l -(3- a)] 

(U ” A’ -4- IJ’ - 1 - 2 AB cos(i/ -I- 13 — « j ’ 

l’équation du maximum ou minimum sera donc 

B -H A cos (A/ [3 — «) ~ o, 

laquelle donne 

COs{bt -1- P — a) - - — 

Cette équation n’est possible, comme l’on voit, que lorsque B — ou 
<C A, abstraction faite des signes : dans ce cas donc le nœud de l’orbilc 
de la planète T n’aura qu’un mouvement de libration; mais si ü> A, 
alors l’équation deviendra impossible, cl le nœud aura par conséquent 
un mouvement progressif sur l’écliptique. 

35. Pour déterminer ces mouvements du nœud, nous allons chercher 
la valeur de l’angle w par l’intégration de l’équation ci-dessus. Faisant, 
pour abréger. 


84. 
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on aura donc à intégrer l’équation 

. _ B’ A D cos ç 1 , ' ( B’ -- A’ ) r/9 

( &) A’ B’ -I- 2 AB costp 2 ' • 2 A' H- B' + 2 AB cos<p ’ 

or j’observe que, si l’on prend un angle tel que l’on ait 

, B- A 9 
lang+== 


on trouve, par la différentiation, 




^ 2 A' -1-- B'-' -h 2 AB cos 9 ’ 


d’où il s’ensuit qu’on aura 


et, en intégrant. 


Je, + JJ,, 
2 


CO — ^ -h vp 


m étant une constante qui sera égale à la valeur de m lorsque (jp = o, parce 
que est aussi égal à zéro dans ce cas; or, en faisant 9 = o, on a 

bt -f- (3 . a, 

et, substituant cette valeur dans l’expression ci-dessus de tangw, il vient 

sina 

tanga; 

COSâC 

donc w = «; par conséquent m = a; de sorte qu’on aura, en général, 

9 I 

oj ~ -i- 4- vb 4 - a, 

2 ^ 

Maintenant il est clair que, si B> A (abstraction faite des signes), la 

quantité sera toujours positive, quels que soient les signes de B 

et A; de plus, si A et B sont de même signe, cette quantité sera toujours 
< 1 ; au contraire elle sera > i , si A et B sont de signes différents. 




laquelle fait voir que Tare est la base d’uii triangle sphérique rectangle, 
dont I est l’hypoténuse et h l’angle compris. On pourra donc regarder 

l’arc I comme l’argument de latitude, l’arc comme la distance au nœud, 

en prenant A pour rincliiiaison de l’orhite, et alors la différence ~ ~~ 'j' 

sera ce qu’on appelle la réduedon à l’édipdque, dont la valeur est alter- 
nativement positive et négative. Désignant donc cette réduction par (s, 
on aura 

9 I 

donc 

et par conséquent 

fO -r 1^ -I- « — bt -'r [3 — p ; 

d’où l’on voit que la valeur moyenne de w, c’est-à-dire, le lieu moyen 
du nœud, sera bt 4 - /3. 

Dans le second cas, c’est-à-dire, lorsque A et B sont de signes différents, 
on pourra faire 

B - A 1 
B -t- A “ cos /t ’ 

et l’on aura l’équation 

tang| =::cosAlangiJ/. 


Dans ce cas i|^ sera l’argument de latitude, - la distance au nœud, et, 
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nommant la réduction cr, on aura 


donc 

et par conséquent 

M — <p - f - a -h <7 bl H - 13 - r - cr ; 

de sorte que le lieu moyen du nœud sera aussi bi 4- / 3 . 

Mais, si B < A (abstraction faite des signes), la quantité ^ ^ sera 

15 -f~ A 

toujours négative, par conséquent la quantité ^ ~ j sera toujours po- 
sitive; ainsi il n’y aura qu’à prendre l’angle rf/ négativement, et l’on 
aura l’équation 

, A — B m 
“«♦-Ah: B “S;’ 

dans laquelle A > B, et qui donnera comme ci-devant 



si A et B sont de meme signe, ou 



H O-, 


si A et B sont de signes différents; mais, en faisant «J; négatif, la valeur 
de 0) deviendra 

■ ^ I , 

« ~ Ur 4 a ; 

2 ^ 

donc, substituant la valeur de ^l/, on aura, dans le premier cas. 


et dans le second 


Gi) OC H- p, 

CO nu a — cr; 


iVoù ron voit 


que le lieu moyen du nœud sera a, et par conséquent fixe. 
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Enfin, si B — A, on aura tangt]; == o; donc ({/ = o et 


9 

- -t- a -- 


bt _+ pj- « _ 

O» 


et, si B -= — A, on aura tangt|i “ x ; donc (j' ■ ' 90 ®, et 


&) 


90® - I- 


bt -I- P -I- oc 


07 1 


36. On peut encore trouver la valeur de l’angle w par le moyen de sa 
tangente, sans employer aucune dilTcrcntiation ni intégration. En eiïet 
on a, comme l’on sait, 


awy'— I — Ioge"v'“' — logc-"V > log(oos&) -i siOMy^ -i)- - log(cosw--sin&)v/ -1) 

Iog‘ 


cosi".) -!- sinf.)y/- I |q„ ' tangwy^ -/_ 


cosfi» -- sinwy^-- 1 


laiig&>v/- 


qu’on substitue donc dans cette formule la valeur de tangw, en faisant, 
pour abréger, 

bt -i- P Ç, 


on aura 


‘ A (cosa + sinay/ -- 1 ) -^ nfeosÇ ^ sinÇ I ) 

2y/— r A(cosa — sinay/- I j + D(cos^ - sinÇy/-i) 


I , Ac*'/ 

-7— log-, 

2 v/-i Ae 




Supposons d’abord B 7 > A; on mettra la valeur de w sous cette forme 




672 


RECHERCHES SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES 
réduisant ces deux logarithmes en série, on aura 

ou bien 

y Asin(a — Ç) A’sin 2 ((S: — Ç) A’sin3(a — Ç) 

« - Ç -t- - JJ I + , . . . 

Comme ~ est supposée une quantité moindre que l’unité, il est clair 

que la série précédente sera toujours convergente, et par conséquent 
d’autant plus exacte qu’on la poussera à un plus grand nombre de 
termes; d'où il est aisé de conclure que la valeur moyenne de « sera Ç 
ou bien bt + 13, comme ou l’a trouvé ci-dessus. Mais, si B < A, alors il 
n’y aura qu’à changer, dans l’expression précédente de w, A en B, a en Ç, 
ctviceversâ, ce qui ne change rien à la valeur de langw, et l’on aura 
par ce moyen 

Cette série sera aussi convergente à cause de i; par conséquent 

on aura dans ce cas a pour la valeur moyenne de w, ainsi qu’on l’a déjà 
vu plus haut. 

37. On peut aussi appliquer la méthode précédente à la formule gé- 
nérale du n® 32, et l’on trouvera, en faisant + et y —.B,..., 

log ( A e» H- B c'i + C -I- . . . ) log (A f -i . B - C 

« ... ^ ; 

on réduira ces logarithmes en séries, en commençant par le terme 
dont le coefficient sera le plus grand, pour avoir des suites convergentes, 
et il n’y aura plus qu’à substituer les sinus à la place de leurs valeurs 
exponentielles imaginaires; mais il faut remarquer qu’on n’aura de 
celte maniéré une série véritablement convergente dans tous les cas, à 
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moins que le plus grand coefficient ne surpasse la somme de tous les 
autres pris positivement. 

Supposons, par exemple, que A soit plus grand que la somme de B, 
C,...; alors on réduira le logarithme de 

Ae“v' ~ 4- BeW^ 4- Ce'v/ + . . . 

dans la série 

IogA + a/-i-i --- 4 

donc, changeant le signe de V— i et prenant la différence des deux 
séries, on aura, apres l’avoir divisée par ‘ , et y avoir substitué 
. les sinus à la place des exponentielles, on aura, dis-je, 

Bsin(Ç— a) 4-Gsin(?— B^sin9.(Ç— a)^’ 2 BCsin(Ç i-Ç- 2 a)-f-G^sina(?~a)-i-... 

y ~ flj -I — ^ 

A 2A^ 

Cette série sera, comme il est facile de le voir, toujours convergente, 
et approchera d’autant plus de la vraie valeur de co qu’on y prendra plus 
de termes; d’où il s’tjnsuit que a sera la valeur moyenne de w. En géné- 
ral, on peut conclure de là que, lorsque l’un des coefficients A, B, C,... 
surpasse la somme des autres, la valeur moyenne de l’angle w sera 
égale à l’angle même, dont le sinus et le cosinus seront multipliés par 
ce coefficient dans la valeur de tangw. 

38. Pour ce qui regarde la tangente ^ de l’inclinaison de l’orbite, il 
est clair qu’elle sera toujours nécessairement renfermée dans de cer- 
taines limites, à moins que les racines h, c, ... ne deviennent égales ou 
imaginaires (31, 32). 

S’il n’y a que deux orbites mobiles, on aura 

6 — y/Â’ -t- B''* -I- 2 AB cos (è/ + (3 — a) : 

et il est visible que les deux limites de 5 seront A -i- B et A — B. 

En général, il est facile de voir que la valeur de 0 sera toujours néces- 
VI. 85 
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sairemént renfermée entre la plus grande et la plus petite des valeurs de 
la quantité 

±A±Bd:C±..,, 

en prenant les signes à volonté; mais, si l’on voulait déterminer exac- 
tement les maxima et les minima de ô, il faudrait résoudre l’équation 

h AB sin (i/ 4- fti — a) c AC sin -4- y — a) h - . . . 4- [h — c) BC sin [{b — r) r 4- fi — 7] 4- ... ™ 0, 

ce qui ne sera pas facile lorsqu’il y aura plus d’un terme. 

39. Tout ce que nous venons de dire ne regarde que la position de 
l’orbite de la planète T rapportée à l’écliptique; mais on peut l’appli- 
quer immédiatement aux orbites des autres planètes T,, Ta,..., en sub- 
stituant seulemènt à la place des quantités A, B, C,... les quantités A,, • 

B,, C,,..., Aa, Ba, Ca Enfin il est facile d’appliquer la même Théorie 

à la position relative des orbites, d’après ce qu’on a démontré dans 
l’Article III ( 21 ). 

En effet, pour déterminer, par exemple, la position de l’orbite de la 
planète T à l’égard de celle de la planète T,, on aura, en conservant les 
dénominations du numéro cité, les deux équations 

ïî sin tj/ ~ 0 sin w — 0, sin w, -- s — s,, 
y] cos «l» -- 9 cos w — 0i cos w, ~u-- ur, 

donc (30) 

Y) sini| tu: (B -- B,) sin(6/ j3) -h (C — C,) sin(c;/ + y) + • -, 
yjcosip ttt (B — Bi)cos(6< 4- P) (C - C,)cos(ef h- y) + . . . , 

OÙ est la longitude du nœud, c’est-à-dire, de la ligne d’intersection des 
deux orbites, et v; la tangente de leur inclinaison mutuelle. 

Comme ces expressions de yj sintj;, >3 costj> sont entièrement semblables 
à celles de (Jsinco — s, Scosw — u, avec cette seule différence que les 
termes multipliés par A ne s’y trouvent point, et que dans les autres il 
y a B — B, , C -- C, , . . . à la place de B, C, . . . , il est facile de conclure, en 
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général, que, pour appliquer les déterminations du lieu du nœud et de 
1 inclinaison de l’orbite d’une planète quelconque T, rapportée à l’éclip- 
tique, à celles du lieu du nœud et de l’inclinaison de la même orbite 
par rapport à l’orbite d’une autre planète quelconque T,, il n’y aura qu’à 
faire A = o, et changer B, C,... en B — B, , C — C, ,•••: ainsi nous n’en- 
trerons dans aucun nouveau détail sur ce sujet. 

40. Voici, au reste, une manière fort simple de trouver la position de 
chaque orbite au bout d’un temps quelconque, et d’en représenter les 
divers mouvements. Ayant tracé sur la surface de la sphère un grand 
cercle qu’on prendra pour l’écliptique, on décrira un autre grand cercle 
qui coupe celui-là en sorte que la longitude du nœud soit a, et la tan- 
gente de l’inclinaison A; on décrira ensuite un troisième grand cercle 
qui coupe le second en sorte que ta longitude de son nœud sur cc même 
cercle soit bt -t-|3, et la tangente de l’inclinaison B; on décrira de même 
un (juatrième grand cercle qui coupe le troisième de manière que la 
longitude du nœud soit c^-hy, et la tangente de l’inclinaison C, et ainsi 
de suite; le nombre des cercles inclinés au premier devant être égal à 
celui des orbites mobiles, le dernier de tous ces cercles déterminera la 
position de l’orbite de la planète T, et son intersection avec le cercle de 
l’écliptique donnera le lieu du nœud et l’inclinaison cherchée de cette 
orbite. 

On fera la même chose pour l’orbite de chacune des autres planètes 
T,, Tî,..., en conservant les mêmes longitudes des nœuds, mais en pre- 
nant, pour les tangentes des inclinaisons, les quantités A,, B,, C,,. . . , 
•^2» B 2 , C 2 , • • • • 

De cette manière, on voit que le mouvement du nœud et la variation de 
l’inclinaison de chaque planète peuvent être regardés comme le résultat 
des seuls mouvements des nœuds des différentes orbites dont chacune 
serait mue uniformément sur la précédente en gardant toujours la même 
inclinaison; et ces mouvements particuliers des nœuds seront les mêmes 
pour les orbites de toutes les planètes, mais les inclinaisons devront 
être différentes pour chaque planète. 


85 . 
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La démonstration de cette construction est très-facile à déduire des 
expressions (30) des quantités 

5 — 0sinw et «--Gcosm 

par le moyen des Théorèmes du n“ 21 . Ainsi nous ne eroyons pas devoir 
nous arrêter davantage sur cette matière. 

Article VL — Des équations séculaires des nœuds et des 
inclinaisons des orbites de Jupiter et de Saturne. 

41 . Pour appliquer la Théorie précédente aux orbites des planètes 

principales, il n’y aura qu’à employer les données du n“ 19. Nous sup- 
poserons donc que les planètes T, T,, T,, Tj, T,, T^,... soient Jupiter, 
Saturne, la Terre, Vénus, Mars et Mercure, moyennant quoi les lettres 
sans indice se rapporteront à l’orbite de Jupiter, celles avec l’indice i 
à l’orbite de Saturne, celles avec l’indice a à l’orbite de la Terre, et 
ainsi de suite. Ainsi w sera la longitude du nœud de Jupiter, 0 la tan- 
gente de l’inclinaison de son orbite, w, la longitude du nœud de Saturne, 

Qt la tangente de l’inclinaison de son orbite, et ainsi des autres. 

42. Cela posé, je remarque que, parmi les quantités (o, i), (o, a),... 
de la Table du n" 19, ces deux-ci (o, i) et (i, o) ont des valeurs consi- 
dérablement plus grandes que les suivantes, où il y a aussi les chiffres o 
ou I avant la virgule; d’où il s’ensuit qu’on pourra négliger toutes celles- 
ci, et les regarder comme nullcs vis-à-vis de celles-là. 

De cette manière les quatre premières équations différentielles du 
n® 16 deviendront simplement 

4- (o, l)(î/ «,)==: o, — - (o, l)(j -i,) = 0 , 

^ (i,o)(m,— m) =0, _ — (i,o)(«, — s)~ 0, 

lesquelles, ne renfermant que les quatre variables s, u, 5,, a,, pourront 
être traitées à part et indépendamment de toutes les autres. 
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C’est le cas où il n’y aurait que deux orbites mobiles, et ces orbites 
seront, comme l’on voit, celles de Jupiter et de Saturne, dont les masses 
sont en effet trop grandes par rapport à celles des autres planètes, pour 
que celles-ci puissent produire des dérangements sensibles dans la posi- 
tion des orbites de celles-là. 

On aura donc (30) 

5 — A sina -i B sin {ht + [3), 

U r--::Acosa-f B cos(à/ -l- (3), 
s, -- A sina + B, sm{bt i- 13), 

II, — Acos«4- B,cos( 6/ -i p), 

et la quantité b sera la racine de l’équation 

X + (o, i) + (i, o) “ O, 


en sorte qu’on aura (19) 

6 =3 - (o, I) - (i, o) = - 25", 337 . 


On pourrait maintenant employer la méthode générale du n" 26 pour 
déterminer les constantes A, B, B,, a, ]3; mais il paraît encore plus 
commode, dans le cas présent, de faire usage de la méthode ordinaire 
d’élimination. 

On commencera donc par déterminer la valeur de B, en B à l’aide de 
l’équation de condition (27 et 28) 


[6 -t- (o, i)] B — (o, i) B, — o, 


laquelle, à cause de 


6= — (o, i) — («, o). 


donnera 




Après cela on n’aura plus que quatre constantes à déterminer, ce qui 
demande qu’on connaisse les lieux des nœuds et les inclinaisons de Ju- 
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pitcr et de Saturne, pour une époque quelconque donnée, pour laquelle 
nous prendrons le commencement de l’année 1760. 

Or on a, suivant les dernières Tables de M. de Lalande, 


S O f » If 

Longitude du nœud de Jupiter pour 1760 3. 8.26. o, 

Longitude du nœud de Saturne 3.21.36.17, 

Inclinaison de l’orbite de Jupiter i . 19. 10, 

Inclinaison de l’orbite de Saturne 2.80.20. 

Donc 

r.) - 98" 26' 0", 0)| ■ t 1 1 1® 36' 1 7", 


9 : tangi” 19' 10", 0 , — - iang2"3o'2o" ; 

d’oii l’on tire 

s 0 sino) 0,022783, U -0 COSM ~ -0,003378, 

5):: 0|Sin6). 0,o4o684, H, -- 0, COSMi — O,0>6l 12 . 

Ce sont la les valeurs qui répondent à l’époque de 1 7G0 ; par conséquent, 
si l’on suppose que t désigne le nombre des années écoulées depuis 
cette époque, ou bien de celtes qui la précèdent en prenant t négatif, il 
faudra que l’on ait, lorsque ; = o, ces quatre équations 

A sina -! ■ B sin (3 ^ 0,022783, 

A COS a B COS [3 — — 0,003378, 

A sin a — 3,3497 1 ^ P “ 0,040684, 

A cos« -- 2,34978 cos (3 -- — 0,016112; 

d’où l’on lire 

A sina =0,028127, BsinjS-— — o,oo 5344 i, 

A cosa “ — 0,0071800, B cos( 3 -= o,oo 38 oi 5 ; 

donc, à cause de B, — — 2,34978, 

B| sin [3 - 0,012557, B, cos (3 — — 0,0089824 ; 

et de là 

A r- 0,029029, B — o,oo 6558 , B, — — o,oi 54 io, 
a 180“ - 75®4 o'46", (3 =3 36 o» - 54 » 34 ' 25 ". 
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De sorte qu’il n’y aura plus qu’à substituer ces valeurs dans les expres- 
sions ci-dessus de s, u, s,, ; car, connaissant les valeurs de ces quan- 

tités pour un temps quelconque, on trouvera aisément les longitudes w 
et (t>| des nœuds de Jupiter et de Saturne, ainsi que les inclinaisons de 
leurs orbites, dont 0 et 0 , sont les tangentes, et cela par le moyen des 
formules 

ç 

tangw , 0 ^ 4- w-, 

It 

g 

langM, (ÿ, H - 

43. Comme 

sin (P + ùl) - sin[5cost>/ i cos^ sinbl, 
cos((3 -f- 6 i) cos^ cosbl — sinp sin6/, 

on pourra mettre les valeurs de s, u, s,, u, sous la forme suivante, qui 
est en quelque façon plus commode, tant que bt est un petit angle. 

Pour Jupiter, 

s = 0,028127 — o,oo5344 cos( 25", 337/) — O, oo 38 o 2 sin(25", 337/), 

U —— 0,007180 -I- o,oo 38 o 2 cos (26", 337 /) — 0, 005344 sin (25", 337 /). 

Pour Saturne, 

= 0,028127 -I- 0,012557 cos( 25",337<) h- o,oo 8 i )32 sin(25",337/), 

M, = — 0,007180 — o,oo8g32 cos( 25",337<) -h o,oi255'; sin (25", 337/). 

Il faut se souvenir que les années dont le nombre est marqué par t sont 
des années tropiques, dont la durée est de 

365j5''48‘“45‘, 

et qu’elles doivent être comptées depuis le i®* janvier 17G0 à midi 
moyen, à cause que cette année est bissextile. 

. On doit remarquer de plus que les longitudes w et w, doivent toujours 
se compter depuis le lieu de l’équinoxe de 1760, en sorte que, pour 
avoir les vraies longitudes des nœuds des orbites de Jupiter et de Sa- 
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turne sur l’écliptique pour un temps quelconque, il faudra ajouter aux 
longitudes données par les formules précédentes la précession des équi- 
noxes 5o", 33G/. 

44. Comme la valeur de A est plus grande que celle de B et que celle 
de B,, il s’ensuit de ce qu’on a démontré dans le n® 35 que le lieu 
moyen des noeuds des orbites de Jupiter et de Saturne sera fixe, sa 
longitude comptée depuis l’équinoxe de 1760 étant a, c’est-à-dire, 
io4°i9'r4"; en sorte que les nœuds de ces deux planètes n’auront que 
des mouvements de libration autour de ce point de l’écliptique. La plus 
grande libration, ou excursion des nœuds, aura lieu lorsque 

cos — a + bt) — — ^ 
pour l’orbite de Jupiter, ou 

cos(p — a H- é<) ^ 

% 

pour l’orbite de Saturne. 

De là on trouvera pour Jupiter 

i8o" H- 2 i'>6'2i"- 25 ", 337 180" ±76’ 56 ' 36 " -h 36 o> 

(fx étant un nombre quelconque entier, positif ou négatif, ou zéro); 
donc 

25", 337 1 r-: — 55 <> 5 o'i 5 "— 36 o>, ou ^ 9802’ $7" - 36 o>; 

par conséquent, en négligeant les fractions, 

r — — 7933 - 5 i i 5 o|ii, ou = i393i — 5u5o|2, 

ce qui donne les années de la plus grande et de la plus petite libration; 
et l’on voit que la période entière d’une libration sera de 5i i5o ans, ou 

plus exactement de ans. 

Si l’on substitue ces valeurs de t dans l’expression de la tangente ^ 
de la longitude du nœud, on trouvera que les longitudes qui y répondent 
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sont, en négligeant les secondes, 9i®i6' et i de sorte que l’éten- 

due de la libration du nœud de Jupiter sur l’écliptique sera de 
On trouvera de même pour Saturne 

1 80“ -f- 2 1 » 6' a I " - 25", 337 1 - -h 57» 56' 1 4" + 36o“ pi. 


d’où l’on tire 
ou 


25", 337 1 : i8o” - 36» 49' 53" - 36o“ pi, 


25", 337 1 ~ 180» -1- 79» 2' 35" - 36o» u ; 


par conséquent on aura 

/ — 20342 — 5ii5opi, ou t -36806 — 5ii5op. 


pour les années de la plus grande et plus petite libration, en sorte (jue 
la période d’une libration sera la même que ci-devant. 

De là 011 trouvera, pour les longitudes correspondantes du nœud, 
72“i6'et i 36“24'; sorte que l’étendue de la libration du nœud de 
Saturne sur l’écliptique sera de 64® 8 '. 


45 . Si l’on veut connaître les inégalités mêmes des mouvements des 
nœuds de Jupiter et de Saturne, on pourra employer la série du n® 36 ; 
il n’y aura pour cela qu’à y substituer io 4 "i 9 'i 4 " à la place do «, et 
i8o"-t- 2 i°6'2i"— 25", 337^ à la place de Ç — a — ^ (*1 

faire ensuite 

rr: 0,2!?,5 qï 

A 

pour Jupiter, ou 

? _ o,53o85 t - 

A A 

pour Saturne; après quoi il faudra encore multiplier les coelïïcients des 
différents sinus par l’arc égal au rayon, lequel est de 206265", à très- 
peu près. 

De cette manière, si l’on fait, pour plus de simplicité. 


VI. 


^ =c 21” 6' 21" — 25", 337 <, 
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on aura la longitude du nœud de Jupiter égale à 

3 * 1 4 “ 1 9' 1 4 " — 46598" si» Ÿ — 5260" sin 2 ip — 792" sin 3 y — 1 34 " sin 4 ç — 24 " sin 5 ip — 5 " sin 6 — i " sin 7 ÿ, 
et celle du nœud de Saturne sera égale à 

3s 14° i(yi4"+ 109495" sinip — 2(jo()2"sin2y + 10285" sin 3 ^ — 4095" sin44' + i 739 "sin 5 ^ 

— 769"sin6'p -h 35o"sin7y — i62"sin8p + 77"sin94i — 37"sin lo'p 

-H i8"sinn(p — 9"sini29 + 4 ”sini 3 ç — 2"8ini4ip i- i"sini 5 Ÿ. 

46 . A l’égard de l’inclinaison, le maximum et le minimum auront 
lieu lorsque l’on aura ( 38 ) 


cos (P — a 4- ht) — ± 1, 


ce qui donne dans notre cas 


180® + 2 i ‘’6'2 i "— 25 ", 337 / — 36 o ®/ 2 , — 180® + 36 o ®/ 2 ; 

d’où l’on tire 

t 285';4 — 5l 1 5o j2, ou r : 2ggg — 5l 

Dans les années marquées par la première de ces deux valeurs de t, 
l’inclinaison de l’orbite de Jupiter sera la plus grande, et aura la tan- 
gente 

A + R:r . 0 , 035587 , 

à laquelle répond l’angle 2^ 2' 18"; et l’inclinaison de l’orbite de Saturne 
sera la plus petite, et aura pour tangente 

A -t- B, — 0 , 013619 , 

à laquelle répond l’angle 46'49". Au contraire, dans les années mar- 
quées par la seconde valeur de t, l’inclinaison de l’orbite de Jupiter sera 
la plus petite, ayant pour tangente 


A — B 0,02247 * > 
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à laquelle répond Tangle i“i7'i5"; et l’inclinaison de l’orbite de Sa- 
turne sera la* plus grande, ayant pour tangente 

A — Bi - 0 , 044439 » 

à laquelle répond l’angle 2 ° 82 ' 41 ". 

D’où l’on voit que la variation totale de l’inclinaison de l’orbite de 
Jupiter sera de 45'3", et que la variation de l’inclinaison de l’orbite de 
Saturne sera de Quant à la période de ces variations, elle sera 

aussi de 5ii5o années. 

47. Si l’on voulait déterminer les mouvements annuels des nœuds, 
ainsi que les variations des inclinaisons de Jupiter et de Saturne, il est 
clair que, à eause de ce que le coclficient de t est très-petit dans les ex- 
pressions de s, U, s,, M,, il n’y aurait qu’à chercher, par la diflerentia- 
tion, les valeurs de </«, et dO, d$t, et y supposer dt — 1 ; mais, sans 
se donner cette peine, on pourra faire usage des formules trouvées dans 
le n" 23. 

On aura donc pour Jupiter, en substituant la valeur du coellicient 
(o, i) et négligeant les autres comme nuis, le mouvement annuel par 
rapport aux étoiles fixes 

I « «rr/f 0i COS(&) - O),)"! 

(Im-.-- 7 ,564 II — Q J’ 

et la variation annuelle de l’inclinaison 

dO - - 7", 56401 sin (&> ■- &>■ ). 

On aura de même pour Saturne, en changeant w en w,, d en 0,, 
(o, i) en (i, o), et substituant pour cette dernière quantité sa valeur, le 
mouvement annuel des nœuds par rapport aux étoiles fixes 

, „ of 0cos!'o), — O))! 

da,- ê, J’ 

et la variation annuelle de l’inclinaison 


d9t = i7",7730sin(wi — &>). 
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On n’aura donc plus qu’à substituer, dans ces expressions, les valeurs 
des quantités w, w,, $, ô,, correspondant au temps donné pour lequel 
on cherche les variations annuelles du nœud et de l’inclinaison. 

Si l’on adopte celles qui répondent h l’époque de 1760 , on trouvera 

rfw rzr 6 ", 428 , , dO — — o",0-]5, 

rfo). — - 8 ", 665, dd, o", 093 , 

et ces valeurs pourront être regardées comme exactes pendant tout le 
siècle courant. 

Article VII. — Des équations sécAilaires des nœuds et des 
inclinaisons des orbites de la Terre, de V énus et de Mars. 

48. Comme l’action de Mercure sur les autres planètes ne peut pro- 
duire que des effets très-petits, ainsi qu’on le voit par la Table du n“ 19, 
où les quantités qui renferment le chiffre 5 après la virgule sont toutes 
très-petites, nous n’aurons aucun égard à cette action, et nous regarde- 
rons, par conséquent, comme nuis tous les termes des équations diffé- 
rentielles du D® 16, qui seront multipliés par quelqu’une des quantités 
dont il s’agit. Or, ayant déjà examiné, dans l’Article précédent, les 
quatre premières de ces équations, il ne restera plus qu’à considérer les 
six suivantes 

ds 

H- ( 2 , 0 ) («, — m) 4- ( 2 , l) (m, — «,) + ( 3 , 3) («, — «,) 4 - ( 2 , 4) (m, - «4) — O, 

( 2 » 0 ) (j, s) ( 2 , 1 ) (s, il) ( 2 , 3) (i. Si) — ( 2 , 4) {s-i — 5 *) “ 0 , 

(iS'\ 

~ 4- (3, 0 ) («3 — «) 4 - (3, i) (m, — «,) -I- (3, 2 ) («3 — «3) 4- (3, 4) («3 - u) = 1 0, 
diix 

~dt - (3. o) («3 -- s) - (3, 1 ) («3 - - (3, 2 ) ( J 3 - s) - (3, 4) («3 - «4 ) = O, 

ds 

~dï — «) 4 - ( 4. 0 («* — «1) 4- ( 4 , 2) («4 — M,) 4- ( 4 , 3 ) («4 — «3) = O, 

— (4> O) (i, — s) — (4, l) ($4 — s,) — (4, 2 ) («4 - Si) ~ (4* 3) (s, — 4,) =; O. 
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Dans ces équations, les quantités s, u, m, sont déjà connues, 
ayant été déterminées dans l’Article précédent : ainsi ces équations 
suffiront pour déterminer les six inconnues s^, «,* ^3* “3* s,, m,, dont 
les premières se rapportent à l’orbite de la Terre, les deux suivantes à 
l’orbite de Vénus et les deux dernières à celle de Mars. 

Si, pour intégrer ces équations, on voulait employer la méthode gé- 
nérale de l’Article IV, il faudrait les combiner avec les quatre de l’Ar- 
ticle précédent, pour avoir autant d’équations que de variables s, u, 
5,,...; mais cela allongerait inutilement le calcul, puisque les quatre 
premières de ces variables sont déjà connues : c’est pourquoi il sera 
plus à propos de traiter ces équations à part. 

On commencera donc par y substituer les valeurs de s, u, s^, a,, dé- 
terminées dans l’Article précédent; ensuite on remarquera qu’on peut 
satisfaire à ces équations, en faisant 

s, — A sina B, sin [ht -f- [3) -i- C» sin(c/ -4- y), 

~ AcosaH- BaCOs(à/ h- (3) -(■• C, cos(c/ -f- y), 

5-i k sina + Ba sin( 6 f -+- p) + C, sin(c/ 4 - y), 

«3 — A cosa -f- B 3 cos(é^ -t- (3) -f- C 3 cos(c/ ■+■ y), 

Si — k sina - 1 - B 4 sin(6< 4- (3) 4- C 4 sin(c*/ 4- y), 
u, — Acosa 4- B, cosiht -h p) 4- C 4 cos{ct 4- y), 

où Bj, B3, B4; Co, Cj, C*; c et 7 sont des quantités indéterminées. 

Ces substitutions faites, on comparera les termes. analogues, et, fai- 
sant, pour abréger, 

(2) — (2, o) 4- (2, 1) 4 - (2, 3) 4 - (2, 4). 

(3) =.{ 3 , 0 ) 4 - (3,1) + (3,2) 4 - (3, 4), 

(4) = (4,0) + (4. 1)4- (4, 2 ) + (4, 3), 

on aura les équations de condition suivantes 

[6 + (2)]Bj — (2, o) B — (2, i) Bi — {2, 3) B, — (2, 4) B 4 = ü, 

[6 + (3)]B3-(3,o)B-(3,i)B,-{3,2)B,-(3,4)B4r=o, 

[é + (4)]B4 — (4» ® — (4» *) — (4» 2)®» (4» 2) ®3 ~ 
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[c-r-(2)]Ca (2, 3)Cj (2, 4)C4-— O, 

[6--(3)]Ca-(3,2)Ca--(3,4)C4.-0, 

[c -i- ( 4 )] C« — ( 4 » 2 ) Cj — ( 4 » 3) Cj O. 

Comme les quantités B, B, et h ont déjà été déterminées dans l'Article 
précédent, il est clair que les trois premières des équations précédentes 
serviront à déterminer les trois quantités Bj, B3, B^; à l’égard des trois 
dernières, il est visible qu’en éliminant deux des trois quantités Cj, C3, 
C3, la troisième s’en ira d’elle-même, et l’on aura une équation finale 
<!n c, qui sera de cette forme 

[c4-(2)][c + (3)][c + (4)] .(3,4)(4,3)[c4-(2)]- (2,4)(4,2)[c-f (3)] . 

— (2, 3) (3, 2)[c4-(4)] — (2,3)(3,4) (4, 2) “(3, 2) (4. 3) (2,4) - O- 

Ainsi il faudra déterminer, par cette équation, la quantité c; ensuite on 
déterminera deux quelconques des trois quantités C2, Cj, C4 par le 
moyen de deux des trois dernières équations ci-dessus, et la troisième 
de ces quantités demeurera indéterminée, ainsi que la quantité 7. 

49. Je remarque maintenant que l’équation précédente en c, étant 
(lu troisième degré, donnera trois valeurs différentes de c, qui satisfe- 
ront également aux équations différentielles proposées; d’où, et de ce 
que ces équations sont simplement linéaires, il est facile de conclure 
que, si l’on désigne par c, d, e les trois racines de l’équation dont il 
s’agit, et qu’on prenne six autres constantes Dj, D3, D4 et Ej, E3, E/., 
telles qu’il y ait entre les trois premières et la quantité d, ainsi qu’entre 
les trois dernières et la quantité e, la même relation que nous avons 
trouvée entre les constantes C2, Cj, C4 et la quantité c; qu’enfin on 
prenne encore deux autres indéterminées 5, £, on en conclura, dis-je, 
que les valeurs complètes de si, u^', Sj, M3; S4, seront de la forme sui- 
vante 


Si ~ A sina-t-B, sin(6£4-P)-f-G, sin(ct-f-y)-+-D, sin((/t-4-â) -t-E, sin(e<-4-6), 
M, A cos.« Bi cos -f- j3 ) -H C, cos (et -H- y ) -h D, cos (d/ 4- ô) 4- E, cos (et 4- e) , 
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S} — A sina 4 -B, sin( 6 ;- 4 -| 3 ) 4 -Cj sin(cf-i-y) + D, sin( 6 ?< + â)- 4 - E, sin(e/ + e), 
«3 -- A cosa -4- Bj cos + 6) 4- Cj cos(cf -t- y ) -+• D, cos {dl + â) -f- E, cos (et + e), 
Sf — A sina-t-Bj sin( 6 f 4 -j 3 ) + C, sin(<;^ -f-y) 4- D4 sin (</f 4- ô) -f- E, sin(ef4-£), 
lU = A cosci: 4 -B 4 cos (6/ -t- (3)4-04 cos(t‘/ -f-y) 4-D4 cos(rf/ 4 -(î) 4 -E 4 cos(e^ 4 -ê). 

En effet il est facile de voir que ces expressions doivent satisfaire aux 
équations différentielles; et, comme elles contiennent d’ailleurs six con- 
stantes arbitraires, il s’ensuit qu’elles sont aussi générales que la nature 
du problème l’exige, puisqu’on peut, par le moyen de ces constantes, 
donner aux six quantités fa, des valeurs initiales quelconques. 

Il ne reste donc plus qu’à faire les substitutions numériques; et d’a- 
bord on trouve, d’après les valeurs de la Table du n° 19, 

(2) -ri4",386, (3)--.ru",52i, (4 ). .i8",i79; 

de sorte que, mettant ces valeurs, ainsi que celles de b-- — 

B, — 2,34978 (Article précédent), dans les trois premières équations 
de condition (48), elles deviendront 

io,g5i Dj -h 6,646Bj 4- 0,53264 ■!- 6,0896 ; o, 

13,81663 4 - 6,7o3B, 4- 0,51664 -!- 3,622 6— 0, 

7,i586i 4- 1,77363 4- 1,701 63 4-12,5449 0; 

d’où l’on tire 

63 - o, 5 o 235 ü, 63 : 0,0426006, 6, ~i,G 38 o 6 , 

et par conséquent, en substituant les valeurs de Bsin/3 et Bcosj'i de 
l’Article précédent, • 

B,sin[3— 0,0026845, Bjcosp: -0,0019097, 

B3 sin ( 3 -- - 0,00022766, B3COs[3 0,00016195, 

B(Sinj3“- 0,0087535, 64 cos P - -- 0,0062269; 

ensuite l’équation en c (48) deviendra, en y changeant c en x, 

{x 4- i 4 , 386 )(;i; 4- 11 , 521 ) {x -4 18,179) - 0,876(2; 4 - 14,386) 

~ 0,943(2: 4- 11,521) - 44.547 (^ -i- '8,179) - '*>*3o 0, 
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laquelle, en faisant 

00 — y— • 4 » 695 , 

pour en faire disparaître le second terme, se transforme en 

[y — o,3og)(j— 3,i74)(j -f- 3,484) — o,876(j - o.Sog) 

— 0,943 — 3,174) - 44,547(7-1- 3,484) - i2,i3o = 0, 

c’est-à-dire, en développant les termes, 

7’ — 57,5207 — 160,653 — O. 

Cette équation étant comparée avec celle-ci 

73 _ Sf’K ~ 21'’ COSÇ ~ O, 

dont les racines sont, comme l’on sait, 


2rcos^> - - 2rcos 
0 


— 60"^ ) — 2 r cos -I- Go"^ , 


on trouve 

/■ : : 4.3787, COSlp r- O.pSGS, 

d’où 

9 Z- 16“ 54'; 

(le sorte qu’on aura pour les trois valeurs de/ 

8,715, - 5,io3, — 3,6i3; 


par conséquent celles de x seront 

-5,(980, —19,797, — i8,3o8; 

de sorte qu’on aura 

f • 5", (j8o, d 19", 798, e- z -i8",3o8. 

On prendra maintenant deux des trois dernières équations de condi- 
tion ( 48 ), et, y substituant la valeur de c, on en tirera les rapports des 
trois quantités Cj, C3, C^; ensuite, changeant successivement c en et 
en e, on en tirera de même les rapports des quantités Da, D3, D,, et ceux 
des quantités Eo, E3, E^. 
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Or quoique, à la rigueur, il soit indifférent lesquelles de ces équa- 
tions de condition on choisisse pour ces déterminations, il y a cepen- 
dant une observation importante à faire, laquelle peut être appliquée à 
tous les cas semblables : c’est qu’il peut arriver que les équations qu’on 
emploie pour l’élimination des inconnues donnent pour les valeurs de 
ces inconnues des fractions dont le numérateur et le dénominateur 
soient à la fois des nombres très-petits, auquel cas une erreur très-petite 
dans ces nombres en produirait une beaucoup plus grande dans la va- 
leur de leur rapport, et rendrait par conséquent fautive la valeur de 
l’inconnue cherchée. Cet inconvénient aura lieu dans la question pré- 
sente si, parmi les trois équations de condition dont il s’agit, on prend 
les deux premières pour déterminer les rapports des quantités C2, (’v C,. 
ainsi que ceux des quantités D2, Dj, D,, et une des deux premières avec 
la troisième pour déterminer ceux de Ea, E3, E^, comme il est facile (h* 
s’en convaincre par le calcul. Il conviendra donc de combiner, dans le 
premier cas, une des deux premières équations avec la troisième, et, 
dans le second cas, la première avec la deuxième; de cette manière, les 
équations à résoudre seront les suivantes 

8,4o6C2 — 6,646Cj — 0,53?, C( — o, 
i?,u)()C, — 1,773c, — 1,701 C, = O, 

5,4 i?D 2 -4- 6,646D3 4- o,53?Dj == o. 
i,6igD4 -4- i, 773D, -1- 1,701 D, =■. o, 

3,9?? E, 4- 6,646 E3 -4- 0,53? E, — o, 

6,787E3 4-6,7o 3E2 -4- o,5i5E, =0, 

d’où l’on tire 

C3 = i,? 394C„ C4 =: o,3i8oC„ 

D 3 = — o,7935D„ D 4 = — o,?6i3D2, 

E, = o,oio5E„ Ej = — o,o863 E, ; 

et les trois quantités Cj, Dj, E, resteront indélerminée.s. 

50. Pour les déterminer, ainsi que les autres quantités 7, £, il faut 

connaître les lieux des nœuds et les inclinaisons des orbites de la Terre, 
VI. 87 
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(le Vénus el de Mars, pour la même époque qüe nous avons employée 
dans l’Article précédent pour Jupiter et Saturne, c’est-à-dire, pour le 
commencement de l’année 1760, afin de pouvoir en déduire les valeurs 
correspondantes des quantités Si- 

A l’égard de l’orbite de la Terre, il est clair qu’on doit la supposer 
dans le plan même que nous prenons pour l’écliptique; mais, comme 
nous regardons ce plan comme fixe, tandis que celui de l’orbite de la 
Terre est réellement mobile, il s’ensuit que la supposition dont il s’agit 
ne peut avoir lieu que pour un instant, qui sera donc celui de l’époque 
en question; de sorte que le plan de notre écliptique fixe sera celui de 
l’écliptique réelle et mobile, au commencement de l’année 17G0; ainsi 
l’inclinaison de l’orbite de la Terre sera nulle pour cette époque : par 
(îonséquent la quantité 0 .^ qui en exprime la tangente sera nulle aussi; 
ce (jui donnera 

s, = 6, sin«5 — • O, Ut = 6t cosroj ■ o. 

Quant aux orbites de Vénus et de Mars, on trouve, par les dernières 
Tables de M. de la Lande, les éléments suivants 


Longitude du nœud de Vénus, pour 1760 2.14.31.28, 

» de Mars, » 1.17.43. 8, 

Inclinaison de l’orbite de Vénus, » 3.23.20, 

» de Mars, » 1 .5i . <>. 

Donc 

&),:= 74"3i'28", &),= 47"43'«", 


63 =lang 3° 23' 20", 9, = lang i®5i'o"; 

d’on l’on tire 

s, = 9, sin&)3 — 0,057070, — 03 cos6)j = o,oi58oi , 

Si = 04 sinft), = 0,07.3867, «4 — 04 cos&)4 = 0,021731 . 

Comme ces valeurs sont celles qui répondent à l’époque de 1760, 
depuis laquelle nous comptons les années marquées par t (Article pré- 
cédent), il faudra donc les substituer dans les formules générales du 
numéro précédent, en y supposant en même temps ? = o; de cette 
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manière, après avoir fait aussi les autres substitutions du même nu- 
méro, et mis pour Asina, Acosa, BsinjS, Bcos^ leurs valeurs trou- 
vées plus haut ( 42 ), on obtiendra les six équations suivantes 

Cl siny - 4 - D, sinâ - 4 - o,oio 5 E« sine + o,o3oHis>, = o, 
iU COS y -h Üï cosô H- o,oio 5 E« cose — 0,009(^90 - o, 

1 ,28940^ siny — o, 7935D2 sino — o,o8()3E4 sine — 0,029171 ~ u, 

1 ,289402 cosy — 0 , 7935 1)2 cos O — o,o 863 Et cose — 0,022819 ~ o, 

0 , 3 1 80 (]a sin y — o , 26 1 3 D2 sin 0 -f~ E4 si n e o , o 1 2984 — o, 

0,3 180 C2 cosy — 0,261 3 Di cosô - 4 - Ej cose — o,o 35 i 38 o, 


qiii serviront a déterminer les six inconnues C2 siny, ('2^087, D.^ ï^in - » 


on aura 


(^2 siny :::::: o,ooi484o, CuCosy^^ o,oi 5857 , 

D2 sin^ ~ — 0,082068, Di cosâ — — 0,0070680, 

Eosine ~ — 0,021886, E, cose :::= 0,028249, 

d’oü Ton lire (numéro précédent j 


Ca siny r- 

0,0018893, 

63 cosy - 

0,019653, 

C4 siny ^ 

0,00047191, 

Ci cosy ~ 

0, oo 5 o 425 , 

Djsind - - 

0 

0 

D3COSÔ 

o,oo 56 o 44 » 

1)4 sin ô = 

0,0083795, 

D. cosô ~ 

0,0018455, 

El sine = - 

1 

0 

0 

0 

ex 

Ei cose m 

0,00029618, 

Ej sine = 

0,0018845, 

Es cos e ~ 

— 0,0024379. 


On peut déduire, si l’on veut, de ces valeurs celles des coellicieiits 
Da,... et des angles y, ô,..., mais on n’en aura pas besoin si l’on trans- 
forme, ainsi que nous en avons usé plus haut, les sinus et cosinus des 
angles bt - 4 - cf -h y,... en 

sin (3 cosfr/-4- cos( 3 sin 6 c. . cosj 3 cos 6 t — sinjâsiné/,. . . , 

ce qui est plus commode pour Je calcul, lorsque et «sont de très-petits 
angles. 

» 7 - 
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51 . Faisant donc toutes ces substitutions dans les formules géné- 
rales (49), on trouvera les expressions suivantes 

Pour la Terre , 

52 — 0,09-819,7 4- 0,009085 cos ( 95 ", 337/) 4- o,ooiyio sin( 95 ", 337 0 

4 - 0,001484 cos ( 5",98 o/) — (),oi 5857 sin( 

— o,o39ü68cos( i 9",798/) 4- 0,007063 sin( 19", 798/) 

— 0,00099-9 cos( 18", 3o8/) — 0,000996 sin( 18", 3o8^), 

~~ 0,007180 — 0,001910 cos(95", 337/) 4- 0,009685 sin(95",337 / ) 

4- o,oi 5857 cos( 5", 980/) -h 0,001484 sin( 5", 980/) 

— 0,007063 cos( ï9",798/) — o,o39o68 sin( 19", 798/ ) 

4 0,000996 cos ( 18", 3 o 8 /) — 0,000999 sin( i 8 ", 3 o 80 ; 

% 

Pour Vénus , 

.V3 0,098197 — 0,000998 cos( 95 ", 337 /) — 0,000169 sin(95'',337 1 

4- 0,001839 cos( 5", 980/) — 0,019653 sin( 5", 980/) 

4- 0,09544? cos( 19", 7980 o,oü56o4 sin( 19", 798/) 

4- 0,001884 cos( i8",3o8/) 4- 0,009-438 sin( 18', 3o8/), 

— 0,007180 -4 0,000162 cos (9-5", 337 /) — 0,00099-8 sin(95", 337 /) 

4 0,019653 cos( 5", 980/) 4- 0,001839 sin ( 5", 980/) 

4- o,oo56o4 cos( 19", 798/) 4- 0,02544? sin( 19", 798/) 

— 0,009438 cos( 18", 3o8 4- 0,001884 sin( 18", 3o8/) ; 

Pour Mars , 

s^-=zz 0,028127 4- 0,008754008(95", 337/) 4- 0,006227 sin(95",337/) 

4“ 0,000472 cos( 5",98 o/) — o,oo5o43 sin( 5", 980/) 

4- o,oo838o cos(i 9",7980 — 0,001846 sin( 19", 798/) 

— o,o 2 i 836 cos( i 8 ", 3 o 8 /) — 0,028249 ? 3o8/) , 

u ^^ — 0,007180 — 0,006227 cos( 25",337/) 4- 0,008754 sin(95'',337 /) 

4- o,oo5o43 cos( 5", 980/) 4- 0,000472 sin( 5",g8o/) 

4- 0,001846008(19", 798/) 4- o,oo838o sin( 19", 798/) 

4- 0,028249 cos(i8",3o8/) — 0, 021 836 sin( i8",3o8/). 
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Ainsi, prenant / pour le nombre des années tropiques écoulées depuis 
le janvier 1760 à midi moyen, ou bien pour le nombre des années 
qui précèdent cette époque, en faisant / négatif, il n’y aura qu’à calculer 
par les formules précédentes les valeurs correspondantes des quantités 
•V2, «2, ^9,..., et l’on en pourra déduire sur-le-cbamp les longitudes Wj, 
W3,... des nœuds des orbites des planètes dont il s’agit, par rapport au 
plan de l’écliptique de 1760, regardé comme fixe, ainsi que les inclinai- 
sons des mêmes orbitès par rapport à ce plan, dont 0^, 0^,.., sont les 
tangentes; car on a 

« 9 j iÇj 

langMj^— 9 langct)3 “ 5 • • ^ 

U2 ^^3 

02 — V'.S^ + «2 . 0, v/sî lll, 

Au reste, à cause de ce que les expressions des (juantités ^9, s^.St con- 
tiennent plusieurs termes, il sera assez dilfieile de déterminer si les 
angles Wj, mj, ont des limites ou non, et d’en trouver les valeurs 
moyennes, ainsi que nous l’avons fait à l’égard de Jupiter et de Saturne 
dans l’Article précédent; c’est pourquoi nous n’entrerons pas dans cette 
discussion qui pourrait nous mener trop loin. 


52 . Nous terminerons donc cet Article par donner les formules des 
mouvements annuels des nœuds et des variations annuelles des inclinai- 
sons des orbites de la Terre, de Vénus et de Mars, formules qui se dé- 
duisent facilement de celles du n" 23 , en y faisant les substitutions con- 
venables, et supposant dt = \. 

Ayant donc égard à l’action mutuelle de toutes les planètes, excepté 
Mercure, ainsi que nous en avons usé dans les recherclies précédentes, 
on trouvera 

Pour la Terre. 


6 cos ( fj), — 0 ) ) 

ë, 

0, cos(c.), — w,) 


6, cos(ùh — Wi) 


rf'jij = — 6", 874 j^i — 

- 6 '. 646 [.-- 

r/0j =6", 874 9 sin (wa— o») -+- o", 334 si» ( o»,— Wi) -+- 6", 646 O3 sin (o',— 01, 

-+-o ",532 04 sin (&)3— 0)4); 
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Pour Vénus, 

- S', 703 j^^i- y'> j _ o', 5,5 

rfôj 4^', 1 00 ô sin (w,— Mj ■+■ o", 2o3 9, sin(f.)j— w, ) 4-6", 703 0, sin (wj— ) 

4r 0", 5 1 5 6, sin («3— &)4 ) ; 


Pour Mars. 


0 

0 

1 

il 

3 

6 COS(W 4 — QJ ) 

L' 0 , J 

1 

0 

61 COS (0)4 — Cl), ) 1 

J 

- .",773 

6^008(0)4 — 61)2)'] 

L' ô. 'J 

-r", 7 oi 1 

0 , C0.s(û)4 — W3) 1 

J 


d6, — i 4 ''»o 6 o 6 sini(i)4— 6)) -i-o", 6450 ,sin(oi),— &),) 4 - i",7730j sîn(ft)4— &'i) 

-i-i",7oi 63 sin (6)4— Wj); 

où rfwj, rfwj, sont les mouvements annuels des nœuds par rapport 
aux étoiles fixes, et dû 2, dQ^, d 9 y peuvent être prises sans erreur sensible 
pour les variations annuelles des inclinaisons des orbites à l’écliptique; 
mais, pour pouvoir faire usage de ces formules, il faudra déterminer 
auparavant les valeurs des quantités w, w,,..., 5, 6 ^,..., qui conviennent 
à l’année donnée, d’après les formules générales de cet Article et du pré- 
cédent. Si l’on emploie celles qui répondent à l’époque de l'jôo, on aura 
pour l’orbite de Vénus 

dws = — 9", 692, rf0j = — o' , o 35 , 

et pour celle de Mars 

= — S", 664, dOt — — o", 32 1 

Quant à l’orbite de la Terre, nous remarquerons que, puisque $2 = 0 
pour 1760 (hypothèse), il faudra que, dans l’expression de «/wj, tous les 
termes divisés par $2 soient aussi égaux à zéro, ce qui donne l’équation 

6" , 874 6 cos (û>j — w) -t- o*, 334 0, cos (w, — w, ) -(- 6", 646 cos ( w, — w,) o", 5 32 6^ cos (w,— w, ) = o ; 


dùh — — 


4 ", 100 I 


0 cos(m» — U ) 
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d’où l’on tire, pour la valeur de la tangente de Uj, l’expression 

6",8749c o8t.i+ o”,3346,co8M,+6'',646fl,cosM^+o'’,53u0,cosM, _ 6'',874>/-i- o".334»|+() ".6{(>//j-f-()*.'>3v.;>^ 

()’,874 5i3inM-f-o',3349| sinM|+G", 64683 siniH3+o',53ï9, siiiM, "" 6", 874 4 -+-o '',334 .V|4-6",646.v, +ü'', 53 i v, ’ 


Substituant donc à la place de s, u, s,,... les valeurs qui répondent au 
commencement de l’année 1760, et qui ont déjà été déterminées ci- 
dessus d’après les Tables, on aura 


tangMi = — = — 0 , i5(i4^, 

o, 5 o?.i 9 


d’où 


r.), : 


180 » - 8 » 53' 36"; 


c’est le lieu où l’orbite de la Terre doit couper le plan de l’écliplique 
de 1760, au premier instant où elle abandonne ce plan. 

Employant maintenant cette valeur de wj dans l’expression de dû.,, 
on trouvera 

dO, — o",569; 

ce qui donne l’augmentation annuelle de l’inclinaison de l’orbite de la 
Terre, j)ar rapport au plan dont il s’agit. 

On aurait les mêmes résultats si l’on cherchait les valeurs de taugwj 
et de 0 .^, d’après les formules générales du numéro précédent; car, fai- 
sant t= I dans les expressions de s-t et de Wj, et mettant à la place des 
sinus des arcs très-petits 35 ", 337, 5 ",() 8 (),... ces arcs mêmes, et à la 
place de leurs cosinus l’unité, on trouve 


d’où 


— 08797, M,= — o", 56219, 


tango), == 


0,06797 

0,56219 


0 ,=: o", 569 ; 


ce qui .s’accorde avec ce qu’on a trouvé ci-de.s8us, et pourrait servir, s’il 
en était be.soin, à contirmer la justesse de nos calculs. 
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Akticle VIII. — Des équations séculaires du nœud 
et de l’inclinaison de l’orbite de Mercure. 

53 . Pour achever nos Recherches sur les dérangements causés dans 
les plans des orbites des planètes par leur action mutuelle, il ne reste 
plus qu’à examiner ceux qui doivent avoir lieu dans le plan de l’orbite 
de Mercure, ür, suivant nos dénominations, w, sera la longitude du nœud 
de cette orbile, et 0 ^ sera la tangente de son inclinaison; de sorte que la 
question se réduira à déterminer les valeurs des quantités = 65sin&j5, 
i/j = $3 cosojj, par l’intégration des équations différentielles d’où elles 
dépendent, et qui, selon l’ordre des équations ( 16 ), doivent être la neu- 
vième et la dixième. 

Ces équations seront donc 

(h 

(5,o)(is — «)— (5 ,i)(æ 8 — (5,2j(5i — «,)— (5, 3)(5 j — 53 )— {5,4)f55 — )=ü, 

lesquelles, en y substituant les valeurs des (juantilés if, u, 

déjà trouvées dans les deux Articles précédents, et faisant, pour plus do 

simplicité, 

/=r_(5,o)-(5, i)-(5,2)-(5,3,-(5,4i, 

M=(5,o)B +{ 5 , i)B, + ( 5 , 2 ) 8 , -+-( 5 , 3 )R 3 -f-( 5 , 4 )B„ 

N = (5, 2 )C,+ (5, 3)C, + (5,4)C4, 

P = (5,2)D,+ (5,3)I)3 + (5,4)1)„ 

Q=r( 5 , 2 )E 3 +( 5 , 3 )E 3 + (5,4)E., 

se changent en celles-ci 
(h 

Acosa)— Mcos(6t+(3)— Ncos(ct+y)— Pcos((y/+(î)— Qcos(e/+£)=^o, 
^■+-/(*s —A sina)+M siii (6t+P)+N sin(c<+y)+P sin(<//+3)+Q sin(e/+e)=o. 
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Telles sont les équations qu’il s’agit maintenant d’intégrer; et il est 
facile de voir que pour cela il n’y a qu’à supposer 

v, = A sin a H- 85 sin (6/ -i- fl) 4- Q sin [ri -t- 7) -+- Dj sin {di +• lî ) -1- Ej sin [et -1- s) 4- F,, sin [ft 4- 7) , 
A cosa 4- 85 cos [bt 4 - 6 ) 4- Cj cos {et 4- 7) 4 - cos [dt 4- lî ) 4- Ej cos (et 4- «) 4- Fj cos (/f 4 - y) ; 

car, faisant ces substitutions et égalant à zéro les termes homogènes, on 
n’aura que ces quatre équations de condition 

{b-f)% = M, (c-/)a=:N, {c/-/)D.,=:P, {e-f]E, = Q, 


lesquelles donnent 


B5 


M 


N 


c-f 


D. 


1 » 


\L=: 


Q . 


de sorte qu’il y aura encore deux indélerminées F, et <f, qui dépendront 
des valeurs initiales de et de données par les observations; ainsi les 
valeurs supposées de et de sont exactes et complètes. 

Pour déterminer les deux inconnues F., et ç, je tire des Tables les élé- 
ments suivants 


Longitude du nœud de Mercure pour 1760 i» ir)''3,8'/)5" 

Inclinaison de son orbite 7" o' o" 


Donc 


« , = 45® 2B' 45", O5 — lang 7” ; 


de là on trouvera 


S:, = sin 6)J = o ,087543, «s 0 j COSM, = O ,o8()092 ; 


ce qui (en supposant, comme on a fait jusqu’ici, que l soit égal à zéro 
au commencement de 1760) donnera les deux équations 

A sina -I- Bi sinj 3 -+- C,^siny-t- Di sind Ei, sine + 81119 = 0,087543, 

A cos«-+- B, cosj 3 - 4 - CiCOsy -h D, cosd -f- E, cose 4 - F1COS9 = 0,086092, 

par lesquelles on pourra déterminer F, et 9. 

VI. 


88 
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Maintenant je trouve, d’après la Table du n® 19 , 

et ensuite, en employant les valeurs de Bsin^, B, sinp déterminées dans 
les deux Articles précédents, 

BiSinp= 0,00028612, BiCOS| 3 ~ o,ooo2o354, 

C,siny= 0,024795, C5Cosy= 0,264940, 

DjSinô — — o,oo 5 o 52 o, Di,cosô = — 0,001 1 126, 

E, sins = — 0,00047975, Esoose — 0,00062066; 

entln, substituant ces valeurs dans les deux équations ci-dessus, on aura 

F, sin^ 0,089867, F, cos 9 = — 0,170972. 

54 . Si donc on substitue ces valeurs dans les expressions ci-dessus 
de fs et de m», après y avoir changé les sinus et cosinus de ht -+- fi, 
et y,... en 

sin(3cos6/ + cos(3sinA<,. . ., cos(3cos^>i — sinj3sin6/,. . ., 

on aura les formules suivantes : 

Pour Mercure. 

.V,s r-1 0,028127 -t- 0,000286 cos( 25", 887 <) 4- 0,000204 sîn (26", 887/) 

+ 0,024795 cos( 5",t)8o/) — o,26494osin( 5", 980/) 

— o,oo5o52COs(i9",798/) 4- 0,001 1 13 sin( 19", 798;) 

— 0,000480 cos( i8",3o80 — 0,000621 sin( i8",3o8t) 

4- 0,089867 cos ( 6",3i I /) 4- 0, 170972 sin( 6",3 ii/) 

«1 = — 0,007180 — 0,000204 cos( 25",337/) 4- 0,000286 sin(25",337 1) 

4- 0 , 264940 cos( 5", 980 / ) 4- 0 , 024795 sin ( 5" , 980 1 ) 

— 0,001 n3 cos(i9",798/) — o,oo5o52 sin ( 19", 798/) 
0,000621 cos( i8",3o80 — 0,000480 sin( i8", 3o8 1 ) 

— o,i70972COs( 6",3 ii/) 4- 0,089867 sin( 6",3 ii/). 

Dans ces formules, t représente, comme dans les Articles précédents, 
le nombre des années tropiques écoulées depuis le janvier 17603 midi 
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moyen, ou de celles qui onl précédé cette époque, si l’on fait / négatif; 
ainsi l’on pourra par leur moyen calculer pour un temps quelconque les 
valeurs des quantités .v, et ; et, d’après ces valeurs, on trouvera le lieu 
du nœud ascendant de l’orbite de Mercure, ainsique l’inclinaison de son 
orbite, par les formules 

langMs = — , 6i— ^sl + «î , 


«J étant la longitude du nœud comptée depuis le lieu do l’équinoxe 
de 1760, et 0* la tangente de l’inclinaison. 

55 . A l’égard du mouvement annuel des nœuds et de la variation an- 
nuelle de l’inclinaison, quoiqu’on puisse les déduire aisément des for- 
mules précédentes, il sera cependant plus commode de les déterminer 
par le moyen des formules différentielles ( 23 ), en y faisant dt — \. 

De cette manière, on trouvera pour le mouvement annuel des nœuds 
de Mercure, par rapport aux étoiles fixes. 


r/wi = — i",564 I— — ^ — o",o8o i 

L • J 


o'\8(37 I — 


0-j cos (du — 6)2) 


j- ^".749 

— o",o5i l^i — 


0 , cos ( 6 ), — W|) 

ô, _ 

03 cos (W, — 0)s j 


0, cos (0)4 — w«) 
_ 


et pour la variation annuelle de l’inclinaison 

(/ 0 s -- i',ô 640 sin(û)4 — w) -t- o",o8o0, sin(&);, — w, ) -h o",8<i7 03sin(&)s •— m,) 

4- 3", 749 9 i sin ( &H — w» ) -t- o", o5 1 0, sin ( caj — m, ) , 


Ainsi il n’y aura qu’à substituer dans ces expressions les valeurs des 
quantités 0, 0,,..., ca, m,,..., qui répondent au temps donné, et qui ré- 
sultent des formules générales données ci-dessus. Si l’on emploie celles 
qui répondent à l’époque de 1 760, et que nous avons déduites des Tables, 
on trouvera, pour le siècle présent, 

dcùi = — 4'’» 5*8, dOi — — o", 1 40. 

88 . 
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Article IX. — Sur les cfiangements de latitude et de longitude 
des étoiles fixes, causés par le déplacement de l’orbite de la 
Terre. 

56 . Nous avons donne, dans l’Article VII, les formules nécessaires 
pour déterminer à chaque instant la position du plan de l’orbite de la 
Terre, par rapport au plan dans lequel cette orbite s’est trouvée au 
commencement de l’année 1760, que nous avons prise pour époque; 
ainsi , connaissant la position des étoiles fixes à l’égard de ce dernier 
plan, c’est-à-dire, leurs longitude et latitude pour le commencement de 
1760, il sera facile de trouver les longitudes et les latitudes pour un 
autre temps quelconque. 

Pour cet effet, on commencera par calculer, pour le temps donné, les 
valeurs des quantités Sj et ( 51 ), et l’on en tirera celles de wj longi- 
tude du nœud de l’orbite de la Terre et de y inclinaison de cette orbite, 
au moyen des formules 

^2 

lango), — , tangj^’ = 0, =z -h ; 

on ajoutera à la longitude «a la précession des équinoxes 5 o", 3 ^, pour 
avoir la longitude du nœud de l’orbite de la Terre, comptée à l’ordi- 
naire, depuis le premier point A'Aries, c’est-à-dire, depuis l’intersection 
de l’écliplique et de l’équateur, et l’on nommera cette longitude ^r. Cela 
posé, comme l’inclinaison y est toujours très-petite, on trouvera aisé- 
ment, par les formules différentielles connues, que l’obliquité de l’éclip- 
tique sera sujette à une variation égale à ycosa?, et que les points 

équinoxiaux auront un mouvement en longitude égal à ôtt’ 

mouvement en ascension droite égal à • 

^ sin 23 "! 

Ensuite, nommant / la longitude d’une étoile quelconque et X sa lati- 
tude, calculées en ayant égard à la précession des équinoxes, on trou- 
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vera que la variation de cette étoile en longitude sera 


XCOs{l — x) langX — 


rsin^r 

tang23“i' 


et que sa variation en latitude sera 

•— jsin (/ — x). 


57. Pour faciliter le calcul de ces formules," on remarquera que, à 
cause de la petitesse de l’angle j, on aura, sans aucune erreur sensible, 
y = ^ 2 ; donc, puisque 

JT = &>, + 5o", 3<, 


on aura 

sin X — sinwj cos(5o",30 -f cosm, sin(5o",3/), 
COSÆ- — cosw,cos(5o",3/) — sin&),sln(5o",3/); 


par conséquent on aura 

r sin.r = s, cos(5o",30 + »,sin (5o",3/), 
ycoso: — j<2cos(5o", 3/ ) — s, sin(5o",30> 

De là il s’ensuit que, si l’on fait, pour abréger, 

7 = St cos(5o", 3/) + ^^,sin(5o", 3/). 
u = u, cos ( 5o", 3 0 — Sj sin ( 5o", 30. 

on aura u pour la variation de l’obliquité de l’écliptique, et 


(T 

lang23'’Ÿ’ 


ou 


7 

sin j3®ÿ 


pour . le mouvement en longitude ou en ascension droite des points 
équinoxiaux. 

De plus, à cause de 

sin 1/— x) = sin/cosÆ- — cos/sina:, cos(/— x] = coslcosx 4- sin/ sin.r, 
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on aura, pour la variation en longitude d’une étoile quelconque. 


(ff sin long. y cos long.) tang latit. — 


<T 

lang23"| 


et pour sa variation en latitude 


(T COS long. — V sin long. 


58 . Toute la dilHculté se réduit donc à calculer, pour le temps donné, 
les valeurs de ^2 el u.^ d’après les deux formules du n® 51 , et en déduire 
ensuite celles des quantités a et u par les formules du numéro précédent. 

Pour épargner ce travail aux astronomes qui voudront faire usage de 
notre Théorie, j’ai pris la peine de calculer les quantités dont il s’agit, 
de siècle en siècle, pour vingt siècles, tant avant qu’après 1 760, en fai- 
sant successivement t = — 100, — 200, — 3oo,... jusqu’à — 2000, et 
ensuite t= 100, 200, 3oo,... jusqu’à 2000; et, afin de pouvoir mettre 
une plus grande exactitude dans les calculs, j’ai d’abord changé dans 
les expressions de Sa et de du numéro cité les cosinus en 1 — 2 (sinus)*, 
et j’ai ensuite réduit les coelficients en secondes en les multipliant par 
206265. 

De cette manière, j’ai transformé les expressions dont il s’agit dans 
celles-ci, qui sont à la fois plus simples et plus commodes pour le 
calcul, 

Sj — 393", 9 sin (25", 337/) — 1 107", 5 sin’ (12", 668 O 

— 3270", 8 sin ( 5 ". 980/) — 6i2'’,2sin’( 2",cf^ot) 

-+- i466",98in(i9",798o -1- 13229", 4 sin’ ( 9", 899/) 

— 61", I sin(i8",3o8/) 4- 94",4 sin’ ( 9", i540 


II ,— 553", 7 sin (25", 337 <) 4- 787",8sin’(i2",6680 
4- 3o6". isin( 5", 980 O - 654 1 ", 6 sin’ ( 2", 990/) 

— 66i 4",7 sin(i9",798/) 4^ 29i3",8sin’( 9",899<) 

— 47"»2sin(i8", 3 o 80 — i 22 ", 2 sin’( 9 ",ï540. 

Ensuite j’ai construit d’après ces formules les deux Tables suivantes. 
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dont la première est pour les siècles qui précèdent l’année 1760, et 
dont la seconde est pour ceux qui la suivent. 


TABLE I. TABLE IL 
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Enfin j’ai déduit dos valeurs de et de renfermées dans ces deux 
Tables, celles des quantités c et v, par le moyen des formules du n“ 57 , 
(!l j’ai formé, de cette manière, les Tables III et IV, qui suivent, et dont 
l’une, c’est-à-dire, la troisième, donne les valeurs de cr et u qui répondent 
à chaque siècle, à compter du commencement de 1760, en remontant, 
(0 dont l’autre, c’est-à-dire, la quatrième, donne les valeurs des mêmes 
(fuantités pour chaque siècle, à compter depuis la même époque en 
descendant. Il faut se souvenir (jue j’entends par siècle un intervalle de 
cent années tropiques, lequel est moindre qu’un siècle ordinaire de 
cent années juliennes, la dilfércnce étant de i8''27“: mais, comme les, 
variations séculaires des quantités a et u sont moindres qu’une minute, 
il est clair qu’on peut, en toute sûreté, faire abstraction de la différence 
dont il s’agit, et prendre indifiéreinment des années juliennes à la place 
des années tropiques. 

59 . Les quantités u représentent, comme on l’a dit plus haut ( 57 ), 
les variations de l’obliquité de l’écliptique : on voit donc, par la 
Table III, que cette obliquité n’a cessé de diminuer depuis deux mille 
ans, et la Table IV montre qu’elle doit continuer toujours à diminuer, 
du moins pendant l’espace de deux luille ans auquel celte Table s’étend. 
La diminution séculaire est, pour le siècle présent, d’environ 5 G se- 
condes, mais cette diminution n’est point uniforme; elle n’était, il y a 
deux mille ans, que de 38 ", 67; depuis lors elle a augmenté continuel- 
lement, et elle n’arrivera à son maximum que dans (juatre siècles ; elle 
sera alors de 56 ", 76, ce qui diflère très-peu de sa valeur actuelle; mais 
dans vingt siècles d’ici elle ne sera plus que de '49 secondes. 

Si l’on prend 23“28'2o" pour l’obliquité moyenne actuelle, elle aura 
dû être, suivant la Table III, de 23 " 44 ^ 5 " au temps d’Hipparque, qui 
vivait i 5 o ans avant Jésus-Christ. Il est vrai que cette obliquité serait 
moindre d’environ 7 minutes que celle que les anciennes observations 
paraissent donner pour ce temps-là; mais on sait que ces observations ne 
sont pas assez exactes pour pouvoir servir à fixer la juste valeur d’un 
élément si délicat; il doit sulfire, ce me semble, qu’elles s’accordent 
avec la Théorie à prouver la diminution de l’obliquité de l’écliptique, 
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et jusqu’à présent on ne peut que s’en rapporter à celle-ci pour ce qui 
regarde la quantité et les lois de celte diminution. 


TABLE III. 


VALEURS 

VALEURS 

VALEURS 

do 

de a. 

de U . 

— 100 

— o’qi 

ft 

56,07 

— 200 

— 22,02 

111,82 

— 3 oo 

- 36,33 

if)7,i8 

— 4^0 

— 5 a , 83 

222 , 0 5 

— 5 oo 

— 71, 5 i 

276. lo 

— 600 

— 92,35 

33 o , 1 6 

0 

0 

1 

— ii 5 , 3 G 

383,25 

— 800 

— 140.47 

435,60 

— 900 

— 167,72 

487 . >9 

— 1000 

— 197,03 

537,85 

— 1 100 

— 228,44 

587 , f.i 

— 1200 

— 261 ,86 

636,40 

— i 3 oo 

— 297,33 

68/* , 2 1 

— 1400 


mm 

— i 5 oo 

— 374,14 

776,42 

— 1600 

- 4 * 5,36 

820,42 

— 1700 

— 458 , 4 ^ 

863 , 16 


— 5 o 3, 65 

905,01 

— 1900 

— 55 o ,58 

945,28 

— 2000 

— 599, a6 

• 983,95 


TABLE IV. 


VALEURS 

VALEURS 

VALEURS 

de t . 

do ff. 

de ü. 


« 

Il 

100 

7,69 

— 56,34 

200 

13,17 

— 112,90 

3 oo 

16, 5 o 

— 169,58 

400 

17,42 

— 226,33 

5 oo 

16,23 

— 283,09 

600 

1 2 , 80 

- 339,78 

700 

7,10 

- 390,35 

800 

— 0,68 

— 452,71 

900 

— 10,74 

— 5 o 8,84 

1 000 

— 22,90 

- 564 , 5 { 

IIOO 

- 37,44 

— 619,91' 

I 200 

0 

1 

- 67 Î ,83 

i 3 oo 


— 729,22 

1400 

- 93,66 

— 78.*,09 

i 5 oo 

— 116,69 

— 836 , 14 

1600 

- ' 41,75 

— 888,39 

0 

0 

168,89 

— 939,78 

1800 

— 198,16 


1900 

— 229,37 


2000 

— 262,73 

—1089,69 


VI. 
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60 . Si l’on divise les quantités a par tang 23 ®j, ou plus exactement par 

tangaS^îS' — o,434i> 


OU, ce qui revient au même, qu’on les multiplie par 2 , 3 o 35 , on aura 
l’équation des points équinoxiaux, c’est-à-dire, les quantités qu’il 
faudra ajouter ou soustraire du lieu moyen du premier point A' Aries sur 
l’écliptique pour avoir son lieu vrai ( 57 ). Donc, si l’on convertit les 
secondes de degré en secondes de temps, à raison du mouvement moyen 
du Soleil, ce qui se fera en multipliant les secondes de degré par 24, ou 
plus exactement par la fraclion 




59'" 8% 3 


?.4,34y7, 


on aura l’équation qui servira à corriger le temps de l’équinoxe; de 
sorte que cette équation sera représentée, en général, par 5 (),o 8 c)a. j’ai 
donc construit la Table V suivante, laquelle donne pour chaque siècle, 
avant et après 1760, la valeur de l’équation dont il s’agit, exprimée en 
secondes de temps. 

Or il est clair que, si l’on prend la diflerence des équations répondant 
à deux siècles consécutifs, dans la Table V, on aura l’équation par 
laquelle il faudra corriger la durée de 100 années tropiques moyennes, 
pour avoir leur durée exacte; par conséquent, la centième partie de 
cette équation donnera à très-peu près l’équation de la durée des années 
tropiques pour le siècle dont il s’agit. C’est sur ce principe que J’ai 
formé la Table VI, d’après celle qui précède : cette Table fait voir que 
la longueur de l’année a toujours été en diminuant depuis vingt siècles 
jusqu’à présent, et qu’elle doit continuer à diminuer, du moins pen- 
dant l’espace de vingt autres siècles, et, si l’on soustrait l’équation 
actuelle de 5 % 56 de l’équation qui répond au dix-neuvième siècle 
avant 1760, et qui est <le 27% 3 i , on aura 21", 75 pour la quantité dont 
l’année tropique a dù être plus longue au temps d’Hippar(|ue qu’elle 
n’est à présent. 
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TABLE V. 


SIÈCLES 
avant 1760. 

ÉQUATION 
des cquinoxes. 

SIÈCLES 
après 1760. 

ÉQUATION 
des équinoxes. 

0 

0 

0 

0 

I 

— 556 * 

1 

432 “ 

2 

— 1235 

2 

739 

3 

— 2 o 38 

3 

925 

4 

— 2963 


977 

5 

— /\Oll 

5 

9 1 0 

6 

— 5 i 8 o 

6 

718 

7 

- 6471 

7 

4tn 

8 

OC 

1 

8 

— 38 

9 

— 9407 

9 

— 6 o 3 

10 

— IIOJI 

10 

- 1287 

1 1 

— 12813 

1 1 

— 2100 

12 

— 14 088 

12 

— 3 () 3 o 

i 3 

I 6669 

i 3 

00 

c 

v*» 

1 

14 

- >«775 

i 4 

— 52 53 

i 5 

20985 

i 5 

— 654 î 

16 

— 23297 

16 

“ 7950 

17 


>7 

— 9473 

18 

28260 

18 

— 1 1 II 5 

19 

- 30882 

19 

— 12865 

20 

— 336 i 3 

20 

— 14737 
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TABLE VI. 


SIÈCLES 

ÉQUATION DE LA DURÉE 

SIECLES 

ÉQUATION DE LA DUREE 

avant 1760. 

des années tropiques. 

après 1760. 

des années tropiques. 


ë 


8 

0 

5,50 

0 

5,56 

I 

6 >79 

I 

4,32 

9. 

8 ,o 3 

9 

3,07 

3 


3 

1 ,86 

4 

10,48 

4 

0,52 


ii,(k) 

5 

— 0,67 

() 

19,91 

6 

-- 1^92 

7 

1 4 , 08 

7 

- 3.17 

8 

i5,98 

8 

— 4,39 

9 

16,44 

9 

— 5,65 

10 

17, (■)•>. 

10 

- 6,84 

1 1 

18, 7Î 

1 1 

- 8 ,i 3 

19 . 

i 

19,81 

19 

— 9.3o 

i 3 

9 1 , oO 

i 3 

— 10,52 

14 

92 , 10 

*4 

- II, 7^ 

i 5 

9 . 3 , 12 

i 5 

— 12,92 

ï6 

a^,i .5 

16 

— 14, o 5 

17 

9 . 5,38 

>7 

’ - i5,23 

18 

26,32 


— 16,42 

*9 

27,31 

19 

- 17,50 

90 

j 

20 

- 18,72 
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61 . Quant aux variations des étoiles fixes en longitude et en latitude, 
on les déterminera aisément d’après les valeurs des quantités c? et u des 
Tables III et IV, et par le moyen des formules que nous avons données 
plus haut ( 57 ); mais, comme ces quantités n’ont été calculées que de 
siècle en siècle, et que leurs différences sont assez inégales, si l’on vou- 
lait avoir les variations dont il s’agit, d’année en année, ou du moins 
de dix ans en dix ans pour le siècle présent, il faudrait, pour plus 
d’exactitude, calculer de nouveau, d’après les formules générales, les 
valeurs de c et y qui répondent à i , 2, 3 ,..., ou à /= 10, 20, 3 o,.... 
Nous nous contenterons ici de donner les valeurs qui répondent à / = 1 , 
et pour cela il suffira de se souvenir qu’on a déjà trouvé plus haut ( 52 ) 
pour t = i 

= o", 08797, Ui — — o", 562.19; 


d’où l’on lire 


(T = o", 08783, U = — o", 5622 I. 


De là il s’ensuit que, pour un certain nombre d’années i, à compter 
depuis le commencement de 1760, on aura, avec une exactitude suf- 
fisante, 

(T = 0", 08783/, ü = — o", 56221/; 


et ces valeurs serviront aussi pour les années qui précèdent 17G0, en 
faisant t négatif 

Au reste, comme les variations dont nous venons de parler ne dé- 
pendent que du déplacement de l’écliptique, il est clair que les décli- 
naisons des astres ne souffriront aucun changement; mais les ascen- 
sions droites seront toutes également diminuées de la quantité , ’ 

qui est le mouvement des points équinoxiaux en ascension droite ( 57 ). 
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DIÉMOIRE SUR U THÉORIE 

DES 

VARIATIONS DES ÉLÉMENTS DES PLANÈTES 

ET EN PARTlCt'LIEU 

DES VARIATIONS DES GRANDS AXES DE LEURS ORBITES 


(Mémoires de la première cLisse de ITnstitut de France, année 1808.) 


On entend, en Astronomie, par éléments d’une planète les quantités 
qui déterminent son orbite autour du Soleil, supposée elliptique, ainsi 
que le lieu de la planète dans un instant marqué, qu’on appelle Y époque. 
Ces quantités sont au nombre de cinq, dont deux, le grand axe ou la 
distance moyenne qui en est la moitié, et l’excentricité, déterminent la 
grandeur de l’ellipse dont le Soleil occupe l’un des foyers; les trois 
autres, la longitude de l’aphélie, celle des nœuds, et l’inclinaison, dé- 
terminent la position du grand axe sur le plan de l’ellipse et la position 
de ce plan sur un plan qu’on regarde comme fixe par rapport aux étoiles. 
Ces cinq quantités, jointes à l’époque, étant connues pour une planète, 
on peut trouver en tout temps son lieu dans le ciel par le moyen de ces 
deux lois, découvertes par Képler, que les aires décrites dans l’ellipse 
par le rayon vecteur croissent proportionnellement au temps, et que la 
durée de la révolution est proportionnelle à la racine carrée du cube du 
grand axe. Les Tables d’une planète, abstraction faite de scs perturba- (*) 
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(*) Lu, le aa août 1808, à l’Institut de France. 

VI. 
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lions, ne sont autre chose que des suites dç valeurs particulières ré- 
pondant à des intervalles de temps égaux, des fonctions du temps et des 
six éléments, par lesquelles la position de la planète est déterminée 
dans l’espace par rapport au Soleil. Ce n’est que par l’observation qu’on 
peut trouver les valeurs des éléments d’une planète, mais il faut beau- 
coup d’art pour les déduire des lieux observés; ce travail occupe les 
Astronomes depuis Képlcr; car, comme la précision des éléments dé- 
pend de celle des observations, de nouvelles observations plus exactes 
amènent toujours des corrections aux éléments qu’on avait déterminés. 

Lorsque, dans le siècle dernier, on entreprit d’appliquer le Calcul dif- 
férentiel à la solution des Problèmes que Newton avait résolus par des 
constructions linéaires, on reconnut que le mouvement d’une planète 
attirée par le Soleil en raison inverse du carré de la distance dépend de 
trois équations différentielles du second ordre, qui demandent par con- 
séquent six intégrations; ces intégrations introduisent cbacune dans le 
calcul une constante arbitraire; de sorte que la solution du Problème 
renferme en dernière analvse six constantes arbitraires : ce sont les élé- 

V 

ments mêmes de la planète, ou des fonctions de ces éléments. 

Mais les planètes ne sont pas seulement attirées par le Soleil, elles 
s’attirent encore mutuellement, et l’effet de cette action mutuelle est de 
déranger leur mouvement elliptique et d’y produire des inégalités qu’on 
nomme perturbations, dont le calcul est long et délicat, et fait depuis 
Newton l’objet des travaux des Géomètres qui s’occupent de la Théorie 
du Système du monde. En effet, les forces qui résultent de cette dernière 
attraction ajoutent aux équations différentielles de leurs mouvements 
des termes qui en rendent l’intégration impossible dans l’état actuel de 
l’Analyse, et qui forcent de recourir aux approximations. Heureusement 
ces termes sont très-petits vis-à-vis de ceux qui viennent de l’action di- 
recte du Soleil, parce qu’ils sont multipliés par les masses mêmes des 
planètes, ou plutôt par leur rapport à celle du Soleil; et, si l’on intègre 
les équations différentielles comme s’ils n’existaient pas, il arrive que 
les constantes arbitraires que l’intégration ajoute à chaque intégrale se 
trouvent augmentées d’une petite partie variable due à ces mêmes 
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termes, dont on ne peut, à la vérité, trouver la valeur finie et rigou- 
reuse, parce qu’elle dépend d’une intégration qui est impossible, en 
général, mais dont on peut avoir, par des approximations successives, 
la valeur aussi approchée qu’on voudra. Ainsi les éléments du mouve- 
ment elliptique, qui par l’action seule du Soleil sont constants, de- 
viennent sujets à de petites variations; et quoique, à la rigueur, le mou- 
vement ne soit plus elliptique, on peut néanmoins le regarder comme 
tel à chaque instant; l’ellipse variable devient alors osculatrice de la 
véritable orbite de la planète, comme on peut le conclure de la Théorie 
générale de l’osculation que j’ai exposée ailleurs (*), et qui est fondée 
sur la variation des constantes. C’est de cette manière que j’ai considéré 
et calculé les variations des éléments des planètes dans la Théorie de cos 
variations, que j’ai donnée dans les Mémoires de l’Académie de Berlin, 
années 1781, 1782 et suivantes (**). 

Mais les variations dont il s’agit sont de deux sortes : les unes ne sont 
composées que de termes périodiques dont la valeur dépend de la confi- 
guration des planètes, soit entre elles, soit a l’égard de leurs nœuds et 
de leurs aphélies, et redevient la même lorsque ces configurations re- 
prennent la même forme; les autres sont indépendantes des configura- 
tions des planètes et peuvent croître avec le temps, ou avoir aussi des 
périodes, mais extrêmement longues. 

On nomme les premières inégalités périodiques, et leur calcul n’a 
guère d’autre difficulté que la longueur jointe k l’attention qu’il faut 
avoir aux termes qui, quoique très-petits dans l’équation différentielle, 
peuvent augmenter beaucoup par l’intégration. On peut détacher ces 
inégalités des éléments; alors elles se simplifient en se fondant en- 
semble, et il en résulte des inégalités qui affectent immédiatement les 
lieux de la planète calculés dans l’ellipse : c’est pourquoi il est presque 
plus simple de déduire directement ces inégalités des équations diffé- 
rentielles par les méthodes ordinaires d’approximation. 

(* ) Voir les Mémoires de Berlin de 1779, p. i38, et la Théorie des Fonctions, Articles 1 1 3 
et suiv. [OEmres de Lagrange y t. IV, p. 583). 

(**) OEuvres de Lagrange y t. V, p. 125 et suijir. 


go* 
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Les inégalités de la seconde espèce sont nommées séculaires, et de- 
meurent attachées aux éléments qu’elles font varier à la longue et d’une 
manière insensible; on les appelle séculaires parce que ce n’est qu’au 
bout de quelques siècles que leur effet peut se manifester. 

L’observation a encore devancé sur ce point le calcul; car les Astro- 
nomes avaient reconnu l’existence de ces variations relativement aux 
excentricités, aux aphélies et aux nœuds, longtemps avant qu’on connût 
la Théorie de l’attraction universelle. 

Parmi les différentes inégalités séculaires, la plus importante est celle 
des grands axes des orbites, parce qu’elle affecte aussi la durée des ré- 
volutions, ou le moyen mouvement; car il arrive par l’effet de l’intégra- 
tion que, si le grand axe est sujet à une inégalité croissante comme le 
temps, le moyen mouvement en a une qui croît comme le carré du 
temps. 

Or la première approximation donne dans les autres éléments des 
termes proportionnels au temps; le grand axe seul en est exempt : c’est 
ce que M. de Laplace a reconnu le premier, par une analyse très-déli- 
cate, dans un Mémoire lu à l’Académie des Sciences en 1773; mais, 
comme dans ce résultat on n’avait tenu compte que des premières et 
des secondes dimensions des excentricités et des inclinaisons .supposées 
très-petites, il était important de voir ce que pourraient donner les 
termes qui contiendraient les autres dimensions de ces quantités. 

Dans un Mémoire lu à l’Académie de Berlin en 1776 (*), je considérai 
d’une manière directe les variations auxquelles peut être sujet le grand 
axe d’une planète par les forces perturbatrices provenant de l’action des 
autres planètes, et je réduisis ces variations à une formule générale et 
très-simple qui, ne dépendant que de la différentielle partielle d’une 
fonction finie relativement au mouvement moyen de la planète, fait voir 
tout de suite que le grand axe ne peut jamais contenir aucun terme pro- 
portionnel au temps, quelque loin qu’on continue l’approximation par 
rapport aux excentricités et aux inclinaisons des orbites, mais en s’arrê- 


{*) OEmres de Lagrange ^ t. IV, p. 255 . 



717 


DES ÉLÉSIENTS DES PLANÈTES, ETC. 

tant à la première approximation par rapport pux termes proportionnels 
aux masses des planètes. 

On n’avait pas été plus loin sur ce point; mais M. Poisson y a fait un 
pas de plus dans le Mémoire qu’il a lu il y a deux mois (’) à la Classe, 
sur les inégalités séculaires des moyens mouvements des planètes, et dont 
nous (**) avons fait le Rapport dans la dernière séance. Il a poussé l’ap- 
proximation de la même formule jusqu’aux termes affectés des carrés et 
des produits des masses, en ayant égard dans cette formule à la varia- 
tion des éléments que j’avais regardés comme constants dans la pre- 
mière approximation. En employant les méthodes et les formules con- 
nues pour la variation des éléments elliptiques, il a su donner aux 
termes qui forment la seconde approximation, et qui ne proviennent 
que des variations des éléments de la planète troublée, une disposition 
et une forme telles, qu’il est facile de prouver qu’aucun de ces termes, 
qui peuvent d’ailleurs être en nombre infini, ne peut jamais donner 
dans le grand axe des termes croissant comme le temps. A l’égard de 
ceux qui doivent provenir des variations des éléments des planètes per- 
turbatrices, ils échappent à son analyse : pour suppléer à ce défaut, il a 
recours à l’équation générale des forces vives sous la forme donnée par 
M. de Laplace dans le premier volume de sa Mécanique céleste, et il par- 
yienl d’une manière ingénieuse à faire voir que ces sortes de termes ne 
peuveilt non plus produire dans le grand axe des variations proportion- 
nelles au temps. 

Cette découverte de M. Poisson a réveillé mon attention sur un objet 
qui m’avait autrefois beaucoup occupé, et que j’avais ensuite totalement 
perdu de vue. Il me parut que le résultat qu’il venait de trouver par le 
moyen des formules qui représentent le mouvement elliptique était un 
résultat analytique dépendant de la forme des équations différentielles 
et des conditions de la variabilité des constantes, et qu’on devait y arri- 
ver par la seule force de l’Analyse, sans connaître les expressions parti- 
culières des quantités relatives à l’orbite elliptique. 

(*) Le 20 juin 1808. 

(**) MM. de Laplace, Biot et moi. 
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En effet, en considérant sous un nouveau point de vue la variation des 
constantes arbitraires qui naîtraient de l’intégration des équations diffé- 
rentielles lorsqu’on n’y tient compte que de l’action du Soleil et qu’on 
néglige celle des planètes perturbatrices, j’ai obtenu des formules qui 
donnent les différentielles de ces variations sous une forme plus simple 
que celle des formules connues jusqu’à présent, parce qu’elles ont 
l’avantage de ne contenir que les différences partielles d’une même 
fonction du temps et des constantes arbitraires, prises par rapport à 
chacune de ces constantes, et multipliées par de simples fonctions de 
ces constantes; de sorte que la fonction dont il s’agit étant développée, 
comme elle peut toujours l’être, tant que l’orbite est elliptique, en une 
série de sinus et cosinus d’angles proportionnels au temps, le terme 
indépendant du temps donnera sur-le-champ les équations des variations 
séculaires aussi exactes qu’on voudra par rapport aux puissances et aux 
produits des excentricités et des inclinaisons, au lieu que jusqu’ici elles 
étaient bornées aux premières dimensions de ces éléments. Ces formules 
ont de plus l’avantage que, étant appliquées aux variations du grand 
axe, on en voit naître tout de suite des expressions analogues à celles 
auxquelles M. Poisson n’est parvenu que par des réductions heureuses 
des formules déduites de la considération du mouvement elliptique. 

De cette manière on démontre dans toute la généralité possible., 
et quelle que soit l’inclinaispn de l’orbite primitive sur le plan fixe, 
que la variation du grand axe ne peut contenir aucun terme non pé- 
riodique ni dans la première ni dans la seconde approximation, du 
moins en tant qu’on n’a égard dans celle-ci qu’aux variations des élé- 
ments de l’orbite troublée. Ce qui empêche que la même Analyse ne 
s’étende également aux termes provenant des variations des éléments 
des planètes perturbatrices, c’est que la fonction, dont la différence 
partielle relative aux coordonnées de l’orbite troublée donne la varia- 
tion du grand axe, n’est pas la même pour les planètes perturbatrices, 
parce qu’elle n’est pas symétrique par rapport aux coordonnées de 
toutes les planètes; c’est aussi ce qui a lieu dans l’Analyse de M. Pois- 
son, qui dépend de la même fonction. 



719 


DES ÉLÉMENTS DES PLANÈTES, ETC. 

Mais en rapportant les planètes, non au centre du Soleil, mais au 
centre commun de gravité du Soleil et des planètes autour duquel leur 
mouvement est presque plus régulier qu’autour du Soleil, j’obtiens des 
équations diflerentielles semblables, dans lesquelles la fonction dont il 
s’agit est symétrique, et .demeure par conséquent la même pour toutes 
les planètes; alors le calcul devient uniforme et général, et n’est plus 
sujet à aucune exception. On a de cette manière les variations des élé- 
ments de chacune des orbites rapportées au centre commun de gravité, 
et l’on démontre par une même Analyse que le grand axe de chacune 
de ces orbites ne peut avoir dans les deux premières approximations 
aucune inégalité croissant comme le temps. Or il est facile de passer du 
mouvement autour du centre de gravité au mouvement autour du Soleil, 
et, en regardant celui-ci comme elliptique, ori trouve facilement, par la 
Théorie des osculations, les expressions variables des éléments. Par ce 
moyen je démontre la proposition générale de la non-existence des iné- 
galités proportionnelles au temps dans les grands axes des planètes rap- 
portées au Soleil. 

L’objet de ce Mémoire est d’exposer les nouvelles formules que j’ai 
trouvées pour les variations des éléments des planètes, ainsi que leur 
application aux variations des grands axes, et de développer surtout 
l’Analyse qui m’y a conduit, et qui me parait mériter l’attention des 
Géomètres par son uniformité et par sa généralité, puisqu’elle est indé- 
pendante de la considération des orbites elliptiques, et qu’elle peut 
s’appliquer avec le même succès à toute autre hypothèse de gravitation 
dans laquelle les orbites ne seraient plus des sections coniques. 

Ayant montré à M. de Laplace mes formules et mon Analyse, il me 
montra de son côté en même temps des formules analogues qui donnent 
les variations des éléments elliptiques par les différences partielles d’une 
même fonction, relatives à ces éléments. J’ignore comment il y est par- 
venu; mais je présume qu’il les a trouvées par une combinaison adroite 
des formules qu’il avait données dans la Mécanique céleste (*). Ainsi son 

(*) Depuis la lecture de ce Mémoire, M. de Laplace a publié ses formules dans un Supplé- 
ment à la Mécanique céleste. 
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travail et le mien, conduisant au même but par des chemins différents, 
peuvent servir également à l’avancement de l’Analyse et de l’Astronomie 
physique. 

Formules générales pour la variation des éléments des planètes. 

S . Je prends la masse du Soleil pour l’unité, et je désigne par m, m', 
m",... les masses des différentes planètes. Ces quantités seront des frac- 
tions très-petites, et l’on pourra distinguer en différents ordres de peti- 
tesses les termes qui contiendront ces quantités à la première, ou à la 
deuxième, ou à la troisième,... dimension. 

Je rapporte d’abord le mouvement des planètes au centre du Soleil 
par les coordonnées rectangles x,y, z pour la planète /n; x',y', z' pour 
la planète m'; x",y", z" pour la planète m", etc., et je fais, pour abréger, 

r r-- -H 7 ' 3% 

/■' cj: - 1-7'' 

7 "M- 



xx' -f - zz 


f m 


- X'y + {y— y'Y+{z-~ z'f 
\_^[X -x"f + [y— y" f 


xx" -h yr" -i- zz" 


'■-hlz — z 


"J 

] 


J’ai pour la planète m les équations suivantes, dans lesquelles t est le 
temps et où di est constant, 

- d^x \ -¥- m _ dil 
dl‘ * r’ ^ dx^ 

dù 
dy ’ 

dQ. 

~dz 


d^ y I m 
(l^z i -h m 

dû ^ T’” “ 
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Car, si l’on forme les différences partielles de la fonction (2 suivant les 
variables x, y, z, on a les expressions des forces dues à l’attraction des 
planètes m', m",,.., décomposées suivant les coordonnées x,y, z. 

On aura de pareilles équations pour la planète m', en changeant m 
enm', etx,y, z en x',y’, z', et réciproquement; mais alors la fonction ü 
changera, et pourra être désignée par O'; et ainsi pour les autres pla- 
nètes. Je crois avoir employé le premier les équations des planètes sous 
cette forme très-simple, qui est maintenant généralement adoptée. 


2. Comme l’effet de l’action des planètes perturbatrices est contenu 
dans la fonction O, en rejetant les termes qui en dépendent, on a, pour 
le mouvement de la planète m, en tant qu’elle n’est attirée que par le 
Soleil, les trois équations 


d^x 

dF 





O, 


d^y 

TïF 


I -!- m 


O» 


d^z 

7t^ 


I -t- m 

z ~~ O. 

/••* 


Les intégrales de ces équations sont assez connues, et donnent une 
ellipse décrite suivant les lois de Képler; mais nous n’en avons pas 
besoin ici, et il suffit pour notre objet de faire les remarques suivantes : 

i" Que les valeurs des coordonnées sont des fonctions du temps et 
des six constantes arbitraires introduites par les six intégrations, et que 
nous désignerons par a, b, c,f, g, h. Elles déterminent la grandeur et 
la position de l’ellipse sur le plan de projection, ainsi que le lieu de la 
planète dans un instant donné, et on les nomme en Astronomie éléments 
de la planète ; 

2 ® Que, si l’on dénote par 2 a le grand axe de l’orbite elliptique de la 
planète m, en sorte que a soit la distance moyenne, son mouvement 
moyen, qui est proportionnel au temps, sera exprimé par nt, en faisant 


VI. 


9‘ 
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et que les coordonnées <r, y, z pourront être exprimées en , séries de 
sinus et cosinus d’angles multiples de nt, dont les coefficients seront des 
fonctions données des éléments a, b,.... 


3 . Considérons maintenant les perturbations dues à l’action des autres 
planètes, qui introduit dans les équations les termes dépendant de la 
fonction ù. Pour avoir égard à ces termes, la méthode la plus simple 
est celle* de la variation des constantes arbitraires que j’ai employée de- 
puis longtemps; suivant les principes de cette méthode, que j’ai exposée 
d’une manière générale dans les Mémoires de l’Académie de Berlin de 
1775, page i9o(*), comme les équations différentielles auxquelles il 
s’agit de satisfaire sont du second ordre, on conservera les expressions 
elliptiques des coordonnées x, y, a, ainsi que celles des différentielles 


dx d\* dz 

—5 ~di^ y regardant les constantes a, b, c,... comme va- 

riables, et l’on vérifiera les équations par la variation de ces constantes 
dans les différentielles secondes. 

Désignons pour un moment par la caractéristique d les différentielles 
provenant de fa variation des constantes, tandis que la caractéristique 
ordinaire d se rapporte à la variation de t. La différence première de x 
aura pour valeur complète, en faisant tout varier, -4- donc, sup- 
posant ^x = o, elle sera simplement dx-, ainsi la valeur complète de la 
différence seconde de x sera ddx ùdx-, mais la partie ddx satisfait 


r/ü 


à l’équation en x sans le terme qui en forme le second membre , 


quelles que soient les valeurs des constantes, puisque l’équation se vé- 
rifie identiquement; donc l’autre partie doit vérifier le reste de l’équa- 
tion. Ainsi l’on aura 

^dx ^ dQ, 
dt^ ~~ dx ’ 


de sorte que, relativement à l’équation en x, on aura par la variation 


{*) OEuvres de Lagrange, t. IV, p. iSg et suiv. 
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des constantes arbitraires les deux équations 


èdx 

dx 


On aura de même, relativement à l’équation en j, les deux équations 

> à dr dil 

et, relativement à Téquation en 5, les deux équations 

. ô <lz dQ, 

OZ -O - - — 

dt^ dz 

Ainsi Ton aura en tout six équations différentielles du premier ordre 
entre les six constantes arbitraires a, 6 , e,/, g, h, devenues variables. 

Maintenant, coinine æ, y, 2 sont des fonctions supposées connues de 
t, a, b, c,,.., il est facile de voir que Ton a 


. dx , dx ,, 
dx =z - - da - 4 - . do 

da db 


dx , dx dx J dx ,, 

de H- -n: df y df^ -+* -.J- dhy 

dj dg ^ dh 


de 


dx 


et, comme dx^ ~ dt, on aura pareillement 


ddx d'^x , d^x J, d^x , d^x d^x , d^x 

^ — — — — -- dd — 77 db -f- ~rr de -f- dt -f- ' j :rj dg ~ fT ii' dh y 

dt dtda dtdb dtde dtdj dtdg ^ ^ dtdh 


ainsi les deux équations ^x r- o et 


donneront ces deux-ci 
dt 


dx , dx y, dx J dx 

-7- da -h ,7 db -f- -J- de 1- -7;.- df - 

da db de dj 


dx , dx J, 

r- dg H- -ff dh ^-=z O, 
dg ^ di 


d^x J 


d^x J, d^x , 
dtdb ^ dtdc ^ 


d^x d^x 

dtdf dtdg 


d^x ,, 
dïdTi 


dû 

dx 


dt, 


et l’on aura de pareilles équations en y et en z, en changeant seulement 
a: en J et en z. 

Ces six équations donneront les six difiërentielles da, db,... par l’éli- 
mination ordinaire; mais on aurait de cette manière des formules très- 

9 >- 
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compliquées. Heureusement j’ai trouvé une combinaison de ces équa- 
tions qui conduit à des résultats simples et très-remarquables, et que Je 
vais exposer. 




A. Je retranche la première équation multipliée par de la seconde 


dx 


multipliée par j’ai 


dx 
dx da 


dt \db -f' B de -f- Cdf 4- Ed/i, 


en faisant, pour abréger, 

^ dx d^x dx d^x 

da dtdb db dtda^ 

JJ dx d?x dx iPx 

da dldc de dida^ 


^ _ dx d^x dx d-x 

da dldf df dtda^ 

JJ dx d^x dx d^x 

da cltdg dg dtda^ 


dx d'X dx d^x 
da dtd/i dh dtda 


Mais, pour mieux conserver la signification de ces formules, nous 
emploierons à la place des lettres A, B, C,,.. les symboles [æ, a, 6), 
[x, a, c), [xy ; ainsi l’expression 

dx d^x dx d^x 
db dtda da dtdb 


sera représentée par [x^ 6, a), parce qu’elle ne diffère de celle de A que 
par l’échange des lettres a, b; et, comme elle est égale à — A, il s’en- 
suit que l’on aura 

{Xj by a) — {Xy a, b). 

Donc, en général, l’échange des lettres qui suivent la lettre x ne fera 
que rendre la quantité négative; et l’on voit aussi que (a?, a, a) = o. 
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De cette manière j’aurai 


dQ. dx 




Les mêmes équations étant multipliées, la seconde par et la pre 


3C 

p^** dCdb' 


et ensuite retranchées l’iine de l’autre, donneront 


dx db ~ <•■) + (•^» ‘if é. g') </g (•^. é, A) f/A, 

équation qu’on peut déduire immédiatement de la précédente par l’é- 
change des lettres a et 6 entre elles, et en se souvenant que 

{x, b, a) — {x, a, b). 


Par le même procédé, mais prenant 


tlx oc * 

~dc ~(Udc •’^u^PipP'^^^teurs, 


on aura 


du dx 
dx de 


dt — — {x, a, (?) da — {x, b, c) db -h [x, c,f) df [x, c, f;) dg 4- {x, 


c, h) dh. 


ce qui se déduit aussi de la première en y changeant a en c et c en a. 

Continuant ainsi, on aura encore trois autres équations qu’on pourra 
déduire successivement de la première, en y échangeant a en /, en g, 
en h, et vice versâ. 


dLl dx 

Ih: If 


dt 


— {x, a,f] da - (x, b,f) db - [x, c,f) de {x,f, g) dg+ (x,f, h)dh. 


diï dx . 
dxd^ 


— {x, a, g) da - [x, b, g) db - (.r, c, g) de - {x,f, g) df -i 


{x, g,h)dh. 


dQ dx 
dx dh 


— {x, a, h) da — [x, b, h) db — {x, c, h) de — {x, f, h) df — {x, g, /i)dg. 


On aura de pareilles équations pour les valeurs ^ ^ 

et pour cela il ne faudra que changer dans les précédentes a? en et l’on 
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dQ. dz dQ. dz 
dz da’ dz db’ ’ 

changeant simplement a? en z dans celles qu’on vient de trouver. 


en aura encore de pareilles pour les valeurs de 


cIQê dx (IQt (iy* 

Maintenant, si l’on ajoute ensemble les valeurs de j — 7-5 

* dx da dy da 


r/ü dz 


'dz 'd7C rappelle que il n’est fonction que de a;, y, z, x', f, 

z' et que les constantes a, h, c,f, g, h ne sont contenues que dans 

X, y, z, il est visible qu’on aura 


dQ, dx dQ dy dQ dz dQ 
dx da dy da ' dz da da ’ 


et par conséquent 

^ 

-t- [(a:, a, c) -t- {y, a, c) + {z, a, c)] de 

[{X, a, f) 4- {y, a, f) -!- (z, a, /)] df 

[(■^. «. g) +- ir> g) (2, <i> g-)] dg 

-I- [(.r, a, h) -f- {y, a, h) + (z, a, /t)] dfi. 


5. Pour avoir les valeurs des coefficients de db, de, df,... dans cette 
équation, il faudrait substituer dans les expressions de [x, a, b), 
{y,a,b), {z,a,b), (a;, a, c),... les valeurs elliptiques de a?, j, z en / 
et a, b, c,f, g, h, et exécuter les différentiations partielles relatives à 
ces quantités; et il est facile de voir qu’on aura pour les coefficients 
dont il s’agit les mêmes fonctions des quantités t, a, b, c, f, g, h, soit 
que les six dernières soient supposées variables ou constantes. En les 
supposant constantes, les valeurs de x, y, z satisfont aux équations 
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quelles que soient ces constantes, puisqu’elles sont arbitraires. Donc les 
mêmes équations seront encore satisfaites si l’en donne à une de ces 
constantes, comme a, l’accroissement infiniment petit et constant àa. 
Or il est clair que les accroissements correspondants de iv,y, z seront 


(ta •' (la 


(Iz 

(in 


èa, 


et ces valeurs devront par conséquent satisfaire aux équations précé- 
dentes différentiées suivant la caractéristique 5. Pour simplifier ces dif- 
férentiations, je mets les équations dont il s’agit sous cette forme plus 
simple et équivalente 


(l^X , , /• 

7/7^ : ' "'^77 


. ( 1 - 
d^Y / , s c 

s? 

d- 

dp ' dz 


et, dilférentiant suivant â, j’ai, à cause que les caractéristiques d et ü 
sont censées indépendantes entre elles, et que par conséquent o<P est 
la même chose que d. 


d‘ àx 

~(W 

'dP~ 

(Pàz , ,1 


(l H* m)\ 


(1^- 


d'-- 


d^^ 

r 

§x 

/• 

dxdy 

aj-i 

r 

dxdz 





d^- 

r 

dxdy 

dx 

r 

dr 

J. 

r 

dydz 

d^- 


(p~ 


d^- 

V 

dxdz 

dx 4 - 

r 

dydz 

Ô /4 

r 

dz^ 


oz h 


oz h 


et ces équations seront satisfaites également par les valeurs 
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et par celles-ci 


ou par 


âa:-- 


db 


$b, Sr=-^àb, dz 


dz 

db 


Sb, 


= ôz=:^âc, 


et ainsi de suite, en prenant pour §a, 5d, de,... des constantes infini- 
ment petites. 

Substituons les deux premiers systèmes de valeurs de dû;, dy, dz dans 
la première équation; elle donnera, en divisant par et db. 


(Px 

dt^da 


f/^r 

dPdb 


(l -h m)\ 


r dx r d y 
^dx^ da dxdy da dxdz da^ 

I 



d^- , d^- . 

, r dx r dy 

" * db dxdy db ^ dxdz db ^ 


dz 


* dx 

Soustrayons la première multipliée par de la seconde multipliée 
d X 

par on aura 


dx d\x dx d^x 


da dVdb db dlhia 


— I- 


m 


d^- 

r 

_^dxd 


r Idx dy dx dy 
dxdy\da db db da 


r fdx dz 


dx dz 

dxdz\da db db da 


Les mêmes systèmes de valeurs de cîy, étant substitués dans la 
seconde équation, il en résultera deux autres, dont la première, multi- 


(iv* 

pliée par ^ et retranchée de la seconde multipliée par — v^donnera 


L dil d'il 

r f dx dy dx dy\ r / dy dz dy dz\ 

dxdy \ db da da db dydz \(/a db db da) 

Enfin la troisième équation, traitée de la même manière, donnera 
celle-ci 

dz d^z ^ dz d^ Z _ | ^ Idx dz dx dz\ ^ r (dy dz dy 

da dPdb db dPda ^'^^^Y^xdz \db da da db) dydz da lia db] 
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Qu’on ajoute maintenant ces trois équationstfensemble , le second 
membre s’évanouit, et l’on a simplement 

dx d^x d^x ^ dy d^y dy d^y ^ dz d^z dz d'z 

da dPdb db dt'da da dt^db db doda da dt^db db dt'da 

Comme il n’y a proprement qne le t de variable dans cette équation, 
elle est évidemment intégrable, et son intégrale est 

dx dx d'^x ^ dy d\r dy d^y dz d^z dz d^z ^ 

da dtdb db dtda da dtdb db dtda da dtdb ~ M dtda ~ ’ 


K étant une constante qui pourra être fonction des constantes a, h, c, 

/. h. 

Or il est visible que le premier membre de cette équation n’est autre 
chose que ce que nous avons représenté par 

{x, a, b) + (7, a, b) -4- (a, a, b)\ 


ainsi la valeur de cette expression qui forme le coelficient de db, dans 
la valeur de ^ dt donnée ci-dessus (4), sera indépendante de t et ne 


sera que fonction des six éléments a, b, c,f, g, h\ et, pour avoir cette 
fonction, il n’y aura qu’à rejeter tous les termes dépendants de t dans 


l’expression dont il s’agit, après la substitution des valeurs de 


dx d^x 
dtda' 


déduites des valeurs elliptiques de x,y, z. 

On trouvera par une analyse semblable, en faisant varier successive- 
ment les autres constantes c,/, g, h des différences infiniment petites et 
constantes ôc, et employant des réductions analogues, que la 

valeur de l'expression 


{x, a, c) + {y, a, c) -1- (a, a, c) 


sera indépendante de t, ainsi que celle des autres expressions analogues 
.qui forment les coefficients àe de, d/,... dans la valeur de ^ dt. 

9 ^- 


VI. 
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6. Dénotons par les^lymboles (a, b), (a, c), [a, /),... les valeurs des 
<!X pressions 

dx d'‘x dy d^y dz d'z dx d^x dy d^y dz d‘'z 

da dtdb da dtdb da dtdh db' dtda db dlda db dtda 

tlx d‘x dy d^y dz d’z dx d’x dy d‘‘y dz d^z 

da dldc da dldc da dldc de- dtda de dlda de dtda' ’ 

dx d'‘x dy d^y dz d^z dx d^x dy d’y dz d’z 

da dldf'^ (la dtdf ^ da dtdf df dtda df dtda df dlda' 


lorsqu’on y fait disparaître tous les termes qui contiennent /, après les 
substitutions des dilférences partielles des valeurs de x, y, z\ on aura 
celte formule très-remarquable 

Æ ~ 

Hii procédant de la même manière, après avoir ajouté ensemble les 
Irois (|uantités 

dQ. dx , dû dy . dû dz , 

Jx db d^ îb Ih db " ’ 


dont la somme est égale à et fait des opérations analogues, on 

aura la formule 

“ dt -zx — [a, b) da -y {b, e) de -t- {b, f] df 4- {h, g) dg + [b, h) d/i, 

<lans laquelle les symboles {b,c), {b,/), {b, g),... dénotât les valeurs 
des expressions 


dx 

d^x 

dy 

dy , 

dz 

d’z 

dx 

d’x 

dy 

d’y 

dz 

d"z 

dh 

dldc 

dh 

dtde 

db 

dtde 

de 

dtdb 

de 

dtdb 

de 

dtdb' 

dx 

d^x 

dy 

d^y 

dz 

d'z 

dx 

d}x 

dy 

d’y 

dz 

d’z 

db 

dtdf 

db 

d ïdf 

db 

dtdf 

~W 

dtdb 

"t 

dtdb 

~W 

dtdb' 

dx 

d’x 

1 

dy 

dy- ^ 

dz 

d’z 

dx 

d’x 

dy 

d’y 

dz 

d’z 

db 

dt dg 

db 

dtdg 

db 

dtdg 

~ ^ 

dtdb 

~ dg 

dtdb 

dg 

dtdb' 


lorsqu’on en fait disparaître le temps t après les substitutions. 
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Et l’on voit que cette formule peut se déduire^le la précédente en y 
changeant entre elles les quantités a et h, et observant que 

{b,a)— — {rt, b), 

comme cela se voit par les valeurs des symboles (a, h) et {b, a); et cela 
a lieu, en général, pour tous ces symboles. 

On aura donc ainsi les quatre formules correspondantes 

{a, c)da — [b, c) db 4- [c, f] df -i- ( c, g) dg h- (c, h) dh, 

{a, f) da — {b, f) db — (c, f) de -f- ( /, g) dg ■+- (/, h) dh, 

{a,g)da— b, g)db — { c, g) de — (/, g) df 4- [g, h) dh, 

[a, h) da — [b, h) dh — (c, h) de — ( f, h) df — {g, h) dg. 



7. Il est bien remarquable que les difierences partielles de la fonc- 
tion O, relatives aux constantes arbitraires, puissent s’exprimer ainsi 
par des fonctions dilTérentielles de ces mêmes constantes sans que le 
temps ty entre. Il s’ensuit qu’on pourra également exprimer les diffé- 


renlielles 


da dh de 
dt’ dt^ dt' 


• par les différences partielles de la fonction 


relatives aux éléments a, h, c,..., multipliées par de simples fonctions 
de ces quantités sans t-, car il n’y aura qu’a déduire les valeurs de ces 
différentielles des six équations préccdenles par les méthodes ordinaires 
de l’élimination, et il est visible qu’elles seront toutes de la forme 


. dil _ dH dû dû ,, dû -, dû 

* s + “ 5Î 3c + 3? + ^ ” rfï 


dans laquelle les coefficients A, B, C, F,... ne seront donnés que par les 
coefficients {a, b), {a, c), {b, c),..., et ne seront par conséquent que de 
simples fonctions des éléments sans t; ce qui fournit un Théorème très- 
important et très-utile dans la Théorie des perturbations des planètes. 

92. 
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Il est bon de remai^uer encore que la même analyse servirait égale- 
ment si l’attraction, au lieu d’agir en raison inverse du carré des di- 
stances, suivait la loi d’une autre fonction quelconque de la distance. Car 
soit, en général, r la distance, et supposons que l’attraction, au lieu 

d’être proportionnelle à soit proportionnelle à 9 (r ; il n’y aura qu’à 

Illettré dans les équations différentielles les termes ^ sous la 

forme 

dl d- d- 

r r r 

dx ’ dj' ’ dz ’ 


et remplacer ensuite ^ par — j(^{r)dr. De môme, dans la fonction ü, il 
faudra mettre 


dj(f(r’)dr' d f(f{r' }dr' dfcf>{r']dr' 
dx' ’ d/' ’ dz' 


x' 

à la place de 
pour abréger, 


~ I ?(p')^p' ^ I® en supposant, 


çi'z=yj[x — x')’ {f — x'Y + {z — z'V, 


et ainsi pour les quantités affectées de deux traits 

Enfin, si l’on voulait aussi avoir égard à la figure des planètes 
perturbatrices, il n’y aurait qu’à substituer pour la planète m', à la 

place de m' J (p{r')dr', m' j* f{p')dp', les quantités ^dm'J' f{r')dr', 

^dm' l'(p{p')dp', en supposant que les rayons r', p' soient dirigés à 

chaque élément dm' de la planète m', et que l’intégrale dénotée par la 

caractéristique ^ soit prise pour toute la masse m', en ne faisant varier 

que les coordonnées qui déterminent la position de dm' relativement au 
centre de la planète, et regardant comme constantes les coordonnées ce’, 
y, z' de ce centre ; et ainsi pour les autres planètes. Cela suit du Théorème 
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que j’ai donné en 1 774» dans l’Article XII de la Pièce Sur l’équation sécu- 
laire de la Lune. [Voyez le tome VII des Savants étrangers (*)] . 


8. Nous venons de montrer comment on peut obtenir les valeurs des 
différentielles de tous les éléments par les différences partielles de la 
fonction Q. relatives à ces éléments. Mais, pour le grand axe, j’ai trouvé, 
il y a longtemps, que sa différentielle peut s’exprimer par la différence 
partielle de Ü relative au temps t, en tant qu’il entre dans les valeurs 
elliptiques de cv, y, z. On parvient à ce résultat par la considération 
suivante. 

Soit — O une des intégrales des trois équations en x, y, z dans les 
cas où les termes dépendant de O sont nuis; la quantité O sera fonction 
dcc d'y* dz 

de X, y, z, ^5 -^5 -^5 et de a, ou de quelques-unes de ees 


quantités seulement. En regardant a, 6 , c,... comme constantes, l’écjua- 
tion = O devient identique par la substitution des valeurs de x, y, z 
en t et en a, b, c,...; mais en les regardant comme variables et dénotant 
par la caractéristique $ les différentielles relatives a ces variables, tandis 
que la caractéristique ordinaire d se rapporte à la variable t, la différen- 
tiation complète de donnera l’équation + 5 d> = o; et comme d*\} 
est identiquement nul par l’hypothèse, on aura simplement $<!)=: o. 
Or il est facile de voir que l’on a 


, . . rf<I) , 

= -T- àx -f- -7- or 

dx dy 


d^ 

dz 


àz 


è dx 


.dx dt 

•‘lïï 


d*P $dr èdz 

. dz dt 


,dr dt 

d-r- 

dt 


dt 


da 


da 


db 


db 


de 


de 


Mais on a vu au commencement ( 3 ) que les conditions de la variation 
des éléments sont 


àx = O, 


bdx _ d^ 
dt ~ dx 


èy=o. 


èdr 

dt 



(ÎZ = ü, 


èdz dià 

dt dz 


(*) OEuvres de Lagrange, t. VI, p. 348. 
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donc on aura l’équation 


/ d<i> dû d<^ dü rf<t> dH \ , rfO , </(t> ,, 

7, te rfT V rfî ® 

r* '^57 ‘'37 / 


Il s’ensuit de là que, si la fonction 4» ne contient qu’une seule des 
constantes arbitraires a, b,.,., on aura sur-le-champ par cette équation 
la valeur de sa différentielle dégagée de toutes les autres. 

Ainsi, en prenant l’intégrale connue 


d.z- 4 - dy^ ■+■ dz^ 
idl^ 


— i I -4- /« 




O, 


laquelle résulte immédiatement dos trois équations fondamentales 


d^x 

"iW 






4- 


d^ Z 


In ^ 


I 4- ni 

— r~ 


I 4- ni ^ 


I + ni 

Z — O, 

/.J 


multipliées respectivement par dà?, dy, dz, et ensuite ajoutées ensemhie, 
et dans laquelle on démontre facilement que la constante arbitraire ia 
représente le grand axe de l’ellipse, la formule précédente donne tout 
de suite 


dx 


dx 


dy 


dy 


(lü 

dz 


dz 


\ -i-m)d — = O ; 
2a 


et, comme ici les différentielles dx, dy, dz se rapportent uniquement 
à t, il est clair que cette équation peut être représentée plus simple- 
ment par 

dü , , , J I 

— r ndt -h (i -h m)d — = o, 
ndt ' ia 


da = 


2 a* dü 

I 4- /« ndt 


n dt. 


de sorte qu’on aura 
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J’écris ndt dans la différentiation partielle de O pour qu’on ne fasse 
varier le t qu’aulant qu’il sera contenu dans a?, y, z, où il est multiplié 
par n. 

Telles sont les formules les plus simples pour la variation des élé- 
ments des planètes. Nous allons les employer d’abord pour la variation 
du grand axe. 

V/VRIATION DU C.RAND AXK. 


Première approximation. 


9. La variation du grand axe aa est la plus importante, parce <(U(! 

celle du moyen mouvement ni en dépend à cause de n = 1*^ 

point principal est de déterminer si la différentielle da peut contenir un 
terme constant, tel (|ue K<//; car ce terme donnerait K/ dans l’expression 
de a : d’où résulterait un terme proportionnel à P dans celle du mouve- 
ment moyen, lequel donnerait une équation séculaire croissant comme 
le carré du temps. 

Comme les variations des éléments dépendent toutes des différentielles 
partielles de la quantité qui est une fonction algébrique des coordon- 
nées a;, J, Z, x', y, z' , x", y, z",... des planiites m, m', m",..., il faut 
commencer par substituer, ou du moins supposer qu’on ait substitué 
dans cette fonction les valeurs elliptiques connues de ces coordonnées, 
lesquelles sont fonctions de sinn/, cos«/ et des éléments a, b, c, f, g, h 
pour la planète m, et fonctions semblables de sinn'L cosn'/ et des élé- 


ments a', b\ c' , , g', h' pour la planète m', en faisant n’= y — âs~' 

et ainsi pour les autres planètes. 

De cette manière la quantité ii deviendra fonction de sin/i/, cosnî, 
sinn'/, cosn't,..., et de a, b, c,f, g, h, a', b', c'./', g', h',...; et, comme 
les valeurs des coordonnées peuvent être réduites en séries de sinus et 
cosinus d’angles multiples de ni, ou n't, ou n"t,..., il est facile de voir 
que la fonction £2 pourra être réduite en une série de sinus ou cosinus 
d’angles tels que int ■+■ i ni -l- en dénotant par t, i, i",... des 
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nombres entiers; ces sinus ou cosinus ayant pour coefficients des fonc- 
tions des éléments a, b, c,/, g, h, a’, b', c',.... 

La première approximation consiste à regarder dans la fonction O 
tous ces éléments comme constants; alors un terme quelconque de cette 
fonction sera de la forme 


/ X ( int + i' n' t + i" n" t . \ 1 
cos \ / 

le coefficient / étant une quantité constante, 

(]omme dans la différence partielle il ne faut différenlier que par 

rapport au terme nt, où t est affecté de n, on voit que le terme dont il 
s’agit donnera dans la valeur de da le terme 


•h a' lin 

— ^ X 

o.-\- m 


4- COS 
— sin 


int -t- 


i'n't + i"n''t + . 



et par conséquent dans la valeur de a le terme 


2 in a? / 

1 1 -t- m ) ( m 4-" i' n' 4- i" n" 4 - . . . ) 


x^ln 

cos 


^int 4- i'n' t 4- i"n''t 4- . 



d’où l’on voit qu’il ne peut jamais en résulter des termes proportionnels 
à /, à moins que l’on ait 

m 4- i’ n' ■+■ i" n" — o, 

ce qui est à peu près impossible, vu l’incommensurabilité des coeffi- 
cients n, n', n",..., dans notre Système planétaire. 

C’est ainsi que j’avais démontré, dans mon Mémoire de 1776, ce ' 
Théorème important, que les grands axes des planètes ne peuvent être 
sujets qu’à des variations périodiques, et non à des variations croissant 
comme le temps (*). Mais ce Théorème ne pouvait encore être regardé 
homme exact qu’en se bornant à la première approximation, dans la- 
quelle on fait abstraction des perturbations qui font varier tous les élé- 
ments a, b, c,f, g, h, a', b', c’,.... 


{*} OEuifres de Lagrange y t. IV, p. 255 . 
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l'il 


Seconde approximation. 


10. Dans cette seconde approximation, nous aurons égard à la va- 
riation des éléments qui entrent dans la fonction Ll; et, comme ces 
variations sont fort petites parce qu’elles dépendent elles-mêmes des 
différences partielles des fonctions D, D',..., dont tous les termes sont 
multipliés parles masses m, wi', m",..., qui sont des fractions très-petites, 
on simplifiera le calcul en décomposant chaque élément en une partie 
constante et une partie variable trè.s-pelite, qu’on pourra dénoter par la 
caractéristique A, et traiter comme on traite toutes les différences finies. 


De cette manière les éléments a, a', a",..., b, b', c, <?', c",... <le- 

viendront a -+- Aa, fl'-f- Aa', a"-+- Aa",..., b ■+■ àb, b'-+- A6', b"-i- A//,.. . , 
c-i- Ac,c'-t- Ac', c"-H Ac",..., où a, a', a",..., b, b', b",...,c, seront 


dorénavant des quantités constantes, et Aa, Aa', Aa",..., A/>, A^>', àb",... 
seront les .seules variables; par conséquent les différentielles des élé- 
ments da, da!, da",..., db, db', db\... deviendront simplement c/Aa. 
rfAa', dla^a:',..., d^b, da^b', dàb'\.... 

En faisant ces substitutions, et développant ensuite par la méthode 
connue suivant les puissances et les produits des différences Aa, Aa', 
A6, a 6',..., la fonction ii deviendra ii-i- AD-f- {-A^ii-f-..., et l’on aura 


AO A 

Ai2 — -7— Aa 
(la 


dÙ </i2 . dû f 


dil . 

Ai;' 

dg ^ 


dü. 


da' 


J Aa'- 


du 

db' 


dû 

d/l 

dü 


Ml 


... dü . , dü dü . , .1, 

A4- + AC + y Af + + SF " 


A»li=: 


d^ü 

da‘ 


Aa’’ -I- 2 


d^Ü 

dadb 


Aa A6 -1- 2 


dade 


Aa Ac . 


et la formule de la variation du grand axe deviendra 

,, 'i[a Aay ( dü ^ dAÜ , i dA^Ü , 
dAa— ndt a ndt 
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Dans oes formules la fonction ù et ses différences partielles'ne con- 
tiendront plus que t de variable, et les différences partielles relatives à t 
ne devront être prises qu’en faisant varier dans O le f qui est affecté du 
(ioefficient n. 


Le premier terme est celui que nous avons considéré dans la pre- 
mière approximation. Dans celle-ci nous allons considérer le terme sui- 
vant dans lequel AO ne contient que les premières dimensions des 
différences àa, Ab,..., Aa', Ah',.... 


11. Je vais commencer par la partie de AO qui ne renferme que les 
différences Aa, Ah,... des éléments de la planète m. Cette partie est com- 
posée des termes suivants 


dil . <1^ 1,1 

-f- Aa + -jr- Ab + -j- 
da do de 


Ac 


dû 


¥■ 


dg 


¥■ 


dû 

dh 


Ah. 


C.omme les différentielles da, db,... sont remplacées parcelles de Aa, 
Ab, il résulte de ce que nous avons démontré plus haut (7) que chacune 
de ces différentielles sera de la forme 


da 


B 


dû . dû 


db 


de 


dû 

df 


dû 


H 


dû 




dt, 


dans laquelle A, B, C,... sont de simples fonctions des éléments sans t. 
Il faudrait donc substituer dans ces fonctions, ainsi que dans O, a -i- Aa, 
b -+- Ab,..., a'-k- Aa', b'-\- Ah',... au lieu de a, b,..., a', b',...; mais cette 
substitution appartiendrait à l’approximation suivante; ainsi on pourra 
ici regarder les quantités A, B, C,... comme simplement constantes, et 
la fonction O comme simple fonction de nt, n't, n"t,.... Par ce moyen 
il n’y aura de variable que la fonction û, et les valeurs des différences 
Art, AA, Ac,... seront de la forme 





df 


dt + G J ^dt-hV 


dg 


f 


dû 

dh 


dt. 


qu’il faudra substituer dans la formule précédente. 
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Mais j’observe que, si au lieu de substituer ces valeurs on conserve 
au contraire les quantités Aa, A6, Ac,..., et qu’on y substitue les valeurs 
des différences partielles de ii, que nous avons trouvées plus haut (6), 

en y remplaçant les différentielles da, db, de,... par d\a, dùkh, dàc 

la quantité 


\ (la 


Aa-h —JT Ab 
db 


de 


. dil . „ dû . 


M 


dt 


prend immédiatement cette forme élégante et symétrique 

(a, b){AadAb — Ah dAa) 

-H [a, c){AadAc — AcdAa) 

+ {a,f){AndAf- AfdAa) 

-+-(«, g){AadAg— AgdAa) 

-I- (a, /i) {AadAh — Ah dAa) 

■+■ {b, c) (Ab dAc — Ac dAb) 

4 - {b,f) (Ah dAf — Af d Ab) 

4- (b, g) (Ab <lAg— AgdAb) 

4 - (b, h)(Ab dAli — Ah dAb) 
-+-{<-'ff){^cdAf— AfdAc) 

4 - (c, g)(AcdAg — AgdAc) 

4 - (c, h) (AcdAh — Ah dAc) 
■^{L8){^fdAg- AgdAf) 
4-(/,/t)(Y</AA - Ah dAf) 

4 - (g,h)(AgdAh — AhdAg), 


laquelle contient, comme l’on voit, toutes les combinaisons deux à deux 
des six éléments a, b, c,f, g, h. 

Ici la fonction 12 est censée entrer dans les valeurs des différentielles 
de Aa, Ab, Ac,..., et par conséquent ce n’est que dans ces valeurs qu’il 
faudra faire varier le t en tant qu’il sera affecté du coefficient n, pour 
avoir la différence partielle relative à 2 de Ai2, dans l’expression de dAa. 

93. 
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12. Si rniiintenant, dans les expressions données ci-dessus des diffé- 
rentielles d^a, on substitue la valeur de û en série de sinus et 

cosinus, on aura des termes de la forme 

(L sinN/ -t- M cosN/) dL 

(ju’on peut réduire à 

Psin(N< -t- p)dt, 

dans lesquels N = m + î'n'-f- {"n" en donnant à t, t',... toutes 
les valeurs entières y compris zéro. 

Soit donc 

P sin (N< 4 - p) 

un terme quelconque de dAa, la valeur de Aa aura le terme corres- 
pondant 

P cos(N/ -f- p) 

N 

11 y aura de pareils termes dans les valeurs de dàh et Ab, et il est 
facile de voir que la formule AadAb — AbdAa ne pourra donner de 
termes sans t dans la différentielle partielle de û, à moins qu’on ne 
combine ensemble les termes de dAa et de dAb qui ont le même argu- 
ment Nl Ainsi l’on prendra pour dAb et Ab les termes 

Qsin(N<-+- ei — • 

Substituons ces termes dans l’expression 

[ ndt ndt J 

elle deviendra 
PQ 

— [(cos(Nt -+-/)) cos(N/- 4- g) — cos(N< 4- g) cos(N^ -I- p)]ndi, 
qui est évidemment nulle. 

Donc l’expression dont il s’agit et toutes les expressions semblables 
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dont est composée la partie de ndi, qui est due aux variations des 

éléments de la planète m, ne pourront jamais donner de ternies con- 
stants; par conséquent la variation du ^rand axe, en tant qu’elle dépend 
de ces mêmes variations, ne contiendra point de terme constant et indé- 
pendant de t. 

C’est de cette manière que M. Poisson a démontré l’absence des 
termes constants dans la variation du grand axe, due aux variations des 
éléments de la planète troublée, après avoir, par une combinaison ingé- 
nieuse des formules connues pour ces variations, ramené les dilférenis 
termes de la variation du grand axe à la forme 


o/p*. 


13. Il reste à considérer les autres parties de la fonction Ai2 dépen- 
dant des variations des éléments a', h\ c',..., a", h" , c",... des pla- 
nètes m', m",...; mais on n’y peut plus employer les mêmes réductions, 
parce que, la fonction il n’étant pas symétrique'par rapport aux coordon- 
nées X, y, Z, x', y', s', . . . , il arrive que les fonctions Li\ i2", . . . , tjiii 
doivent entrer dans les équations différentielles en a?', y, z',x".y", z",..., 
sont toutes différentes de la fonction ii, comme nous l’avons remar(jué 
au commencement (1). 

Pour éviter cet inconvénient et pouvoir renfermer dans un même 
calcul la détermination de la variation complète du grand axe, il faut 
rapporter les planètes m, m', m",..., ainsi que le Soleil, à leur cenln* 
commun de gravité, autour duquel leurs mouvements sont plus régu- 
liers à quelques égards. 


Fariation des éléments des orbites rapportées au centre commun 
de gravité du Soleil et des planètes. 

14. Prenons X, Y, Z pour les coordonnées du Soleil, et conservons 
les mêmes lettres x^y, z, x',y\ z',... pour celles des planètes, l’origine 
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de ces coordonnées étant dans le centre commun de gravité; nous avons 
d’abord, par la propriété du centre de gravité, les trois équations 

X 4- ma? 4- m'x'+ m''x"-h . . . = o, 

Y 4- my-h m'j'4- ni"y''+ . . . = o, 

Z 4- m Z 4- m'z' 4- m"z" + . . , = o. 

Ensuite, si l’on fait, pour abréger, 
il — m 


4- m" 


r 1 i4-m1 

Lv^(:r -X)»4-(/ — Y)’4 -(z —Z)’ J 

r I 1 4 - m' ’i 

L 7 ( 7 ^" x 7 ï^^ ~Y 4 - 1 ^'"^ ~ J 




\y+{r"-Yr+iz 


I 4- m" ■ 
r" 


•4- mm' 

r • 

Ls/(«'- xy+{r'~ ry+i^'- ^y 

4- mm" 

l 

~\j{x''—xy 4- (/'—/)■' 4- (2"— zy 

4- m'm" 

” I 

_ sl{x''—x'y + (y''—y''y + {z''--z'y 



on aura les équations suivantes, dans lesquelles je fais, pour abréger, 
m -+- m' 4- m" 4- . . . = M, 




è\ 

dû 


d’Y 

dû 

d’I 

dû 





dp 

~ rfX 

) 

dp ~ 

dY 

’ dp ■ 

-7Î^ 



d^x 

, 14-M 

dû 

d’y 


14-M 


dû 

d’z 

14-M 

dû 

dv 


~ mdx^ 

7F 

4- 

Y 

r* 

y = 

mdy^ 

7F 

r* 

* ~ mdz' 

dW 


dû 

dy 


14-M 


dû 

d’z' 

_______ .J 

i + M 

dû 

dV 


’ m'dx'* 

dp 


r’» 

X — 

m'dy'' 

dp ^ 

r'* 

* m’ dz' ’ 
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Ces équations sont, comme l’on voit, toutes semblables pour les ditlé- 
rentes planètes, et en même temps semblables à celles où les coordon- 
nées sont rapportées au Soleil; mais la fonction lî est ici la même pour 
toutes les planètes, parce qu’elle est symétrique par rapport aux coor- 
données X, y, Z, x', y', z' 

J’avais donné ces équations relatives au centre de gravité sous une 
forme un peu différente, mais qui est la même pour le fond, dans les 
Mémoires de V Académie de Berlin de 1777 (’), et j’en avais déduit diffé- 
rents Théorèmes relatifs aux centres de gravité des planètes. 

Il est bon de remarquer, à l’égard de la fonction û, qu’elle n’est com- 
posée que de termes du second ordre relativement aux masses m, m' , 
m",...; car les quantités qui, dans cette fonction, ne sont multipliées 
que par m, m’, m " sont déjà elles-mêmes du premier çrdre, à cause 
que les X, Y, Z sont du premier ordre, comme on le voit par les trois 
équations finies du centre de gravité. Ainsi les différences partielles 

^ ^ d^ dil 

d\' rfy’ dZ^ mdx^ mdy^ mdz^ ’ 

qui forment les seconds membres des équations différentielles, seront 
toutes très-petites du premier ordre, relativement aux masses m, ni',.... 

On pourra donc traiter ces équations comme nous avons fait à l’égard 
de celles qui se rapportent au centre du Soleil, et en tirer des résullals 
semblables. 

15 . Comme les quantités X, Y, Z sont du premier ordre relativeineni 

aux masses m, m',..., on pourra les négliger dans la valeur de de 

la première approximation dans laquelle, en supposant les éléments 
constants, on néglige leurs variations, qui sont aussi du premier ordre. 

Dans la seconde approximation, comme les différentes parties de AO 
relatives aux variations des éléments des planètes m, m', m",... sont (*) 


(*) OEuvtes (le Lagrange, t, IV, p. \oi. 
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toutes semblables et dépendantes de la même fonction, elles donneront 
toutes le même résultat. 

A l’égard de la partie de il dépendante des coordonnées X, Y, Z du 
Soleil, elle contiendra les termes 


rfX JY 


Y + 


Jil 

JZ 


et l’on aura X, Y, Z par les trois premières équations, lesquelles donnent 



(’.omme les diflérences partielles de û relatives à ndt ne regardent 
que les coordonnées a?, j, z, la variation du grand axe aa dépendante 
de ces termes sera exprimée par 

4(0 4- Aa)»/ , J’ü ^ 

i-Tm' \ndtcl\ ndtdX nJtJZ ' 

On pourra faire, dans les expressions des différences partielles 

^ pî>*‘ce que ce sont des quantités très-petites 

du premier ordre; alors ces différences partielles ne seront plus (jue 
des fonctions de x,y, z, x\y\ z ' et par conséquent seront réduc- 
tibles à des suites de termes de la forme 

P sin(Nf 4- p), 

en supposant, comme ci-dessus, 

N = m 4- i'n' 4- i"n" 4- 


Considérons dans 4P- un terme de cette forme; il en résultera dans X, 
aX 


par la double intégration, le terme 
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Cf* terme devant être multiplié par 'I t^'st visible «ju’il n’en 

pourra résulter de terme sans /, à moins qu’on ne prenne,dans un 

terme qui ait le même arguiiu'ut N/, et qui soit par-conséquent de la 
même forme Psin f Ni -t-yo j, puis<{u’on sait (|ue tous les termes qui ont 
le même argument Ni sont rêduetildes à un seul di* eetl<* (onm*; cv terme 
d(‘viendra 

/ P ros ( N / -h /^) 

{PLI 

dans <'• !<' produit des deux termes S(!ra 

iV‘ siiiTii N i -t- // , 

_ ' 

et, par eonsé(|ueut périodi(jue. 

On peut coin dure de là (|ue, dans les (dlipses variables (|ue les pla- 
nètes peuvent être censéf's décrire autour du centre (ommun de gravité 
du Soleil et d('s plani'tes, les grands axes m^ peuvent être sujets à des 
variations non périodiques, tant qu’on n’a égard (ju’aux termes propor- 
tionnels aux masses et à leurs carrés ou produits d(! d(.'ux dimensions; 
(|Ue par (;onséquent leurs mouvements moyens ne sauraient eoutenit 
des inégalités croissant comme les carrés des temps. 

.Mais, quand on connaît b^ mouvcmmit d’une planiUi^ autour du centre 
commun de gravité, il est facile d'avoir sou mouvement rapporté au 
Soleil; car les coordonnées relatives à ce mouvement in* sont que b's 
différences de celles de la planète et de celb's du Soleil. Ainsi, æ, y, c- 
étant les coordonnées de la plani*te et X, V, Z celles du Sideil, on aura 

)•-- V, -- / 

pour les coordonnées de la planète rapportéf'S au Soleil. Or les équations 
données ci-dessus fi 4; pour le centre de gravité donnent 

X — m.r - w'.r'— m"x" - .... 

V — — my — m’) ' — /«") " — . . . , 

Z — — mz~ ni'z' — tn"z" — . . . 


VI. 


94 



746 


MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES VARIATIONS 

Ainsi les coordonnées autour du Soleil sont données par celles qui se 
rapportent au centre de gravité. 

De plus, c»mme tous ces mouvements sont à peu près elliptiques, soit 
autour du centre commun de gravité, soit autour du Soleil, on peut 
aussi rapporter à des ellipses variables les nouvelles coordonnées 

X — y — Y, Z — Z ; 


et, par la Théorie des osculations que j’ai exposée ailleurs, on aura les 
valeurs des éléments variables correspondants, en substituant ces coor- 
données à la place des coordonnées a?, y, z dans l’expression de chaque 

fl? TC (I V* Z 

élément en a;, y, a et -jji relative au cas où l’on regarde les 

éléments comme constants. 

Ainsi, comme on a, en général (8 j, pour le grand axe 2«, l’expression 


I I dx'‘ ■+■ (ly^ ■+ tlz’ 

31 « /• 9 .{i + in)((P ’ 


on aura pareillement pour le grand axe 2a de la planète rapportée au 
centre commun de gravité 

I _ I <ix^ -h dy^ -I- dz^ 

7,x r 2(1 -+- M) rff’ , ' 

où x,y, Z et r — sont censés avoir leur origine au centre 

commun de gravité; et cette valeur de ^ deviendra celle de ~ pour la 

même planète rapportée au Soleil, par la substitution de æ — X, j — Y, 
2 — Z au lieu de a;, v, z {* ). 


(*) Une explication, sur ce passage, est peut-être nécessaire. Comme, dans l’expression 

précédente de x, y, z désignent les cordonnées de la planète par rapport au Soleil, il 

est clair qu’il suffira de substituer .r — X, v — Y, z — Z à .t-, r, z, si ces dernières lettres 
sont employées pour représenter les coordonnées relatives au centre de gravité, X, Y, Z dési- 
gnant alors les coordonnées du Soleil. Mais on peut aussi procéder d’une autre manière, comme 


le fait Lagrange. A la force 


I w 


qui régit le mouvement elliptique 
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17. Gomme les quantités X, Y, Z sont du premier ordre relativement 
îtux masses, il suffira, dans cette substitution, d’avoir égard aux secondes 
dimensions de ces quantités. Ainsi 

I I 

^ sJ ^ 

deviendra 


v/r^ — 2 (,r X 4- rV 4- z/) -h Z- 

I ^:X 4-rV4-2Z X^-f-Y-^4-/^ (jrX4>.rY4-zZ)^ 

= — I — [ }, 

r r* 

et la quantité ~ <leviendra 

dx^ 4- dr^ -h dz^ dx<t \^drd\ ^ dzdl -f- r/Z» 

?. ( I 4- M ) (i4-M)l//‘ 2 (i 4- M) 

Par ces substitutions et on remettant — à la place de sa valeur, on 

•lOL ^ 

aura 

I I jtX 4- jY 4“ zZ (1xd\ dy (I\ -f- dzd'A 

'},a 2a ^ (i4-]VI)(//“ 

(^X4-rV4-zZ)^-rnX^+ Y’4-ZM 

2(1 4- M ) do 


, . I-+-M 

fie la planète m autour du Soleil, riofi n’em pêche de substituer ^ y — y ;:;:7Ÿ-y7::^ — Z V ’ 
pourvu qu’aux forces perturbatrices existantes on ajoute une force nouvelle de môme ordre 

que celles-ci , égale à et dirigée du Soleil vers la planète. 

^ i^JYote de rÉddeur.) 


(*) Cette formule est inexacte; le facteur 3, qui doit multiplier le dernier terme du second 
membre, a été omis par l’Auteur. (Note de V Éditeur,) 

(**) Le deuxième terme do cette expre^'^sion, qui est affecté du signe , doit avoir le 
signe — . (Note de O Éditeur.) 

(***) Les fautes que nous venons de signaler affectent la présente formule. Pour rétablir 
l'exactitude, il faut remplacer par -+- le signe — placé devant le troisième terme du second 
membre, et donner le coefficient 3 à la première partie du numérateur du quatrième terme. 

(Note de i Éditeur.) 

94 - 
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Mais les équations difTéi’entielles en x, y, z de l’orbite de m rapportée 
au cenlre eoiuinun de gravité donnent (14) 


d^x 

_ _ 1 

dil 


(i + M) nidx' 

d^y 

dû 

{i + M)dl‘ ^ 

( 1 4- IVi ) /n dy ’ 

d^z 

j 

dû 

(1+ M)i/F 

( 1 -4- M ) /« dz ' 


Substituant ces quantités dans 


xX -H rV -h zZ 

, 


il vient 


I f (I {%. dx -4“ Y dy' / dz ) il/ f * i 
2 a 2 flt ( I + M ; f//‘ 

eu laisanl, pour abréger, 

_ (.rX+cY haZ V-r''(X^+Y''+Z ») _ _i / X^l ^ YWu Zr/li\ 

2(1 -i i + M \iiuLv miJy iiuhj 


Dans celte Ibrinule ou a (numéro cité) 

\ = — mx — m'x' — . . . , 

Y = — my — m'y' — . . . , 


'L = — mz — m'z' — . . . ; 


de sorte ijuc la tbnction 'E est du second ordre relativement aux masses 


(*) C(Hte formule est inexacte, comme celle d’où elle est tirée; il faut la remplacer par la 
suivante 


_ ( X (/^^ 4 - r + l æz) - - ( (irdX + (if d\ -d- dz dl) 
'i(( 'l 'J. ( I 4- M ) (tt^ 


( Note de l' Éditeur. ) 


{ ** ) Dans le second membre de cette formule, il faut donner le coefficient 2 au dénomina 
Unir du premier terme et le coefficient 3 à la première partie du numérateur. 

(Note de V Editeur.) 
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7 Vi? 


m, m' [)uis(jue les différences partielles sont déjà 

^ ‘ * nidx niay niaz •* 

du premier, comme on l’a vu ci-dessus. Ainsi il sufïît d’y substiluei-, 
[)Oüv X, y, Z, x', y', s',..., leurs valeurs (dlipti(jues à éléments con- 
stants; d’où l’on voit que cette fomAion ne peut contenir aucun terme 
proportionnel au temps. 

A l’égard de la quantité 

\ilx -t- \<l}' Zdz 

,7/ ’ 


(|ui n’est (jue du premier ordre, elle pourrait contenir de pareils termes 
par la variation d(‘s éléments dans les expressions de x, y, z, x', y' , 

mais, comme la valeur de -- ne contient «nie la dill'erenti(‘lle de celte 

*. (I ' 

quantité relalivinnenl au l<împs, il est clair (jtie le temps disparaîtra par 
la dillérentiation. Knlin on a prouvé que le grand axe aa de l’orbite rap- 
portée au centri' commun de gravité ne renrerme point de termes pro- 
portionnels au temps, en ayant égard aux quantités du premier et du 
second ordre des masses; donc le grand axe art de la même orbite rap- 
portée au C((ntre du Soliéil n’en renrermera pas non plus : ce (ju’on s’etait 
.proposé de démontrer (* ). On voit que c(‘tte démonstration est directe 
et générale, cl ne laisse rien à désirer. 


ü('vclof)pi‘tne/it des forntidcs gr/iérales l eliitivcmont aux variations 
des élénirats (llipdqaes 

18. Jusqu’à présent notre Analy.se a été indépendante des valeurs 
des coordonnées elliptiques x, y, z\ mais idle serait incom[)lèle si elle 
n’offrait pas les formules des variations des élémmits ellipti(|ues, re- 

(*) Cetto conclusion, <1110 l’illuslnî .Vuteur tire d’une (*\[)rc.-;sion incxacle de ^ lie résulte 

plus, (lUinc manière évidente, de rexpression corrii^ée. I.a (nute de signe que nous avons 
signalée réduit donc à néant la démonstration. ( Note de rÉditeur.] 

Ce qui suit na été lu tpie le ri septembre. 
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duites à la forme la plus simple et la plus propre pour le calcul des per- 
turbations des planètes. Or ces formules demandent le développement 
des fonctions que nous avons désignées (6) par les symboles (a, b), 
{a, c),..., en y substituant les valeurs de a?, z exprimées en / et en a, 
h, c,...; ainsi nous commencerons par donner ces valeurs sous la forme 
la plus simple. 

Sans chercher à les déduire de l’intégration des équations difleren- 
tielles, ce qui serait trop long, et ce qui est d’ailleurs assez connu, nous 
(iinploierons la considération de l’angle appelé par les Astronomes ano- 
malie excentrique, et que nous désignerons par m. Par le moyen de cet 
angle, on a tout de suite la formule 

+ c = « 4- sin«, 


m 

. — , 


dans laquelle nt-^c est l’anomalie moyenne, n étant égal à ^ 

et où a est le demi-grand axe, h l’excentricité, savoir le rapport de la 
distance des foyers au grand axe aa de l’ellipse, etc l’époque, savoir la 
valeur de l’anomalie moyenne’qui répond à l’instant d’où l’on commence 
à compter le mouvement moyen nt. Ensuite on a, on prenant les ab- 
scisses X dans le grand axe depuis le foyer, et les (trdonnéesjK perpendi-' 
culaires au grand axe dans le plan de l’ellipse. 


X — a{l> cosu), y — a\J I — b^sinu, z = <». 


En éliminant u, on aura les valeurs de ap et / ert fonction de ni et des 
constantes a, b, c, qui sont les éléments du mouvement elliptique. Les 
trois autres constantes /, g, h ne dépendent que de la position du grand 
axe et du plan de l’ellipse relativement au plan fixe. 


19. Ne considérons d’abord que ces valeurs de oc, y, z; elles donne- 
ront par les différentiations celles de 

dx d'x dx d'x 
da' dtîiâ' dh' dtdb^ 
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qu’pn substituera dans les expressions de (a, b), (a, c},... du n** 6, ei, 
comme ces expressions doivent être indépendantes de t, on pourra en re- 
jeter les termes qui contiendront t hors des signes de sinus et cosinus, 
et faire u — o sous les sinus et cosinus. 

On aura d’abord 

du n ^ 

dt i-f-^cosw’ da i-^bcosuda' 

mais on a 

dn 3 da 

n n a 

( 1*011 

dn 3 n 

da 2a’ 

(U par (conséquent 

du _ 3 nt 

da 2a(i -h 6 cosa j’ 

du _ sinw 

db~ i-\- b cosM ’ 

du I . 

de 1-4-6 cos a 

De la on trouvera 


dx , 3 a/sina 

^ = b cos U -i- r •) 

da 2(i-l-6(!üsa) 


sina 


ônt cos a 
I -4- b cos U ] 


dx I sin^a \ 

dl) ^ 1-4-6 cosw / ’ 

rfv nb , a sina cos w , 

-jy- sirw/ 7^ y I - 6 

db y/i -- 6^ ^ ^ ^ 

dx asinw 

5 c 1-4-6 cosa’ 

dy' a cosu , r- 

^ rrr - 6*. 

dv 1-4-6 cos a 
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Différeiitiant encore ces valeurs en ne faisant varier que i et «, el sub- 
du TV d^ oc d'^y* 

sliliiant pour -T- sa valeur , > on aura celles de -rr-j-» — 

* dt I-4-OCOSW dtda dtda 

Kii faisant ensuile dans les unes et dans les autres ; = o, u — o, on 
aura celles-ci 


dx 

da 

= 1 4 - é, 

(ly 

da 

=: O, 

dx 

dF 

— a, 

db 

~ O, 

dx 


dy 

_ rty'l — b‘ 

de 

de 

I -f- h 

d\x 


d\y' 

nsj i — 

dt da 

m O, 

dt da 

;ti 

d^x 

— 0, 

d\r 

U a 

dt db 

dt db 

[1 4 - /> ) v/ ï 

d'^x 
di de 

na 

( I -f- /^ ' 

d\r 
i'’ dtdc 

= O. 


Ces vabîurs, sul)stituécs dans les exjn'cssions des syinl)oles a, h,, 
{a, cj, {b, du 11 " 6, en y faisant z = o, donneront enfin 

[a,b)~o, a,Cj-~ ï — 

Ce sont les valeurs de ces quantités, en supposant le grand axe et le 
plan de l'orbite fixes. 

20. Cela posé, considérons maintenant les valeurs complètes de r, 
y , Z rapportées à un plan fixe et indépendant de celui de l’orbite. Nom- 
mons X, Y, Z les valeurs employées ci-de.ssus, savoir 

X = a(é -1- cosM), Y = ay/i — I>“sinM, Z = o. 

Par la Théorie connue du cliangeinent des coordonnées rectangulaires 
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on a, en général, 

^=rx+rY + rz, 

r“-/i'X-t-yj"Y -t-'/î'-'Z, 

2 = Ç'X + Ç"Y-f-rZ, 


les neuf eoeliieients 
six équations de condition 


f // //> %#/ 


Ç", Ç'" devant satisfaire 


aux 


+-/3''' 

I, 


5' r-f- r=o, 

£'r+-/i'-/3"'4-Ç' 

rr-t- 'C'c-^.o, 


qui résultent de ce que par la nature de la question on doit avoir iden- 
tiquement 

-f- 2î = X’ -f- Y' Z\ 

Il ne reste ainsi que trois indéterminées qui tiendront lieu des trois 
constantes arbitraires ou éléments /, g, h. 

J’adopte ici les lettres yj',... pour représenter les coelficienis 

de X, Y, Z, afin de me conformer aux formules que j’ai employées dans 
la sixième Section de la seconde Partie de la Mécanique analytique (*), 
et de pouvoir profiter des différentes réductions que j’ai données relati- 
vement à ces quantités. 

Nous allons substituer ces valeurs de x, y, z <lans les expressions gé- 
nérales des symboles (a, b), {a, c),. en observant que les constantes a, 
b, c, ainsi que le temps t, n’entrent que dans les valeurs des trois quan- 
tités X, Y, Z, et que les trois autres constantes /, g, h ne sont censées 
entrer que dans celles des coefficients Ç', 

Ces substitutions, qui paraissent devoir étçe très-compliquées, se sim- 
plifient d’une manière étonnante par le moyen des équations de condition 


{*) C’est à la première édition de la Mécanique analytique^ publiée en 1788, que se ra|)- 
portent la présente citation de l’Auteur et celles qu’on remarquera dans les numéros suivants^ 

[^Nntv de V Éditeur!) 
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(lonnéfts ci-dessus. En effet on voit tout de suite que la quantité 


dx d?x_ ç[r rfy , rfi rf'^ 

da dt db da dt db da dt db 

devient 

^ ^ ^ - — . 
da dt db ^ da dt db da dt db 

De même la quantité 

dx d^x dy d^y' d^ d^z 

(ÏÏ) dTîî'a ib lïTda db dt da 


se réduit à 

'A AA A. AA.- + A 

db dida ^ db dtda db dt da 

D’où il suit que la quantité (a, />), qui est la différence de ces deux-ci, 
sera (‘xprimée de la même manière par les coordonnées x, y, z que par 
lés coordonnées primitives X; Y, Z. Il en sera de même, et par la même 
raison, des quantités (a, c) et {b, c). Ces trois quantités auront donc les 
mêmes valeurs que nous avons trouvées ci-dessus (19), et par conséquent 
on aura, en général, quelle que soit la position de l’orbite elliptique par 
rapport au plan fixe, 

na , 

{a,b) = o, (a,c) = (b, c) — o. 

21. Passons aux quantités représentées par les symboles (a,/), 

{a, g), (a, h], {b,f) Ici les quantités X, Y, Z ne varient que par 

rapport i a, b, c, t dont elles sont fonctions, et les variations relatives 
à /, g, h ne regardent que les coefficients Ç'", >?',.••• D après cette 

considération, si l’on fait Tes substitutions des valeurs de x,y, z et de 
leurs différences partielles dans la fonction • 
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et qu on observe que les trois premières équations de oondiüon donnent 

5' dl' + •/)' (/•/)' + Ç' rfÇ' = O, 

l" dl" -4- n" t/rî" -f Ç" </Ç" = O, 

l'"dl"' -h n'"drr-^ O, 

on aura la transformée 


?' dl"-\- ri' dvi"-i- K' dr 

d\ d\ 

<1/ 

da dt 

l' di"'+-n' dyi'" -h C d'C" 

d\ dZ 

<1/ 

da dl 

l"dl' +-r,"d-n' +j;"dt' d\ d\ 


(la dt 


dl 

</f 

da dt 

i:''dl' ■fi"' d-fi' ^t"'d'C' 

dl d\ 


da dt 

X‘'d}!' -\--f{"dn" + 'C'd:c:' 

dl d\ 

àf 

da dt 


Mais les trois dernières équations de condition entre étant dif- 

férentiées, donnent 

+ -fl' dW' + Ç' </$" ^ - ?" ^/?' - -fl" (H ~ r' </?' , 

?' •/)' rfy)"'-+- Ç' </?"'--= — ?'"(/?' — «"V/n' — , 

•/3"rf-/7'"+ K" dr=^ - r)"'rfr)"- Ç'" r/Ç". 

Donc, si l’on fait, pour abréger, comme dans le n“ 23 de la Section <ntée 
de la Mécanique analytique {’ ), 

(/P = ?"'(/?" -4- -+- K“'dt'\ 

</Q 

dïi = l''dl' -i- d'dn' -h Z" d^' , 


( * ) Dans la deuxième édition, seconde Partie, Section IX , n" 1 1 . 


( Note fie l’Éditeur.) 

g5. 
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la fonction dont il s’agit se réduira à cette forme simple 


f/R , 

(f/X 

dY f/X\ 

dQ /dX dZ 

. f/Z dX\ 


/f/Y dZ 

dZ dY\ 


V dt da 

dt da j 

df \dt da 

dt da ] 


\f// da 

dt da ] 


On trouvera de la même manière que la fonction 

dx d^x dy d^y dz d'^z 
df dt dd df dt da df dt da 

se réduit à cette forme 


f/R 

<lf 


f/'-'Y 

„ d^\\ 

f/Q 

/v d^Z 

f/’X \ 

f/P, 

(y d'/^ 

(/‘Y \ 

1 X 

\ dt da 

- Y 1 

dt da) 

df 

dt da 

^ dtda] 


dtda ' 

dtda) 


lün retranchant cette dernière quantité de la précédente, on aura la 
valeur de (a,/), et il est visible qu’elle se réduira à cette forme 

,(YdX-\dY\ j(ZdX-\dZ\ JZdY-YdZA 

, \ dt 7 f/P^n dt ) 

df da df da df da 

Or les valeurs de X et Y (20) donnent 

\dY — Y d\ = - 4 - ê cosm) du, 


du 


n 


et, comme -j- = r (19). on aura 

dt I -t- O COSM ' ' 


\dY—YdX 

dt 


= na? \Ji — b^. 


Donc, puisque Z = o, on aura simplement 

, -, </R d{ndJi — b^) 

(<»./) = -^ -Ja 


En changeant successivement a en b, en c, et / en g, en A, on aura les 
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valeurs des autres quantités représentées par (c,/), (a, g),.... 

J’aurais pu supposer tout de suite Z = o, ce qui aurait simplifié le calcul ; 
mais j’ai été bien aise de donner ces formules dans toute leur généralité, 
parce qu’elles pourront peut-être servir dans d’autres occasions. 

22. 11 ne reste plus qu’à chercher les valeurs des quantités repré- 
sentées par (/, g), (/, h), {g, h). 

En faisant les mêmes substitutions dans la fonction 

if cr\~— dy dz d^z dx d^x dy d^r <lz d^z 

*’ dj‘ dt (ig df dt dg df til dg dg dt df dg dt df dg dt df ’ 

et observant que le t ne varie que dans X, Y, Z, et que f, g ne varient 
que dans les coefficients >)', Ç', on aura tout de suite 

_ , ^\d\-Yd\ „XrfZ-Z(/X „\dZ-Zd\ 

— dt — + <■ — sr— — dt — 

en supposant, pour abréger. 


y 

di; 

di;' 

drt! dn" 

dC 

t 

dC 

dl' 

dl" 

dW 

dn" 


di," 

t — 

df 

dg 

df dg 

df 

dg 

dg 

df ' 

dg 

df ■ 

dg 

df' 



.K 

dil" 

dt)' dt)"' 

dC 

f/Ç"' 


d}f 

_ 'IfL 

dn"' 

-fü. 

d'Ç' 

IJ — 

df 

dg 

'^Jf i dg 

^ df 

dg 

dg 

df ■ 

dg 

w~ 

dg 

df' 


df" 

r/r 

dn" dn'" 

^ dK" 

dr 

di" 

df"' 

dn" 

dn'" 

dÇ 

d'C" 

df 

dg 

df dg 

df 

dg 

dg 

df ■ 

~ dg 

df " 

' dg 

df 


Or, dans le n" 27 de la Section déjà citée de la Mécanique analy- 
tique (*), j’ai trouvé ces réductions 

dl' = l"dR-^"dQ, 
l'"dP-l'dR, 

^'dQ-i''dP, 


et de même, en changeant § en vj et en Ç. 

(*) Dans la deuxième édition, seconde Partie, Section IX, n" 13. [Note de l'Éditeur.) 
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En taisant ces substitutions dans les expressions précédentes des F, 
G, H, ctajant égard aux équations de condition entre ^ > 7 ',..., 
on trouve facilement 

~ if dg df ’ 

</l> ^ ^ rfR 

•Ig <lg àf ’ 

r/Q £11 

~ ÎT dg Jg •If 

Or on a déjà trouvé 

\dY-YdX , ’ - 1 

^ =rrt«’y I- />-; 


<lonc, comine Z = o, on aura 



^ c/Q _ ^ ^ \ 

df dg dg df J 


na^ ^ I — 6' , 


et, changeant g en h, on aura la valeur de (/, h), et changeant à la fois J 
en g, g 4, on aura celle de [g, h). Ainsi on connaitra les valeurs d(* 
tous les coefficients des variations da, db,... dans les formules du n" 6. 


23, Particularisons maintenant les constantes /, g, 4, qui sont encore 
indéterminées. Pour les adapter aux usages astronomiques, nous suppo- 
serons que /soit l’angle que le grand axe de l’orbite fait avec la ligne 
des nœuds, c’est-à-dire, avec l’intersection de son plan avec le plan fixe 
des X et j; qup g soit l’angle que la ligne des nœuds fait avec l’axe des .x, 
et que 4 soit l’inclinaison du plan de l’orbite sur le même plan fixe. 
D’après ces suppositions, on trouvera facilement les expressions de 
^",... en sinus et cosinus des trois angles /, g, h; nous les avons don- 
nées dans le n“ 30 de la Section citée de la Mécanique analytique, où les 
angles ç, (|/, w répondent à /, g, 4. Mais nous n’aurons pas même besoin 
de ces expressions; il nous suffira d’avoir celles de rfP, </Q, rfR, que 
nous avons données dans le n® 31 de la même Section ( *), et qui, en y 

( * ) Dans la deuxième édition; seconde Partie, Section IX, n” 1 1 . ( Note de VÉditeur.) 
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changeant f, w en /, g. A, deviennent 

rfP — sin/" sin hdf' + co<if dh, 
dQ — COS f sin h dg— sin/ d/i, 
dR df -h cos A dg. 

De là on aura tout de suite 
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/P 

df 

dV 


— O, 


n 

? ”• 


JR 


. - sinCsinA, * = cos/sin A, — - cosA, 

dg dg dg 


JP 

JA 


. JQ . JR 

cos/, = ^ÏK "• 


Substituant ces valeurs dans les formules du 11 “ 19, et exécutant 
les différentiations partielles relatives a a, 6, c, on aura, à cause (h* 


d,nd^ Mn na , 

= ^na 4- ~ = - ( i9), 


da 


(ia 


naJi — h ^ na\Ji—b^ . . 

f) Y ^ j ^ _ _V 

2^2 


,1 J,. nab 

v' I — A’ 

{ c, /) — O, 


(/. 


na'b 


\i} — b^ 

( c, g ) O, 


COS A, 


( b, b) — O, 

(c, A ) = O. 


Ensuite les mêmes valeurs, substituées dans les formules du n" 22, 
donneront 

(/, g) rtr O, (/, II) — O, { g, h] = — nn\ I — A’ sin A. 

Eu joignant à ces valeurs celles de (a, h), {a, c], [h, Cj, trouvées dans 
le 0 *^ 20 , savoir 

na 


(a. A) — O, [a, c) 


-, (b, c) — O, 


on aura les valeurs des quinze symboles que nous avons employés. 
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24. Telles sont les valeurs qu’il faut substituer dans les formules du 
n° 6, lesquelles deviendront par là 


ân 


dl. 


— dv — - na\j i — df — - na\j i -- b'‘ cash dg, 


dO, , nd‘b na?b , , 

dt — df + cosndg. 


db 


y' I — b^ y' I — b^ 


dil , na , 
— dt — — da, 
de •}. 


dil 


na 


'b 


dt = - naJi — b‘ da 

^ y I - 


^db. 


dt — - na sj I — A’ cos/t da - - cos A db — na‘ \j\ — b- sin A db, 


na'b 


dg 

d^ 

db 


y I — A' 


dt ~ na^ y'i — A^ sin A dg; 


d’où l’on tire facilement 

da ?, d£L 

dt ~ na de ’ 

db I — A’ dQ. y/i — A* f/Ü 

dt na-b de na‘b df^ 

de 7. dû, I — A’ dil 

dt na da nd'b db 

df \J\ — A- dû cos A dû 

dt ~ ~nôfb~ df ~ nai sin A 

dg I dû 

rtrt* \Ji — A^ sin h 

d/l cos A ^ I dû 

na’ y / 1 — A’ sin A ««’yi — A'sinA '/g 


Voilà les formules des variations des six éléments elliptiques a, A, c, 
/, g, h, exprimées par les différences partielles de la même fonction il, 
relativement à ces mêmes éléments; ce qui est infiniment commode pour 
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ie calcul. Or, comme O est une fonction des coordonnées z, x' ,y , 
z',..., en substituant pour ces coordonnées leurs valeurs, elle deviendra 

une fonction de u, de a, h, c,f, g, h, de u', de a’, b', c',/', g’, A', de u" 

et pourra toujours être réduite en série suivant les sinus et cosinus des 
angles u, u', — Alors le terme indépendant de«, donnera les équa- 
tions séculaires, et les autres termes donneront les équations périodiques. 
Et, si l’on rapporte les orbites des planètes au centre commun de gra- 
vité du Soleil et des planètes, on aura l’avantage de l’uniformité et de la 
simplicité du calcul pour toutes les planètes. 

25. Avant de terminer ce Mémoire, il est bon de faire remarquer (jue 
la valeur de qu’on vient de trouver, s’accorde avec celle qu’on a 
trouvée par une autre voie (8). En elfet, comme par l’équation du n" 18 

nt C = U -h b sin u 

l’angle u devient une fonction de nt -t- c, il est visible que les dilTérences 
partielles de il, relatives à ni et à c, seront la même chose: de sorte 
qu’on aura 

f/Q (/a . 

(le ~ ndt"' 

ainsi l’on aura 

da 2 (/il 

dt na ndt' 


mais n* 


I -h m 
a' 


; donc 


da — 


2 à‘ (/il 
! -t- m ndt 


n dt. 


qui est la formule du n" 8; ce qui pourrait servir, s’il était nécessairé, 
à confirmer la bonté de nos calculs. 

Une autre remarque essentielle, c’est que, dans la différentiation par- 
tielle de la fonction il relativement à a, on peut se dispenser de faire 
varier la quantité n qui dépend de a; car, puisque il est une fonction 
VI. 96 
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(le vt f c, la portion de ^ qui dépend de 


dû dn 
d^ 


donc, comme la valeur de ^ contient le terme 


dû 

na da ’ 


elle contiendra, à raison de la variation de n, la partie 

91 dû ^ dn 
na de da 


Donc la variation de Tangle nt-^c sera, à raison de la variation de n, 


dn , 2 dû dn . 

f ^ da --T— i -7- dt; 

(la na de da 


mais 


da^— f-r//; 

na de 


donc la variation sera nulle. Mais, comme n est une quantité essen- 
tiellement variable, la différentielle de nt est ndt + tdn,', ainsi, en 

n’ayant point égard à la partie tdn, il faudra substituer Jnd( a la place 

<le nt dans la valeur de u, ce qui fera disparaître en même temps les 
termes qui se trouveraient multipliés par t; mais l’emploi de ces termes 
était nécessaire dans les formules des variations dues à la constante a, 
sans quoi on aurait trouvé pour la quantité {a, c) une valeur fausse. 

• 26. Les formules du n° 24, quoique fort simples, sont encore suscep- 
tibles d’une simplification importante. 11 est visible que la seconde équa- 
tion est de cette forme 
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Donc, si l’on fait 
ce qui donne 


df + cash dg— dtf, 



et qu’on suppose que celte valeur soit substituée partout au lieu de /, 
on aura, au lieu de la formule qui donne la valeur de celle-ci 


rfcp \j\ — 6’ dQ. 

dt na'‘b db 


Ensuite, en regardant 12 d’abord comme fonction de / et g, et ensuite 
comme fonction de f et g, en substituant la valeur de dcf, on aura 


dO. dû , dù , dii , dù .. /dH . diï\ . 

-.~dg = ^d<^+~dg=.-^df-^ dg, 


df 


dg 


( 1 ^ 


dg 


d’où l’on tire 

(M_dü ^_(m . , dü 

df ddf ' dg d(^ dg 


On substituera donc ces ^ 
de ^ et ^ deviendront 

dt dt 


db I — 6’ rfli \ji — b^ dQ 

dt na^h de na‘b rfcp ’ 

dh_ i ^ 

dt na’ \/i — 6* sin h dg 


Par ce moyen nos six formules seront 

da 2 dii 

dt na de ' 

dt na^b de na‘‘b d(^ 

dc^ 2 dQ I — 6’ dQ 
dt na da nà‘ b db' 


96. 
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rfip \/i — A’ dQ, 

dt ~ na'h db ’ 

dg I dH 

na‘\Ji — A’sinA 

dti _ I diï 

dt na’ y/i — 6’ sinA dg 

Nous remarquerons ici que l’angle df exprime proprement le mou- 
vement de l’aphélie sur le plan de l’orbite mobile; car cet angle est le 
même que celui que nous avons désigné par rfR (23), et qui, d’après ce 
qui a été démontré dans la Section citée de la Mécanique analytique 
(26) (*), représente la rotation de l’axe des X, qui est le grand axe de 
l’ellipse, autour de l’axe des Z perpendiculaire au plan de l’orbite. 

27. Maintenant je fais 

Asin(ip = (3, 6cosiy=y, sinAsing = £, sinAcosg = X; 

j’ai, en différentiant, 

rf{3 = sin<f> db ■+■ bcosfd<f, 
dy = c.os(fdb — b sin f dcf, 
dt = cosA siagdh -+- sinA cosgdg, 
rfX = cos A cos g d/l — sin A sing-rfg-. 

Substituant les valeurs précédentes de db, df, dh, dg, on aura 

dp \/i — 6’ /sinqj dû, dû\ i — b^ . dû 

dt /la’ \ b d<!f fiif] ’ 

dy V^i — 4 ’/cos9 dû . dû\ i — A’ dû 

rfT = 1-6- 

dy ' . /cosAsing dû 

dt /iflj yji — b\ siïTA dg ) ’ 

_ _ I /'cosAcos/f dû _ ^t^^dû\ 
dt ~ na}sji — b^ \ sin A dg d/i ) ' 

(*) Dans la deuxième édition, seconde Partie, Section ix, n“ tO. [Note de V Éditeur.) 



765 


DES ÉLÉMENTS DES PLANÈTES, ETC. 

Or, en regardant O comme fonction de b et de ou de ^ et 7, on a 
l’équation identique 


dü 

db 


.. dH . dû dû , 
= •ST''’ 


Donc 



dû 

W 


cosipj db 


/dû 


dû , 

cos<p — sinip 



dû dû . dû 
-3j. = ^s,n,+ ^cos,, 

rfü .Ida rfü . \ 


De même, en regardant Û comme fonction de g, h, ou de £, X, on a 


(la. , elii f/il . (in 

— -h -77 ~ -r- “Ê ^ 

ag- ” a/i 


donc 


de 


dl 


■- cosA sin^ -4- ^ cos/j cosi»^ dh ■+■ 


da . , du ... \ 

sm» co»g — JJ 8in A sin^ l ( 


dg ~ 

^ _ 
dà ~ 


(dû dû . \ . . 

^-j-cosg- ^sinjjsinA, 

(dû . dû \ L 


Substituant ces valeurs dans les formules précédentes, elles deviendront 


^ — dû I — fe» rfü 

no' (/y na^b^ de ’ 

dy \(i — 6’ </i2 I — 6’ rfû 

<ir fia’ fl?(3 fia’ 6’ ^ de ’ 

</e _ cos A dû 

^ fia’ y / 1 — 6’ ^X 

rfX _ cos/f rfû 

fia’y/i — 6* 
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auxquelles ou ajoutera ces deux-ci 

da _ 2 dQ, 

dt na de ^ 

de _ ?. rfü I — b' /g dil dLi \ 

df H(t da na^ />’ V ^ dy ) 


On voit que ces formules représentent les six variations sous une 
forme très-simple et en même temps symétrique. On y serait parvenu 
directement si l’on avait donné d’abord aux quantités b,f, g, h la signi- 
fication des lettres /3, y, i, X. 

A l’égard de l’intégrale f coshdg, qui entre dans la valeur de /par 


l’introduction de l’angle y (26), si l’on substitue pour cosA la valeur 
équivalente i — deviendra 


Or 


donc 


donc 


-h 


sIn’A 
+• cosÂ 


dg- 


sin’A = -f- XS 


, Idt — idl 


r sin’/t r Xdi — idl 

J l’+cos/i 


et, comme s et X ne sont exprimées qu’en sinus et cosinus d’angles, on 
pourra réduire en séries les sinus et cosinus de cette intégrale dans les 
valeurs de sin/ et cos/ 

En désignant cette intégrale par II, on aura 


donc 


où l’on remarquera que /-f- g est ce que les Astronomes nomment la 
longitude de V aphélie dans l’orbite. 

Les formules précédentes sont surtout utiles lorsque les excentricités 
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et les inclinaisons sont des quantités assez petites, comme cela a lieu 
dans notre Système planétaire. En général, il est visible que les quan- 
tités |3, y, £, X seront dans tous les cas des fractions moindres que l’unité, 
et que par conséquent la fonction û pourra toujours être développée 
en une série convergente relativement à ces quantités. 

28. Pour appliquer ces équations aux variations séculaires, il n’y aura 
qu’à substituer, au lieu de û, la partie non périodique de cette équa- 
tion. Soit A cette partie, c’est-à-dire, le premier terme du développe- 
ment de û en série de sinus et cosinus des anomalies moyennes nt -t- c, 
«7 4- des planètes TW, w',...; car, commet n’est fonction que de 
X, y, 2 , x\y, 2 ',... et que ces coordonnées sont données par des sinus 
et co.sinus des angles res[)cctifs u, lesquels dépendent des angles 

nt -+■ c, n't 4- c',... (18), il est clair que le développement de ne con- 
tiendra que les sinus et cosinus de ces derniers angles multipliés par 
des fonctions des éléments a, b, /, g, h, a’, h',f\ g', h \ — Ainsi 

A sera une pareille fonction, et l’on aura ^ sorte que les 

quatre premières équations se réduiront à celles-ci, dans lesquelles j’ai 
substitué pour b et cosA leurs valeurs en /3, y, e, X, 

ûf|3 _ — (3’ — / f/A _ _ y » — fi’ — ^ 

dt ~ nô» dy' dt “ nn‘ rffi ’ 

dî V I — £■' — y’ d\ (fl y/i — 6’ “ X^ dA ^ 

dt ~~ nn' v'i _ _ yj d\ ’ dt nrt — fi’ — X’ ^ 

lesquelles serviront à déterminer les variations séculaires de l’excentri- 
cité, de l’aphélie, du nœud et de l’inclinaison. 

Lorsqu’on regarde les excentricités et les inclinaisons des orbites 
comme très-petites, les variables /3, y, t, X deviennent très-petites, ainsi 

que leurs analogues |3', y', s', X' On peut alors réduire la fonction A 

en une série ascendante par rapport à ces quantités; et. si l’on s’arrête 
aux secondes dimensions, ce qui suffît pour la première approximation, 
on aura des' équations linéaires semblables à celles dont j’ai donné l’in- 
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tégration et la résolution complète pour toutes les grandes planètes 
dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de i774 "(*) et dans ceux 
de l’Académie de Berlin de 1782 (*’). 

Enfin, comme dr^ est la variation instantanée du lieu de l’aphélie dans 
l’orbite, si l’on y ajoute la variation instantanée de de l’époque de l’ano- 
inalie moyenne, on aura de d^ pour la variation instantanée de l’é- 
poque de la longitude moyenne, que nous désignerons par rfô. Ainsi, 
en observant que 


I H- y/ l — fe* 

on aura, par les formules du n" 26, 

dS 2 rfü b — 6* dü, 

dt “ na da — 6 *) db 

L’angle Ô donnera la variation du mouvement moyen, dépendant de la 
variation de l’époque, et l’on aura la partie séculaire de celte variation 
en substituant la fonction A à la place de IL 
t^ette variation séculaire est insensible dans Jupiter et dans Saturne, 
comme je l’ai fait voir dans le Mémoire sur les variations séculaires des 
mouvements moyens des planètes [Mémoires de Berlin de 1788 (“’)]; mais 
elle devient sensible dans la Lune et donne l’explication de l’équation 
séculaire de cette planète, comme M. de Laplace l’a reconnu le premier. 
Voyez les Mémoires de l’Académie des Sciences de 1786, et ceux de 
l'Académie de Berlin pour 1792 et 1798 (***’), où j’ai donné l’applica- 
tion de mes formules à la Lune. 

(*) (JE livres de Lagrange y t. VI, p. 635. 

(**) OEuvres de Lagrange y t. V, p. 125. 

{***) OEuvres de Lagrange y t. V, p. 38i. 

) OEuvres de Lagrange y t. V, p. 687 , 
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VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES 


DANS TOUS LES PROBLÈMES DE LA MÉCANIQUE (*). 


(.Mcir.oires de la i)reniièro Classe de ITnsliliil de France, année i8o«.) 


L’application de l’Algèbre à la Théorie des courbes, qu’on doit à 
Oescartes, avait fait naître la distinction des quantités en constantes (!t 
en variables, et la découverte du Calcul différentiel a appris à souinetire 
au calcul les variations instantanées de c<!S dernières quantités. Depuis 
on a beaucoup étendu la considération de la variabilité, et l’on peut dire 
que presque tous les artifices d’Analyse (ju’on a inventés se réduisent à 
faire varier de différentes manières, soit ensemble ou séparément, tant 
les quantités qui sont par leur nature variables, (|ue celles que l’état de 
la question suppose constantes. L’arl consiste à choisir parmi toutes les 
variations possibles ceiles qui, dans chaque cas, peuvent conduire aux 
résultats les plus simples et les plus avantageux. 

On sait que l’intégration introduit toujours dans le calcul des quan- 
tités constantes relativement aux variables des équations, et dont la va- 
leur est arbitraire. On peut donc aussi faire varier ces constantes; ces 
variations, envisagées sous différents points de vue, ont produit des 

(*) Lu le i 3 mars 1809. 
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Théories nouvelles, parmi lesquelles celle de la variation des éléments 
des planètes est la plus importante. 

Dans le Mémoire (') que j’ai lu, il y a six mois, sur cette Théorie, j’ai 
cherché à déduire immédiatement des équations différentielles du mou- 
vement des planètes les variations de leurs éléments, en considérant 
(;eux-ci comme les constantes arbitraires que l’intégration doit intro- 
duire lorsqu’on fait abstraction des forces perturbatrices, et en attri- 
buant tout l’effet des perturbations à. la variation de ces constantes. Je 
suis parvenu de cette manière à un résultat général et indépendant de 
la ligure des orbites planétaires. J’ai trouvé que la fonction des dis- 
tances qui exprime la somme dos intégrales des forces perturbatrices, 
multipliées chacune par l’élément de sa direction, a cette propriété re- 
marquable, qu’en y faisant varier les seules constantes arbitraires, ses 
différences partielles relatives h chacune de ces constantes ne renferment 
point le temps, et ne sont exprimées que par des fonctions linéaires des 
dilférences de ces constantes, et dans lesquelles les coefïicienls de ces 
différences ne dépendent que des mêmes constantes. De là il a été facile 
de déduire les variations des éléments, exprimées par des formules dif- 
férentielles qui ne renferment que les éléments eux-mêmes et les diffé- 
rences partielles de la fonction dont on a parlé par rapport à ces élé- 
ments; résultat importani auquel M. de Laplace est parvenu de son côté 
par la considération des formules du mouvement elliptique. 

J’ai entrepris depuis d’étendre à un système de corps qui agissent les 
uns sur les autres, d’une manière quelconque, l’Analyse qui m’avait 
réussi pour les variations des éléments des planètes, en l’appliquant 
aux formules générales que j’ai données dans la Mécanique analytique, 
pour le mouvement d’un système quelconque de corps; après plusieurs 
tentatives infructueuses je suis parvenu, non sans étonnement, vu la 
grande généralité des équations différentielles, à un résultat analogue 
à celui que j’avais trouvé pour les planètes, et dont celui-ci n’est plus 
qu’un cas particulier. Cette nouvelle Analyse, qui fait l’objet de ce Me- 


*) OEiwres de Lagrange, t, VI, p. 713. 
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moire, sera le complément de la Théorie de la variation des conslantes 
arbitraires, et pourra être utile dans plusieurs Problèmes de Mécanique. 

Quel que soit le système de corps dont on cherche le mouvement, et 
de quelque manière qu’ils agissent les uns sur les autres, on peut tou- 
jours réduire les variables, qui déterminent leur position dans respaee, 
à un petit nombre de variables indépendantes, en éliminant, au moyen 
des équations de condition données par la nature du système, autant de 
variables qu’il y a do conditions; c’est-à-dire, en exprimant toutes les 
variables, qui sont au nombre de trois pour chaque corps, par un petit 
nombre d’entre elles, ou par d’autres variables quelconques qui, n’étant 
plus assujetties à aucune condition, seront indépendantes. Cette réduc- 
tion supposée, le Problème mécanicjue consiste à déterminer chacune 
de ces variables par le temps; or j’ai donné, dans la seconde Partie de la 
Mécanique analytique, la forme générale des équations différentielles 
pour chacune des variables indépendantes dont il s’agit; de sorte que la 
solution du Problème m; dépend plus que de l’intégration de ces diffé- 
rentes équations difléreiitielles, qui sont essentiellement du second 
ordre, et qui sont plus ou moins compliquées suivant la nature du Pro- 
blème. 

Supposons que dans un Problème donné on soit |>arvenu h intégrer 
complètement les é([uations dont il dépend, mais en faisant abstraction 
de certaines forces qui agissent sur les corps dans une raison quelconque 
des distances, et qu’on peut regarder comme des forces perturbatrices 
du mouvement du système. A l’imitation de ce qu’on fait à l’égard des 
planètes, on peut réduire l’effet de ces forces, surtout si on les suppose 
très-petites, à ne faire varier dans la solution générale que les conslantes 
arbitraires introduites par les différentes intégrations; et, comme il doit 
y avoir deux constantes arbitraires à raison de chaque variable, puisque 
ces variables dépendent d’équations différentielles du second ordre, on 
peut faire en sorte que, non-seulement leurs expressions finies, mais 
encore leurs expressions différentielles, soient les mêmes que si les con- 
stantes dont il s’agit demeuraient invariables; de sorte qu’à chaque in- 
stant les lieux des corps dans l’espace, ainsi que leurs vitesses et leurs 
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directions, soient représentés par les mêmes formules, en ayant égard 
aux forces perturbatrices, que lorsqu’on fait abstraction de ces forces, 
comme cela a lieu pour les planètes. 

Kn considérant sous ce point de vue la variation des constantes arbi- 
traires, j’ai trouvé que la fonction qui représente l’intégrale de toutes 
les forces perturbatrices, multipliées chacune par l’élément de la dis- 
tance dont elle dépend, jouit aussi de la même propriété, que ses dif- 
férences partielles relatives à chacune des constantes arbitraires sont 
exprimées uniquement par des fonctions difïerentielles de ces mêmes 
constantes sans le temps; de sorte que l’on a, pour les variations de ces 
constantes, des équations différentielles qui ne renferment que ces con- 
stantes avec les différences partielles de la fonction dont il s’agit, rela- 
tives à chacune d’elles, comme dans le cas des perturbations des pla- 
nètes, forme extrêmement avantageuse pour le calcul des variations des 
constantes, et surtout pour la détermination de leurs variations sécu- 
laires. Ainsi cette propriété, que j’ai reconnue à l’égard du mouvement 
des planètes, a lieu, en général, pour tous les Problèmes sur le mouve- 
ment des corps, et peut être regardée comme un résultat général des 
lois fondamentales de la Mécanique. Elle fournit en même temps un 
nouvel instrument pour faciliter la solution de plusieurs Problèmes im- 
portants. 

Le Système du monde, outre les perturbations des planètes, auquel la 
Théorie de la variation des éléments s’applique naturellement, en offre 
encore un autre plus difficile, et susceptible également de la même 
Théorie ; c’est celui de la rotation des planètes autour de leur centre 
de gravité, en ayant égard à leur figure non sphérique et à l’attraction 
que les autres planètes exercent sur chacune de leurs molécules. En 
faisant abstraction de ces forces d’attraction, qu’on peut regarder 
comme des forces perturbatrices, le Problème consiste à déterminer le 
mouvement d’un corps solide de figure quelconque autour de son centre 
de gravité, lorsqu’il n’est sollicité par aucune force et qu’il a seulement 
reçu une impulsion initiale quelconque; et l’on sait que ce Problème, 
pour lequel d’Alembert avait donné le premier les équations différen- 
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tielles, a été résolu complètement par Euler. On a ici, comme pour le 
mouvement d’une planète dans son orbite, trois équations différentielles 
du second ordre entre trois variables indépendantes; par conséquent les 
expressions finies de ces variables doivent renfermer six constantes ar- 
bitraires qu’on peut regarder comme les éléments de la rotation, et dont 
trois tiennent à la rotation elle-même, et les trois autres sont relatives 
au plan auquel on rapporte la rotation, comme dans le cas du mouve- 
ment de translation. Ces éléments deviendront variables par l’action des 
forces perturbatrices, et la détermination de leurs variations est un Pro- 
blème dont la solution n’a pas encore été donnée, ni même tentée, que 
je sache, sous (;e point de vue général. Je me propose d’en faire l’objei 
d’un autre Mémoire; dans celui-ci je ne vais exposer que l’Analvse gé- 
nérale et applicable à tous les Problèmes de Mécanique. 


Formules générales pour la xuiriation des constantes arbitraires 
dans les Problèmes de Mécanique. 


1 . Soit un système de corps m, m\ .... qui agissent les uns sur les 
autres d’une manière quelconijue, et qui soient de plus sollicités par des 
forces accélératrices P, Q, . . . , P', Q', . . . tendant à des centres fixes ou 
à des corps mêmes du système, et proportionnelles à des fonctions quel- 
coiujues (les distances p, q,..., //, q',..., en sorte que les différenti(*lles 
Vdp, Qdq,..., ?'dp',... soient toujours intégrables. 

Soient x, y, s les coordonnées rectangles du corps m; x', y', z' celles 
du corps m',..., et soit 


T = 


dx^ -I- f/r’ -f dz^ d.r ■ + dy ^ + dz ‘ 

— jL — ni m' - 4 - . 

zdn 9.di‘ 


dt étant l’élément du temps supposé constant. 

Soit de plus 

V =r ^ l'pd'/) -f- I^Odg-h. . m-h ^ P'd// ■+■ j Q'dq' -t- . . . ^ m’ -+- 

C.ette quantité V sera aussi une fonction des coordonnées a?, y, s, x',y'. 



77f) SUR LA TIIRORIE GÉNÉRALE DE LA VARIATION 

z' puisque, en désignant par a, /3, y les coordonnées du centre de la 

force P, on a 

/? =: — a)’ + (r — P)' -H ( — y)% 

et ainsi des autres. 

2. Les conditions du syslcinc dépendantes de la disposition des corps 
entre eux, étant traduites en Analyse, fourniront autant d’équations de 
condition entre leurs coordonnées x, j, s, x\ y', z',..., par lesquelles 
quelques-unes de ces variables seront déterminées en fonctions des 
autres; de sorte qu’il ne restera qu’un certain nombre de variables in- 
dépendantes, par lesquelles la position du système sera déterminée à 
chaque instant. 

Désignons, en général, par r, s, u,... les variables indépendantes 
dont les coordonnées x, y, z, x', /, z',... seront des fonctions connues; 
il est clair que les quantités T et V deviendront aussi des fonctions de 
ces mêmes variables; et en particulier la quantité T sera une fonction 

de r, s, U,... et de leurs dérivées ••> que nous dénoterons, 

pour plus de simplicité, par r\ s\ mais la quantité V sera une 

simple fonction de r, s, u,.... 

3. Cela posé, j’ai démontré, dans la MécanUjue analytique [Partie II, 
Section IV {*)J, que ces variables fournissent autant d’équations difle- 
renlielles de la forme 




K 

f/ï r/V 

dt 

1 

4 

II 



ds' 

d 'Y d\ __ 

dt 

ds ds 

d^ 


du' 

d'Y d\’ _ 

dt 

du du 


( ) Celte citation, (jui se réfère à la première érlition de la {innlyiifjucj convient 

aussi à la deuxième édition. (2V««> de V Éditeur.) 
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11 est visible que ces équations seront toutes du second ordre, de sorte 
que les expressions finies de r, contiendront deux fois autant de 

constantes arbitraires qu’il y a de variables. Nous dénoterons ces con- 
stantes par a, h, c,f, g, h,.... 

4. Supposons maintenant que, le Problème étant résolu dans cet état 
et les expressions de r, m,... étant connues en fonctions de t et de a, 
b, on demande de résoudre le même Problème, dans le cas où 

les différents corps du système seraient de plus soumis à l’action de 

forces perturbatrices de la nature des forces P, Q mais dont les 

centres soient mobiles d’une manière quelconque indépendante du sys- 
tème. 

Désignons par — fi ce que devient la fonction V pour les forces 
perturbatrices dont il s’agit; il n’y aura qu’à mettre V — O à la place 
de V dans les équations précédentes, pour avoir les équations du mou- 
vement du même système altéré par les forces perturbatrices. 

Ces équations seront ainsi 

(Il 

^ ^ 

(ït (Ir dr dr 

yr 

(Il rfV _ (IQ 
dt ds ds ds ’ 

fdl 

“ dd' _dl dV_ dÜ 

dt du du du’ 


et, si l’on suppose que les mêmes expressions de r, s, u,..., ainsi que 
celles de r', s\ u' y satisfassent encore en regardant comme va- 

riables les constantes arbitraires a, h, c,f, g,..., la question sera réduite 
à déterminer ces variables d’après ces conditions. 

VI. 
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5. Nous ne considérerons ici que trois variables indépendantes, r, s, 
u; mais on verra aisément que l’Analyse est générale, quel que soit le 
nombre de ces variables. On n’aura donc entre ces variables que trois 
équations, qui, à cause que V ne contient point r', s', u', peuvent se 
mettre sous cette forme plus simple 


% 



f/R f/R 


“m- 

du' 


ds 


dt 


ds 


dtf 


d 


rfR ,, dil . 

ST ■= -du 


en faisant R = T — V. 

Dans ces équations, R est une fonction donnée de r, s, u et de r', s', u', 
et O est aussi une fonction donnée seulement de r, s, u, mais qui peut 
contenir encore d’autres variables dépendant du mouvement des centres 
des forces perturbatrices. 

6, Nous supposerons connue la solution complète de ces équations 
dans le cas où l’on fait abstraction des seconds membres qui dépendent 
de la fonction D; ainsi, pour ce cas, les valeurs de r, s, u seront censées 
connues en fonctions de t et des six constantes arbitraires a, b, c,f, g, h, 
et il s’agira de faire varier ces constantes de manière que les expressions 
finies de r, s, u, ainsi que celles de r', s', u', c’est-à-dire, de leurs dif- 
férentielles 

dt 

variation des constantes, satisfassent en entier aux mêmes équations, en 
ayant égard aux termes dépendants de Û. 

7, Dénotons par la caractéristique 5, comme dans le Mémoire sur la 
variation des éléments des planètes, les différentielles provenant de la 
variation des six constantes arbitraires a, b, c,f, g, h\ on aura par l’al- 
gorithme des différences partielles, en regardant r, s, u, ainsi que r', 


ds du 


dt' seulement à / et indépendantes de h 
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. dr J dr ,, 
or da + -rr do 

da do 


dr , dr dr , 


de 


^ ds J ds J, ds J ds J ^ ds , 


du 

da 


du 

Tb 


^ C(U f il€4> ,, du , lllA/ .y, (»fC> , \tL^ ff 

$u=~r-da + -rdb-i- de -i- — df+ dg+ -yj-, dh; 


<lf 

du 

W‘ 


dg 

du 

dg 


dr 

dh 

ds 

Ih 


dh, 

dh. 


du 

dh 
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ot de même 


àr' 


dr' J dr' ,, dr' , dr' , dr' , 
da^-^ db-^ dc+-^dj+-^dg 


da 


de 


dj^ 

dh 


dhy 


ds' , ds' ,, ds' , ds' ds' , ds'. 

— , — da —77- db “h —Y~~ de -4- -77; df -f- — dc^ - 4 - -77- dhy 

^(/ 


da 


db 

, , du' , du' ,, du' , du' du' , du' ,, 

ou'— da + -7^ db + de + -v>t df -h -v— dg + -jr- dh . 
rfa rfo </c dj dg ® 


de 


dh 


En regardant les constantes a, b, c,f, g, h comme variables en même 
temps que t, les différentielles de r, s, u seront ainsi 

r'dt 4- Sr, s'di -h ds, u'dt -r du; 

donc, pour que ces différentielles se réduisent à r'dt, s'dt, u'dt, comme 
si les constantes arbitraires ne variaient pas, il faudra que l’on ait 

dr — O, ds — O, du . o. 

8. Maintenant, si l’on considère l’équation 


. rfR dR . dil 

‘'s?-- **= rfF*’ 


il est facile de voir que, comme R est une fonction der, Met de r', s', u', 

rfR 

la partie de la différentielle de ^ provenant de la variation des con- 
stantes arbitraires sera simplement 


rf>R 

dr'^ 


dr' + 


dr'ds 


-,ds'. 


dr'du' 


du'. 
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à cause de $r = o, $s — o, ^u = o. Donc celle partie seule devra êlre 
égalée au second membre puisque Téqualion est censée satis- 

faite, sans cette partie et sans le second membre, par les mêmes valeurs 
de r, s, U, r', s’, u' en a, b, c,f, g, h que dans le cas où il n’y a que t 
de variable. 

On aura de cette manière l’équation 




èu' 


dil 

dr 


dt‘, 


et pareillement les deux autres équations donneront 


dr'ds' 


ar'4- 


rf'R 

ds"‘ 


5/4- 


f/»R 


ds'du' 


a«' 


dH ,, 

■ i ' u/j 

ds 


dr'du' ^ ds'du' 


âi'H- 


rf’R 

du'^ 


èu' 


du 


dt. 


Ces trois équations, jointes aux équations 

èr O, ès O, èu ~ o, 


renferment toutes les conditions du Problème, et serviront à déterminer 
les valeurs des nouvelles variables a, b, c,f, g, A en 
Le but de l’Analyse que nous allons exposer est simplement de réduire 
les valeurs des différentielles 

. da dh de df dg dh 

dT’ dï^ 57 ’ 57 ’ 57 ’ 57 


données par ces équations à des expressions qui ne renferment que les 
quantités a, b, c,f, g, h et les différences partielles de ü relatives à ces 
mêmes quantités, sans le temps t, comme nous l’avons fait pour les va- 
riations des éléments des planètes dans le Mémoire cité. 


dr 


9. En multipliant la première équation par ^5 et retranchant les 
équations 


èr O, ès = O, èu = o, 
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multipliées respectivement par 


fil’R dr' rf*R dr' rf^R dv' 
dr'' da ’ dr'ds' da ’ dr'du' da ’ 

je forme celle-ci 

dQ dr . d^^fdr. , dr' .\ d^R {dr , , dr ' , \ d>R (dr , , dr' , 
dr da dr'\da ' da J~^dr'ds'\da * da j tlr'du'\da da ^ 

J'aurai de même par les deux autres équations ces transformées 

dû ds , dH{ (ds . , ds' (ds . , ds' . \ d‘R [ds . , ds' . 

dï dd ^ “ diW \dd ~ th ^ d7^ \dd^^ ~ dd ''' dTdd^ \dd “ }k 


dÇl du 


/du 


du da^^ dr'du' \da 


du 

da 




d-R (du^, du' 

ds'du' \</a ^ da 


d^R /du. , du \ 

7-7- -rou' r-ou 

du ‘ \da da 


J’ajoute ces trois équations ensemble, et comme fi n’est fonction que 
de r, s, U, sans r', s', v!, il est clair qu’on a 


dQ. dr dQ ds dQ du _ dQ 
dr da ds da du da~ da 


On aura donc cette équation 

rf’R /dr 

dr'^ \(/a ' 


‘'“rffeÇîfÿ 3f - "s» 


da 


da 


da I du^'\da 


da 


d^W (dr ^ , d$ . , dr' . ds' . 

dr'ds' da ^ da ^ da ^ 


(dr . , du . , dr' . du' . 

ds du' \da da da da 


10 . J’y substitue maintenant les valeurs de 5r, âs, $«, dr', ds', du' 
données ci-dessus (7), et j’ordonne les termes par rapport aux diffé- 
rences da, db, de, df, dg, dh\ on aura une formule de cette forme 
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et il est d’abord facile de voir que le coefficient A sera nul par la des- 
truction mutuelle des termes qui le composent. On aura ensuite 

(MK Idr dr' dr' dr\ f/'' R / ds' ds\ d^R/dudu' du' du\ 
dr'\da ~db da db)^ ds'^ \da db da db] du' ‘\da db Ha dbj 

r/’R /dr ds' ds dr' dr' ds ds' dr\ 

dr’ds' \da db da db da db da db j 

fit’ R (dr du' du dr' dr' du du' dr\ 

^ dr'du' \da db ^ da db da db da db ) 

r/’R / ds du' du ds' ds' du du' ds\ 

ds'du' \da db da db da db da db ) 

lin changeant successivement dans celle expression de B la lettre b 
en c, /, g, h, c’est-à-dire, les diffcrentielles partielles relatives à è en 
pareilles différentielles relatives à c,f, g, h, on aura les expressions des 
valeurs de C, F, G, H. 

Comme R est une fonction donnée de r, $, u, r', s’, u\ et que ces quan- 
tités sont des fonctions supposées connues de t et de a, b, c,f, g, h, il 
est visible que les coefficients B, C, F, G, H dont il s’agit seront aussi 
des fonctions de t et de a, b, c,f, g, h. La question est maintenant de 
déterminer la nature de ces fonctions. 


11 . Pour cela on se rappellera que les fonctions r, s, u et leurs déri- 

sont telles qu’elles satisfont aux trois 


vees r — -r.f s = -v-? u 
dt dt 


équations 


■ dt 

dr' 

ds’ 

d\\ 


//R 

dr 


dt-. 


— dt — O, 
ds 


du! 


t </R . 


en y regardant les quantités a, b, c,f, g, h comme des constantes arbi- 
traires quelconques, et la quantité t comme seule variable. Ainsi, en 
donnant aux constantes a, b, c,... des accroissements quelconques $a, 
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àb, àc,... infiniment petits et constants, c’est-à-dire* indépendants de t, 
les équations différentielles qui en résulteront seront encore satisfaites 
par les mêmes valeurs de r, s, u et de leurs différences. 

Désignons de nouveau par la caractéristique $les différentielles de r, 
s, U, r', s', u' qui résultent des accroissements ôa, $c, $g, at- 

tribués aux constantes a, 6, c,/, g,h\ il est clair que, puisque R est une 
fonction de r, s, u et de r', s\ u', on aura, par l’algorithme des diffé- 
rences partielles, ces différences relatives à $ 


6 


à 


rfR 

dr 

dr' 


flfr» 


, rf’R - dHK . r/Mt , , 
or-f- ès + -r-y- du -f- y— .-r dr' -f- 

drds drdu drdr' 


//»R , , ^ . d^l\ 

drdr' '~^ dsdr' du dr' 


du 


(M\_ 

dr^ 


dr'- 


dr ds' 

rf»R 
dr' ds' 


ds' 


H- 


dr du' 

d^W 
dr' du' 


du', 


du'. 


Donc la première équation, différentiée suivant donnera 


drdr' 

rf’R 

dr‘ 


dr- 


dr 


riUt , JMl - , , f/^R 

dsdr' du dr' ^ dr'^ dr'ds' 


c/; 


r/»R , , f/Mt , , rf^R . , 

—, î- ds + y y- du H —y dr + y — ÔS 4- y — 

drds drdu drdr drds drdu 


dAdt 


O. 


De même la deuxième et la troisième donneront ces deux-ci 

(/4I 


,, r/'R , (/4{ , rfMl , 

d -T—,- dr-^-r-nàs-h -. — rr 5 m- 


drds' 


ds ds' 


( dn\ - dn\ , 


duds' 

dn\ d^ 

dsdu dsdr' 


(/‘R , , d^\ - , - , 

< 7 r't/î' ds'^ 


7’ R 
drdu' 


I </»R 

[drdu 


dr- 


dm 


dr- 


ds du 
7» R 

• J— ( 

ds du 


7<5s4- 




d»R 


du du' ^ dr'du' 

</4l . , A , 

-y— OM 4 - y T-}dr - 

du^ du dr 


rf'R , rf’R » , 

d'R - , d^R , ,\ 


t/»R , , , dm 
duds' ^ ^ dudu' 


ôu'j dl-=o. 


12. Si, au lieu des accroissements da, db, de, âf, dg, dh, on attribue 
aux mêmes constantes a, b, c, /, g, h d’autres accroissements infiniment 
petits et constants que nous désignerons par Aa, ùsb, ^c, A/, ùsg, Ah, et 
qu’on dénote par la caractéristique A les différences des fonctions r, s, 
u, r', s', u' qui en proviennent, on aura trois autres équations semblables 
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aux précédentes, dans lesquelles la caractéristique sera simplement 
remplacée par la caractéristique A. 

13. Qu’on ajoute maintenant ensemble les trois équations précé- 
dentes multipliées respectivement par Ar, Aj, Am, et qu’on en retranche 
la somme des trois pareilles équations, dans lesquelles le â est changé 
en A, après les avoir multipliées respectivement par dr, ^s, ^u, on aura 
cette équation 


^rd 




d>]{ 


d>R 


d~H 


d>l{ 


d^R 




(^R 

(/r’ 


f/’R 


+ Ai d 
— As 


d’R 

drds' 

d‘R 


Sr 


dr ds 

d»R 
ds ds’ 


(NI 
dr du 


, , d'K , , 

-Ar I or+ - 5 -r Oi-h — or ^ ès' + ^- ou' ) dt 


d‘R 

drds' 


£1. 

dr du' 


duds' 

- dm . dm 

drds ds^ dsdu 


d'R . rf’U . rf'R 

7 '5m 4- -T-rn àr' + -,- 7 - 
dr'ds' ds'^ 


d’R 


dm 


^^^%lrlk'^''^dsdu' 


os 


d’R 


dm 

ds dr' 

dm 


or' 


dm 

ds ds' 

dm 


dm 

ds' du' 
J’R 


ôm' 




dsdu' ) 

f/’R , ,\ 




^ n n ^ U 11 . , U II ^ , \ 

dudu' dr'du'^'^ "* ds'du' ^ du^ 


. i dm - dm . dm - r/^R , , (/mi , , «/Mt ^ \ , 

[drdu^’''^ dsdu'^^ ^ du^ ^ dudr'^’’ duds' dudü' 


, J dm . dm . (/Ml . dm . , d=R , , dm , , 


, / (/M{ , dm , (/’R 

( f/r' drdl^^^ dr du 


, (/’R , (/’R , f/’R . dm , , d'R * , 

d,-d7^''^ ^ (/i^ 


dsds' 


du ds' 


dr'ds' 


, / d’R . d’R . dm . dm . , dm . , é/’r 


dsdu' 


. fl’R . , «’R , , rf’R . A 

7Am')( 

) 


, dm . (/=R . d’R . dm . , (/>R , , dm . , 

■ ( drdu' 'If ^ fl'i '!>>' //fV»' 


dr'du' ds'du' 
'-Ar'- 


, / d’R . dm . d’R A , d'R . , d’R A , d'R a ,\j. 

[drdu dsdu ^ du’ dudr' duds' dudu' ^ 


14. Et, si l’on exécute les différentiations relatives à la caractéris- 
tique d qui se rapporte au temps t, qu’on efface les termes qui se dé- 
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truisent et qu’on ordonne les autres par rapport aux différentielles de R, 
on aura 

cf’R 

""SP» {àr dr' ~ $r ^r') 
d^H 

+ d (As 8s' — 8s As'-) 

,</’R 

</’R 

^ dr 'ds' ^^’’ ~ + As ôr' — 8s Ar') 

rf“R 

^ dr'du' A« 8r' — 8u Ar') 

rfiR 

^ d s 'du' ~ As') 

-ârAs) 

, rf’R 

-ôrAw) 

- as Ar) 

/ <^’R ,A ^ 

-asA«) 
ar -ôuAr) 

-awAs) 

•+• ^p 7 (Arrfâr' — SrdAr') 
rf'R 

4- ( As c? 3s' — 3s fi? As' ) 

rf’R 

-+• {Aud8u’— 8udAu' 

rf'R 

+ ( Ar 6 ? 3s' — 3r fi? As' 4 - As fi?3r'— 3s É?Ar') 


VI. 


99 
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-4- J - ( Ar d ô«'— àr d Aw'-l- àudSr'— àud Ar') 

dr'du* ^ 

+ f. : (Ai dàu'— ôs rfAtt'-t- àudès'— Sudàs') 
ds du' 

//ifi 

-4- - y — y-, (Ar d 8r — 8r d Ar — ArSr'dt -4- ôr Ar' <//) 
orar' ' 

-4- - J— J —, (Ar rfôi — §r dAs — Ai ôr' rf/ -+- ôi Ar' dt) 
dsdr' ' 

-4- [Ardèii — Srd Au — Auôr' dt + àuAr'dt) 

+ - (Ai dèr — às d Ar ' — Ar ès' dt ■+■ èr Ai' dt) 

drds 

+ -y-^, (As dos — âs d As — As ôs' dt-+- ds As' dt) 
dsds' 

^lU 

-4- -7—,- (Ai ddu —■ ds d Au — Au ds' dt -4- du As' dt) 
du ds ' 

-4- (Auddr — dudAr — Ardu' dt -h dr Au' dt ) 

-4- ■ ■ ■ - ■ ■ , (Au dos — dud As -• Ai du'dt 4- ds Au' dt) 
dsdu 

-4- -T - y -, (Auddu— du d Au — Audu' dt + duAu'dt) --- o. 
du du 

15. Si maintenant on fait attention que r'dt — dr, et par conséquent 

dr'dt = ddr - ddr. 


à cause de l’indépendance des caractéristiques d et et par la même 
raison 


ainsi que 


ds'dt — d ds, du' dt =r-ddu, 

Ar'dt — dAr, As'dt = dAs, Au'dt—dAu, 


^/*R (/^R 

on verra d’abord que les coefficients de ? ds ds' ^ düdü! détruisent 
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d’eux-mêmes, et que le premier membre de l’équation devient intégrable 
par rapport à ce qu’on ne pouvait pas espérer. 

L’équation intégrale est ainsi 


d^R 

dr'-‘ 


(Ar — èr Ar') 


H- 




( A^ — às A^' ) 


4- (Amôw'— âw Aw') 


4- (Ar 5 m' 4 Awâr'— àrAu'-- 5a Ar') 

^2R 

4^ (As 5a' 4- Aa5s' — 5s Aa' — 5a As' ) 


/ rf^R 

^ \dsdr' 

[dudr' 
( rf»R 

\duds' 




la quantité K étant une constante par rapport à t, et qui peut être par 
conséquent une fonction de a, b, c,/, g, h et de leurs différences rela- 
tives aux caractéristiques à et A. 

A l’égard des valeurs des différences ùr, h, àu, dr\ às', ^u\ il est fa- 
cile de concevoir qu’elles doivent être exprimées comme celles du n" 7, 
mais en y changeant les différentielles da, db, de, df, dg, dh en $a, âb, 
§c, ^/, âg, ôA. Il en sera de même des différences Ar, As, Au, Ar', As', Au', 
en changeant da, db, de, dj, dg, dh en Aa, Ab, Ae, Af, Ag, Ah. 

16. Comme ces différences èà, §b, âc, §/, âg, §h, ainsi que Aa, Ab, Ae, 
Af, Ag, Ah sont constantes, c’est-à-dire, indépendantes de t et absolument 

99- 
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arbitraires, i’équation précédente subsistera toujours, quelques valeurs 
qu’on leur donne. Supposons d’abord 

A6 = 0, Ac — O, A/ =0, ^g= O, AA — o. 


ensuite 


on aura (7) 


èa 


3c = O, èf - 


àg = O, èh z=z O, 


Ar 


Af' 


èr 


dr 

da 

da 

ÉL 

db 


La, 

La, 

àb, 


Ls : 


Ai': 


ds . . du . 

■J- La, Lu = -J- La, 
da da 

ds‘ 


^La, Lu'= 
da 


Ss = ~ èh, 
do 


du - 


du' 

da 

du 

db 


db. 




§u'=^èb; 

db 


et, ces valeurs étant substituées dans l’équation intégrale ci-dessus, on 
aura, après avoir effacé le facteur commun Laâb, 


-f- 


d’R / 

dr 

dr' 

dr dr^\ 




rfc'» \ 

'da 

db 

db da J 




rf’R / 

'ds 

ds' 

ds ds'\ 




ds'^ \ 

da 

db 

db da ) 




</»R / 

'du 

du' 

du du'\ 




du'^ \ 

^^da 

db 

db da ) 




rf’R / 


ds' 

ds dr* 

dr ds' 

ds 

dr' 

dr'ds' \ 

^da 

db 

da db 

db da 

db 

da 

</’R / 


du' 

du dr' 

dr du' 

du 

dr' 

dr'du' \ 

^da 

db 

da db 

db da 

db 

da 

É?'R / 

'ds 

du' 

du ds' 

ds du' 

du 

ds' 

ds'du' \ 

^da 

db 

da db 

db da 

db 

da 

/ rf=R 


û?»R 

\ ( dr ds 

dr ds\ 



\(/i dr' 


drds 

7)\dâ Wb 

db da ) 

1 


( </>R 


rf>R 

\ [dr du 

dr du\ 

1 


\dudr' 


drdu' ) \da db 

db da ) 

1 


/ rf»R 


d‘R 

, \ ( ds du 

ds du} 



\duds' 


dsdu'J \da db 

db da J 

) 



I 
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Je désigne par le symbole (a, h) une quantité constante relativement 
à t, et composée des constantes a, b, g, h, laquelle sera égale à ce 
que devient le premier membre de l’équation lorsque, après la substitu- 
tion des valeurs de r, s, u et de leurs dérivées r', s\ u' en fonction de t 
et de a, b, c, f, h, on y fait t — o, ou bien on en rejette tous les 
termes dépendants de t. 

17. Or on voit que les premiers termes de cette équation coïncident 
avec ceux de l’expression du coefficient B du terme làdb dans la valeur 

de (10). Ainsi, en substituant B à la place de ces termes, on aura 

simplement 

J. / ^i’R \ / dr ds dr ds\ 

~^\dsdr' drds'j \t/a db db daj 

I rf’R J’ R \ / dr du dr du\ 

\dudr' drdu'j \da db db daj 

/ J’R \ / ds du ds du\ . 

^\duds' dsdu'j \da db db da) ~^^* ’ 

d’où l’on tire 

J, . . , / </’R (/'•‘R \ ( dr ds ds dr\ 

dsdr' ) \(/a db da db) 

/ (/’R ^’R \ l dr du du dr\ 

\drdu' dudr' ) \da db da db) 

I rf’R d^^ \ I ds du du ds\ 

\dsdu' duds' ) \da db da db) 

18. Supposons ensuite dans les valeurs de 5r, h, ^u, $r', às', les 
différences §a, ^b, ^/, ^g, nulles; on aura 

§r de, ds de, du = de, 

de de de 

. dr' . * , , du ' . 

dr'—-j—de, ds = -y-de, du' = -y— de. 
de de de 

En substituant ces valeurs dans la même équation générale, et conser- 
vant les valeurs précédentes de Ar, Aÿ, Au, Ar', A/, Au', on aura, en 



790 SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DE LA VARIATION 

effaçant le facteur commun cette autre équation 


rf»R , 

/ dr 

ûrL. 

dr 

dr'\ 

dr''' 

\da 

de 

de 

da ) 

rf»R 

( ds 

ds' 

ds 

ds'\ 



de 

de 

dâj 

d’R| 

(du 

du' 

du 

du'\ 

du’'' 

\da 

de 

de 

da J 


-f- 




d'l\ j 

(dr 

ds' 

Éi 

dr' 

dr 

ds' 

ds 

dr'\ 1 

dr'ds' ' 

\da 

de 

^ da 

de 

de 

da 

de 

da ) 1 

</’R , 

(dr 

du' 

du 

dr' 


du' 

du 

dr’\ 1 

dr'du' 

\da 

de 

da 

de 

de 

da 

de 

da) / 

d'K 

( ds 

du' 

du 

ds' 

ds 

du 

du 

ds'\ 1 

ds'du' ' 

\da 

de 

da 

de 

de 

da 

de 

da]\ 


/ rf»R 
\dsdr' 


=r (fit, f). 


dn\ 

drds' 


dr ds 
da de 


dr ds 
de da 


l ct’R rf’R \ Idr du dr du 
\dudr' drdu'j \da de de da 




rf’R 


du ds' ds du' 


ds du 
da de 


ds du\ 
de da) 


La quantité désignée par le symbole (a, c) exprime la valeur de la 
formule qui forme le premier membre de l’équation lorsque l’on y fait 
/ — O ou qu’on rejette tous les termes indépendants de t', et l’on voit 
(jue cette quantité répond à celle qu’on a désignée par le symbole (a, h) 
en ce que la lettre e est partout à la place de b. On voit aussi de la même 
manière que les premiers termes de cette équation'forment la valeur du 

coelficient C du terme Cofc de l’expression de ainsi l’on en peut 

déduire la valeur de ce coefficient exprimée de cette manière 


C — {cif c) -f- 


(/’R 

rf»R X/dr 

ds 

ds 

dr 

dr ds' 

dsdr' }\da 

de 

da 

de 

</»R 

rf’ R \ / dr 

du 

du 

dr 

dr du' 

dudr' ) yrffit 

de 

da 

de 

rf’R 

</’R \ 

du 

du 

ds 

dsdu' 

duds' } \da 

de 

da 

de 
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Comme cette expression de C résulte de celle de B, en y changeant 
simplement h en c, on aura pareillement celles de F, G, H, en changeant 
successivement b en /, g, h. 

19. Ainsi la valeur de dt (10) deviendra, par ces substitutions, 
^ dt = {a,b)db + {a,c)dc -^{a,f)df {a,g)dg^ {a,fi)dli 


4- 


-4 


rf’R 

fi’R ^ 

1 dr 

drds' 

ds dr' j 

' da 

rf>R 

fi’R ' 

V ds 

dr ds' 

dsdr' J 

1 da 

fi’ R 

fi’R \ 


drdu' 

dudr'j 

da' 

fi’ R 

fi’R \ 

du 

dr du' 

dudr'j 

' da 

fi’R 

fi’R ^ 

, ds 

dsdu' 

du ds' j 

' dd 

fi’R 

fi’R ^ 

. du 

dsdu' 

du ds' j 

' da 


' ji dr J dr dr 

- db + -j- de -JT. df+ -T- 

dc dj dg 




i ,, du , du du , du ,, 

-db -y-dc -Tndf r -r ds^ -f- -jr dn 

► de df ^ dg ^ 


ds 


ds 

df 


„ as , as JJ, as , as j. 
db 4- ^dc 4- ^df+ -jj-Jg^. ^i-dh 


ds 


dh 

ds 


d/l 


20. Si maintenant on sc rappelle que les équations $r — o, âs= o, 
^u = o du n® 7 donnent 


dr „ dr , dr dr , dr ,, dr , 

-rrdb -\- -Y- de -4 -JT. df 4- dg + -Yf dh — j- da, 

db de df ■’ ® dh da 


db 

du 

db 


de 

du 

de 


dg 
ds 

df"-f ' dg"^ ‘ dh 

du „ du , du du , du ,, du , 

_ * H- ^ rf/ ^ + JJ rfA = - 3 - rf». 

dü 


ds J, ds , ds ds , ds ,, ds , 
^db-h- ^dc-i- ■;jj.df-^ ^-dg+ dh.^- -^da. 


on voit tout de suite que celte expression de dt se réduit à la forme 
très-simple 


^dt -{a, b)db + {a,c)dc -h {a,f)df + {a,g)dg + {a, h)dh; 
da 
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et de là, par l’analogie qui règne dans nos formules, on pourra déduire 
immédiatement les expressions de ^ dt, en changeant 

simplement a en b, c On aura ainsi, en observant que la valeur 

de (a, b) ne fait que changer de signe par le changement de a en ^ et 
b en a, et qu’il en est de même des valeurs de tous les autres symboles 

dt — — (a, b) da.-h [b, c) de H- {b,f) dj -f- [b, g)dg + {b, h) dh, 
^dt=- {b, c) db — (a, c) da -h {c,f) df -4- (c, g) dg 4- (c, h) d/i, 

{b,f) db — {c,f) de - («,/) da -H (/, g) dg + (/, A) dh, 

{b, g) db - (c, g) de - {f, g) df - {a, g) da + {g, h) dh, 
[b,h)db- (c, h) de — (f, h) df — {g,h) dg - {a, h) da, 

formules entièrement semblables à celles que nous avons trouvées dans 
le Mémoire sur la variation des éléments des planètes (6), et qui n’en dif- 
fèrent que par la valeur des symboles [a, b), [a, c), [b, c),.... 

21. A l’égard de ces valeurs, il est bon d’observer qu’elles ne dé- 
pendent pas de la fonction R elle-même, mais seulement de ses diffé- 
rences partielles relatives à r', s', u'\ de sorte que, comme on a supposé 
B = T — V (5), et que V n’est fonction que de r, s, u {2), on aura sim- 
plement 

d^ ^ï^ dn_dT dK dT 
dr' dr' ’ ds' ds' ’ du' du' ’ 

par conséquent, dans les expressions des valeurs dont il s’agit, on 
pourra mettre partout T à la place de R. 


dQ, 

df 

dü 

dg 

dü 

dh 


dl=z- 


dt = — 


dt. 
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De cette manière on aura, en général, pour un symbole quelconque 
(a, J), 

, . d}T t dr dr' dr' dr\ 

\^9 J 

d^T ! ds ds* . ds ds\ 
ds'^ \da db da db ) 

rf*T /du du' du' du\ 

^ du'^ \da db da db J 


d^T I 
dr'ds' \ 

d^T / 
dr'du' \ 

_u { 

ds'du' \ 

( d^T 
\dsdr' 



( 

\duds' 


dr 

ds' 

ds 

dr' 

dr' ds 

ds' dr^ 

da 

db 

^ da 

db 

da db 

da db ^ 

dr 

du' 

du 

dr' 

dr' du 

du' dr 

da 

db 

da 

db 

da db 

da db 

ds 

du' 

du 

ds' 

ds' du 

du' ds' 

da 

Tfb' 

^ da 

db 

da db 

da db 


d^T \ /dr ds ds dr\ 

drds' / \da db da db) 

</’T \ / dr da du dr\ 

drdu' j \da db da db) 

J’ T \ / ds du du ds\ 

dsdu' ) \da db da db)' 


en faisant t = o, ou bien en rejetant tous les termes qui contien- 
draient t, après la substitution des valeurs de T et de r, s, u en fonction 
de t, a, b, c,f, g, h. 

22. On voit aussi, par cette formule, comment on pourrait l’étendre 
au cas où il y aurait un plus grand nombre de variables indépendantes. 

A l’égard de la fonction T, elle n’est autre chose que la moitié de la 
somme des masses multipliées chacune par le carré de sa vitesse, c’est- 
à-dire, la moitié de la force vive du système exprimée en fonction des 
variables indépendantes et de leurs dérivées relatives au temps. Ainsi 
notre Analyse a toute la généralité et la simplicité qu’on peut désirer. 

23. Lorsqu’on aura trouvé les valeurs de tous les symboles (a, b), 

{a, c), {b,c),.. . en fonction des constantes a,b,c on aura autant 

d’équations de la forme de celles du n® 20, par lesquelles on pourra dé- 

VI. ‘oo 
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terminer les variations de toutes les constantes par les procédés ordi- 
naires de l’élimination, et il est clair que l’on aura pour chacune de ces 
variations des formules de la forme 


da 

dr 


, dù .,dQ „ dÙ , 

L -J - -f- M - jT- - 1 - N -j- + . 

da db de 


dans lesquelles les coelficients L, M, N,... seront de simples fonctions 
de a,b,c,... sans l, comme on l’a vu dans le Mémoire sur la variation des 
éléments des planètes; et l’on aura les variations séculaires en n’ayant 
égard, dans le développement de la fonction D, qu’aux termes non pé- 
riodiques. 


24. Dans le cas des perturbations d’une planète, ses trois coordon- 
nées x,y, Z sont indépendantes l’une de l’autre, et on peut les prendre 
pour les variables r, s, u. On aura alors 


T 


m 


dx- -i- dr'^ -f- dz^ 
2dt^ 


-- -fs” -t- 


d’où l’on lire 


</’T 




f/’T 

dr'-‘ 

w, 

ds’-‘ 

m, 

dd- 

d^T 


d^l 


d^T 

dr'ds' 

r - 0, 

dr'du' 

-- 0, 

ds' du' ' 

f/^T 


f/^T 



dsdr' 

-:0, 

dudr' 

- 0, . . 



L’expression générale de {a, b) devient ainsi 

/ dr dr' dr' dr ^ ds ds' ds' ds du du' du' du\ 

\da db da db da db da db ^ da db da db 


laquelle s’accorde avec celle du n® 6 du Mémoire cité, en y changeant 

dx dr dz 
di^ di' dt 


r, s,u^ï\x,y, Z, tir', s', u'en et effaçant le facteur m 


qui est la masse de la planète, parce que, les quantités T, V et û se trou- 
vant toutes multipliées par m, ce facteur disparaît de lui-même des 
équations 'différentielles. 
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Pour le mouvement de rotation, nous avons donné dans la Mécanique 
analytique l’expression de T en fonction des angles (p, m, à la place 
desquels il n’y aura qu’à substituer r, s, u. 


ADDITION. 

25. Depuis la lecture de ce Mémoire j’ai observé que l’équation inté- 
grale trouvée dans le n° 15 pouvait sc réduire à cette forme simple 

. , JR . - </R , , JR • . . JR , . JR , . JR ^ 

-»rA;p - o.A -3«Aj^, : K, 

et j’ai reconnu qu’il était possible de la déduire directement des trois 
équations dilTérentielles 

, JR JR „ 

, JR JR ,, 

, JR Jlt , 

J (Ut O, 

(lu (lu 

par le seul jeu des caractéristiques 5 et A, et sans exécuter les difléren- 
tiations relatives à d. 

En effet, si l’on ajoute ces équations ensemble, après les avoir multi- 
pliées respectivement par Ar, A^, Aa, on a 


. , JR . , JR V J (dR . 

+ A.rfy + Aud-j^, - (^-^Ar 


JR . ^R A \ J, 

4- -, Ai I- - J Am ) (U -- O. 
ds du / 


Or 


A j/a dR\ JR .. 

^''^dF ^ Jr' ) “ Jr' 


Mais nous avons déjà vu que dAr — Ar’dt (numéro cité) ; ainsi l’on aura 
A ,dR JR\ 


100 . 
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et de même 



Substituant ces valeurs dans l’équation précédente, on pourra lui 
donner cette forme (puisque R est une fonction de r, s, u, r', s', u') 


, , . r/R A A 


ds' 


ARrf/ 


On trouvera pareillement, en changeant la caractéristique A en 5, 


. r/R ^ r/R r/R . , 

d { àr -7— H- os ~r-r -t- ârr ] — âR dl ■ o. 
dr' ds! du' 


Maintenant, si l’on affecte tous les termes de la première équation de 
la caractéristique 5 et ceux de la seconde de la caractéristique A, et 
qu’on regarde les variations Ar, As, Am comme constantes à l’égard de la 
caractéristique ainsi que les variations ^r, $s, §m, comme constantes 
a l’égard de la caractéristique A; que de plus on se souvienne que le d 
n’a rapport qu’au temps /, et est par conséquent indépendant de $ et A, 
on aura ces deiwc équations-ci 

(îARrf/ =3 O, 

AÔRrf/ =: O. 


j/j » «^K » A “fR , A <IK\ 


Or, puisque les deux caractéristiques (J et A sont indépendantes entre 
elles, en supposant les variations de r, s, u, r', s', «' relatives à ces ca- 
ractéristiques aussi indépendantes les unes des autres, il est clair qu’on 
aura 

ÔAR r^- A8R. 

Donc, retranchant les deux équations l’une de l’autre, on aura une 
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équation intégrable relativement à /, et dont l’intégrale sera 


. 5 </R A s 


-!- Ai/ô -, -7 
du 


3rA 


rfR 

dV 


&A 


t/R 

dl 


du A 


f/R 

du' 


K, 


qui est la même que celle que nous avons déjà trouvée. 

Mais, quoique cette Analyse soit bien plus simple que celle du Mé- 
moire, parce que les différentiations n’y sont qu’indiquées, elle peut 
néanmoins laisser quelques doutes dans l’esprit, à cause de la supposi- 
tion que nous y avons faite de l’indépendance des variations de r, s, u, 
r\ s\ u' relatives aux deux caractéristiques à et A, tandis qu’il n’y a à 
la rigueur d’indépendantes que les variations àa, et Aa, Ab, 

Ac,. .. C’est pourquoi l’entière Analyse, quoique beaucoup plus longue, 
ne doit pas être regardée comme inutile, puisqu’elle peut servir à mettre 
notre Théorie à l’abri de toute objection. 

26. Au reste, d’après la forme que nous venons de donner à l’équa- 
tion intégrale, on peut simplitier les expressions des symboles {a, b), 

{a, c), En effet il est facile de voir qu’en regardant directement R 

comme fonction Ac, et, b, c,..., et substituant T à la place de R, comme 
nous l’avons fait (21), si l’on suppose, pour abréger, 

f/_T _ _f/T _ _f/T „ 
dr' ’ ds' ~ ’ au! " ’ 


on aura, par l’algorithme des différences partielles, 

il iîï'L _ PL ^iiPLL il 

da db da db ^ du db db da db da db du ’ 

et ainsi des autres symboles, en changeant seulement les lettres a, b 
en c, /, g, h, où l’on rejettera après les substitutions tous les termes 
qui contiendront le temps t, ou bien On y fera t — o, pour que les va- 
leurs de ces symboles ne dépendent que des constantes arbitraires a, b, 
cj, g, h. 

On voit aussi, par cette forme que nous venons de donner aux ex- 
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pressions des symboles, comment elle peut s’étendre à un plus grand 
nombre de variables s, t, u,..., et de constantes arbitraires a, b, c,/, 
g, h 

27. Je ferai encore ici une autre observation importante. On sait que 
la loi de Mécanique appelée la conservation des forces vives a lieu dans 
tout système de corps liés entre eux d’une manière quelconque, qui 
agissent les uns sur les autres par des forces proportionnelles à des 
fonctions des distances, et sont en même temps soumis à des forces 
étrangères dirigées vers des centres fixes et proportionnelles aussi à des 
fonctions des distances aux centres; mais elle cesse d’avoir lieu, si les 
forces étrangères ou quelques-unes d’entre elles tendent a des centres 
mobiles et indépendants du système. 

Cependant on peut démontrer par les formules de ce Mémoire que 
les variations de la force vive du système, produites par ces sortes de 
forces que nous regardons comme des forces perturbatrices, ne peuvent 
jamais croître comme le temps, mais doivent toujours cire périodiques, 
si les mouvements des corps du système sans les forces perturbatrices, 
ainsi que ceux des centres de ces forces, sont simplement périodiques; 
et ce résultat a lieu en ayant égard non-seulement aux premiers termes 
dus aux forces perturbatrices, mais aussi h ceux qui contiendraient les 
carrés et les produits de ces mêmes forces. 


28. En effet les équations du système sans les forces perturbatrices 
sont de la forme (5) 


,dR nfR ,, 

(1 (it --- O, 

dr dr 


, fl?R rfR , 


, rfR JR , 



quel que soit le noAibre des variables r, s, u,... 
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En ajoutant ensemble ces équations, après les avoir multipliées res- 
pectivement par r' = s' = u' = , on a 


r'd~ 

dr' 


I- s'd 


dix 

ds' 


IJ 




dK , 

-Z- dr 

dr 


rfR , du , 

-J- ds — . - du — 

ds du 


' O, 


Or la première partie de cette équation peut se mettre sous la forme 


d 



r/R 

ds' 


r/R 

du‘ 


II' -1 


dr' M "* ■ 


Donc, puisque R ne contient d’autres variables que r, s, r\ s’, 
II',..., l’équation prendra cette forme 


^/R 

dr' 


f/H , d\\ 

5' 

ds' ' du' 


f/R 


dont l’intégrale est 


</R , </R , 

dr' '■ ds' ^ 


d\\ 


du' 


, U - 


R ; - 


a étant une constante arbitraire. 

Or R T —V (5); et, comme V n’est censé contenir que r, s, u,. . 
sans r', s', u’,..., l’équation précédente devient 


dT 

d? 



dT , 
du' “ 


-T-hV. fl. 


Mais, ta quantité T étant exprimée en fonction de r s, u et de r', s', 
u', . . . , il est facile de voir qu’elle ne peut être qu’une fonction homogène 
de deux dimensions de r', s', u',..., et qu’ainsi on doit avoir, par la 
propriété connue de ces sortes de fonctions. 


dr' 


rfT , rfT , 
ds' ^ du' “ 


1- . 


9. T. 


De sorte que l’équation qu’on vient de trouver se réduira à 


T-i-V=a, 
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laquelle exprime la loi de la conservation des forces vives. [Voyez la 
cinquième Section de la seconde Partie de la Mécanique analytique, 
Article IV (*).] 


29. Lorsqu’on a égard aux forces perturbatrices, les équations des 
mouvements du système sont (5) 


- f/R 


d 


^R 

ds' 


, f/R 
du' 


f/R , 

— - dt : 

(Ir 


dil - 


dR , c/a. 

— dt i:- - dt. 
ds ds 


du 


(m 

du 


dt, 


et, en faisant sur ces équations les mêmes opérations, on aura, au lieu 
de l’équation T -h V = a, celle-ci 

_ , ■ ridO. , f/12 , f/12 , \ 

T + V=.„+j [j-dr+ 

dans laquelle la quantité 

f/12 , f/12 , f/12 , 

• ,-dr — r~ (ts du . 


n’est pas intégrable, parce que la quantité Q est en même temps fonc- 
tion de r, s, U,.. . et des variables qui dépendent du mouvement des 
centres des forces perturbatrices. 

Ainsi, dans le cas des forces perturbatrices, la constante arbitraire a 
de l’équation T — a devient variable, et l’on a 


, f/12 , f/12 , f/12 

da = dv -h -j-ds + - 

dr ds du 


du H- 


La force vive du système (1) étant exprimée par aT, elle sera égale 
à aa - aV; mais la quantité V est une fonction donnée des variables 
qui déterminent la position instantanée des corps dans l’espace. Donc les 


(*) Dans la deuxième Édition, seconde Partie, Section V, n® 22. [Note de l’Éditeur. ) 



DES CONSTANTES ARBITRAIRES. 


801 


variations de la constante, arbitraire na seront celles que la force vive 
éprouve par l’action des forces perturbatrices. 


30. La quantité 


rfû , dQ. , 
-r-dr-^-r^s 
dr ds 


Æ 

du 


du-¥ . . . 


n’est autre chose que la différentielle de O, en ne faisant varier que les 
quantités r, s,u,... qui appartiennent au système; et, comme ces quan- 
tités sont censées connues en fonction du temps t, la quantité dont il 
s’agit peut être regardée comme la différentielle de iî par rapport au 
temps t, en tant qu’on n’a égard qu’aux variables relatives au système. 
Or les équations différentielles du mouvement du système ne renfer- 
mant point le temps fini t, mais seulement sa différentielle dt, parmi les 
constantes arbitraires que les intégrales de ces équations doivent con- 
tenir, il y en aura nécessairement une qui se trouvera ajoutée au temps 
fini t. 

Ainsi, en nommant c cette constante, les expressions finies de r, s, . 
seront fonctions de t -+- c. Donc la différentielle de li relative à t, en tant 
que t entre dans les expressions de r, s, u,.,., sera la même que la diffé- 
rentielle de O relative à c; d’où il suit qu’on aura 


dil J dil J dû , 

dr + -,-ds+ -J- du -i- 

dr ds du 


dû 

de 


dt. 


Par conséquent on aura sur-le-champ cette équation relative aux varia- 
tions des constantes arbitraires a et c 


Cette expression de la variation de la constante arbitraire a est très- 
remarquable par sa simplicité et sa généralité, et surtout parce qu on y 
parvient à priori, indépendamment de la variation des autres constantes 
arbitraires. 

31. Cela'posé, je vais prouver que la valeur variable de a ne peut 
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‘contenir aucun terme non périodique de la forme K/; car pour cela il 

dcL 

fajjdrait que ^ contînt un terme constant K. Or, la fonction O ne con- 
tenant par l’hypothèse que des quantités périodiques, il est impossible 
que la différentielle ^ 

Si l’on veut avoir égard aux secondes dimensions des forces perturba- 
trices, il faudra tenir compte, dans la valeur de iî, des variations des 

constantes arbitraires a, 6, c, /, g Pour cela on suivra un procédé 

analogue à celui des n“ 10 et 1 1 du Mémoire sur la variation des éléments 
des planètes, et l’on parviendra à un résultat semblable, vu que les dif- 
féi'ences partielles de O relatives aux constantes arbitraires sont expri- 
mées de la même manière par les symboles [a, b), [a, c),..., comme on 
l’a vu plus haut (20). 

32. Dans l’orbite des planètes autour du Soleil, T devient 

dx‘ -1 dr^ dz^ 

m y- , 

2 dl‘ 

et V devient 

tn ( I -!- ni) 

J 

r 

r étant le rayon vecteur de la planète m, et la masse du Soleil étant prise 
pour l’unité. Alors la constante a devient 

ni { I H- m ) 
a 

a étant le grand axe de l’orbite, comme on le voit par l’équation rap- 
portée dans le n” 8 du Mémoire cité. 

Ainsi le Théorème sur la variation du grand axe n’est qu’un cas par- . 
ticulicr de celui que nous venons de démontrer. 

33. Dans la rotation d’un corps solide, on a [Mécanique analytique, 
Partie II, Section VI, Article 40 (*)] 


contienne un terme non périodique K. 


T — i (Ap’ -t- Bg’ -f- G/’*) — F^r — Qpr — Vipq, 


(*) Dans la deuxième Édition, seconde Partie, Section IX, n"21. [Note de l’Éditeur.) 
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p, q, r étant les vitesses de rotation autour de trois axes perpendicu- 
laires entre eux, et A, B, C, F, G, H étant des constantes dépendantes de 
la figure du corps et de la position des trois axes; et, si l’on nomme p la 
vitesse de rotation autour de Taxe instantané de rotation, et X, p, v les 
angles que cet axe fait avec les trois axes des rotations p, q, r, on a 
[Section citée. Article 45 (*)] 

j?r=pcosX, q-.-pcosp., r--pcosv. 

La force vive aT sera ainsi 


(a cos^X + B cos’pi-i-G cos’v — 2F cosf* cosv — 2G cosXcosv — 2II cosXcos/^Jp^ 

Donc, s’il y a des forces perturbatrices, la valeur de p ne pourra jamais 
être sujette à une variation croissante comme le temps, en ayant même 
égard aux secondes dimensions des forces perturbatrices. 

Ce résultat s’applique naturellement à la rotation de la Terre et des 
planètes, en tant qu’elle peut être altérée par l’attraction des autres 
planètes. 


34. Je dois ajouter, relativement à l’analyse du n" 25, qu’on peut la 
rendre rigoureuse en formant d’abord l’équation 


A/’ ( (là — d dl] — §r ( (/A 
ar dr 


^/R . t/R 


dr' 


dr 


dl 




A„ 




I J rfll c?R , 
du ( f/A -7-7 — A -7— ai 
du du 


)^o, 


qui se transforme aisément en celle-ci 


_r / A ^ A s A i i A A 

( Ar ô -1- As 5 4- Am <5 ^7 — àr A -r-7 — ^s A 




du' 

rfR 


dr' 


ds' 

rfR 








dt — O. 


( * ) Dans la deuxième Édition, seconde Partie, Section IX , n" 29. ( Note de V Éditeur. ) 

loi . 
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Or, B étant une fonction des variables r, s, m, r',..., il est facile de voir, 
par le développement des différentielles marquées par A et que les 
deux formules 


Arà -j- + àsà -r- 4- àuà 1- \r'à-rr 

dr ds du dr 


5, . rfR . </R , - </R . c?R 

dr A -7— 4- 85 A + A -T h àr' A -7-.- 4- . . 

dr ds du dr 


sont identiques. Donc il reste l’équation intégrable 




dli 


^/R 


+ A5d^4-A«a~-o>A 


ds' 


du' 


dR 

dr' 


85 A 


rfR 

ds' 



— O. 


dû 


35. Enfin, si dans l’expression de du n° 20 on substitue les va- 


leurs des symboles (a, b), (a, c),... données dans le n“ 26, et qu’on 
dénote, comme dans le n“ 7, par la caractéristique ô les différentielles 
provenant uniquement de la variation des constantes a, b, c, on 
aura l’équation 


dû , dr ^dT ds . dT du . rfT 

da da dr' da ds' da du' 


d 


dj 

dr' 


da 


dr 


, dT dT 

ds' . '^du'. 

— j — 85 i — 8 m, 

da da 


OÙ le t devant disparaître du second membre y peut être supposé tout ce 
que l’on voudra. 

On aura autant de pareilles équations- qu’il y a de constantes arbi- 
traires, en changeant successivement a en b, dans les différences 

partielles. 

C’est là, ce me semble, ce que l’Analyse peut donner de plus simple 
sur la variation des constantes arbitraires dans les Problèmes de Mé- 


canique. 
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SUPPLÉMENT AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT. 


L’objet de ce Supplément est de montrer comment la formule du n® 35, 
qui renferme toute la Théorie de la variation des constantes arbitraires, 
et à laquelle je ne suis arrivé que par une analyse longue et compliquée, 
peut se déduire immédiatement des équations primitives du n° 8. 

En conservant toujours la caractéristique â pour dénoter les différen- 
tielles provenant uniquement de la variation des constantes arbitraires, 
il est facile de voir que ces équations peuvent se mettre sous cette forme 
plus simple 



flfR 
dr' ’ 


dü 

ds 


dt 


(/R 
ds' ’ 





dont celles du n® 8 ne sont que le développement. 

De là, en regardant r, s, u comme fonctions de a, on tire tout de suite 


dD, , dr . rfR ds . f/R du . </R 
da da dr' ^ da ds' ^ da du' ’ 


et, à cause de 


àr - O, ès - O, èu - o, 


on a aussi 

m 

dO. , dr ^ </R ds.dli . rfR 

da ^ ^ da dr' ^ da ds' da du' 


, f/R , </R 

— dr J — 0^ 

da da 


jdW 

Æ. 

da 




où il n’y a plus qu’à changer R en T pour avoir la formule dont il s’agit. 

Cette équation et celle du n° 34, par laquelle on voit que le second 
membre de l’équation précédente est toujours indépendant du temps /, 
sont le résultat de tout le Mémoire, qui, présenté de cette manière, ne 
tiendrait que deux ou trois pages. 
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DANS LKQUEL ON SIMPLIFIE l’aPPLICATION DES FORMULES OÉNÉRALES A CES PROBLEMES. 




SECOND MÉMOIRE SUR LA THÉORIE 


DE LA 

VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES 


DANS LES PROBLÈMES DE MÉCANIQUE, 

DANS LEQUEL ON SIMPLIFIE l’aPPLICATION DES FORMULES GÉNÉRALES A CES PROBLÈMES 


(Mémoires de la première Classe de l’Institut de France, année 1809.) 


La variation des constantes arbitraires est une Méthode nouvelle dont 
l'Analyse s’est enrichie dans ces derniers temps, et dont on a déjà fait 
des applications importantes. Dans la Mécanique, elle sert à étendre la 
solution d’un Problème à des cas où de nouvelles forces, dont on n’avait 
pas tenu compte , seraient supposées agir sur les mobiles. Ainsi lors- 
que, après avoir résolu le Problème du mouvement d’une planète autour 
du Soleil en vertu de la seule attraction de cet astre, on veut avoir égard 
aussi à l’attraction des autres planètes, on peut, en conservant la forme 
de la première solution, satisfaire à cette nouvelle condition par la va- 
riation des constantes arbitraires qui sont les éléments de la Théorie de 
la planète. 

Les observations avaient depuis longtemps indiqué les variations de 
ces éléments; mais Euler est le premier qui ait cherché à les déterminer 
par l’Analyse. Ses formules étant de peu d’usage par leur complication, 
et n’ayant pas même toute l’étendue que la question peut comporter. (*) 


(*) Lu le 19 février 1810. 

VI. 
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M. de Laplace et moi en donnâmes de plus générales et plus simples, 
que nous parvînmes ensuite à réduire au plus grand degré de simplicité. 

Enfin je viens de donner dans un Mémoire lu à cette Classe le i 3 mars 
1809, et imprimé dans le volume des Mémoires de 1808 (*), une Théo- 
rie complète de la variation des constantes arbitraires dans tous les 
Problèmes de la Mécanique. J’étais parvenu d’abord, par une analyse 
assez compliquée, à un résultat simple et inespéré; j’ai ensuite trouvé 
moyen d’arriver directement et par un calcul très-court à ce même résul- 
tat, comme on le voit dans V Addition et dans le Supplément au Mémoire 
cité, imprimés dans le même volume. Mais l’application des formules 
générales aux Problèmes particuliers demandait encore un long calcul, 
à cause des éliminations qu’il fallait faire pour obtenir séparément 
l’expression de la variation de chacune des constantes devenues varia- 
bles. Heureusement une considération très-simple, que je vais exposer 
et qui m’avait échappé, facilite et simplifie extrêmement cette applica- 
tion et ne laisse plus rien à désirer dans la Théorie analytique de la 
variation' des constantes, relativement aux questions de Mécanique. 

On peut regarder cette Théorie comme toute concentrée dans la for- 
mule très-simple que j’ai donnée dans le Supplément cité, et qui consiste 
en ce que la différence partielle d’une certaine fonction dépendante des 
seules forces ajoutées au système, prise relativement à une quelconque 
des constantes arbitraires, est toujours égale â une fonction des variables 
du Problème et de leurs différences prises séparément par rapport au 
temps et par rapport aux constantes arbitraires, laquelle fonction jouit 
de cette propriété singulière et très-remarquable, qu’en y substituant 
les valeurs des variables exprimées parle temps et par les constantes 
arbitraires elle doit devenir indépendante du temps, et ne plus contenir 
que les mêmes constantes avec leurs différences premières. 

Cette circonstance de l’évanouissement de la variable, qui représente 
le temps dans la fonction dont il s’agit, m’a fait penser que, si les va- 
riables étaient exprimées par des séries de puissances ascendantes du 


(*) ro//’le Mémoire précédent, p. 771 du présent volume. 
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temps, la fonction dont nous parlons ne contiendrait, après les substi- 
tutions, que les premiers termes tous constants de ces séries et les coef- 
ficients des seconds, à cause des diflerences premières des variables qui 
se trouvent dans la fonction. Or ces quantités sont justement les con- 
stantes arbitraires que l’intégration introduit naturellement dans l’ex- 
pression finie des variables, lorsqu’elles dépendent d’équations diffé- 
rentielles du second ordre, comme cela a lieu dans tous les Problèmes 
de la Mécanique. Il suit de là qu’en adoptant ces constantes arbitraires 
il suffira d’avoir égard aux deux premiers termes des expressions des 
variables réduites en séries. 

Mais on voit par notre formule du Supplément que les diflerentielles 
des variables, relativement au temps, ne s’y trouvent que dans les dif- 
férences partielles de la fonction de ces variables que nous avons nom- 
mée T, et qui n’est autre chose que la moitié de la force vive du sys- 
tème. Si donc on suppose que les valeurs de ces différences partielles 
soient aussi réduites en séries de puissances du temps, leurs premiers 
termes ne dépendront que des premiers termes et des coefficients des 
seconds termes des séries des premières variables. On pourra donc, 
pour plus de simplicité, adopter les premiers termes de ces nouvelles 
séries pour constantes arbitraires, à la place des coefficients des seconds 
termes des premières séries. De cette manière il suffira, dans les substi- 
tutions, d’avoir égard aux seuls premiers termes de ces différentes sé- 
ries; et la simple inspection de notre formule fait voir qu’alors la dif- 
férentielle partielle de la fonction des forces, relativement à chacune 
des constantes arbitraires, est égale à la différentielle d’une seule de ces 
constantes : de sorte qu’on a ainsi directement les différentielles de ces 
constantes devenues variables, exprimées de la manière la plus sunple 
par les différences partielles de la même fonction. 

Maintenant on sait que toutes les constantes arbitfaires, que les dif- 
férentes intégrations peuvent introduire, sont toujours réductibles h ces 
constantes arbitraires primitives; car pour cela il n’y a qu’a supposer le 
temps égal à zéro dans les différentes équations intégrales qu’on aura 
obtenues. On aura ainsi les nouvelles constantes arbitraires en fonction 


02 . 
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de celles qu’on avait adoptées, et l’on en'déduira facilement, par les opé- 
rations connues, les valeurs de leurs différentielles exprimées en diffé- 
rences partielles de la même fonction, mais rapportées à ces nouvelles 
constantes arbitraires. Tout cela ne dépend plus que d’un calcul connu, 
et nous donnerons les formules générales qui en résultent. Ce sera le 
complément de notre Théorie de la variation des constantes. 

M. Poisson a lu, le i6 octobre dernier, à cette Classe, un Mémoire sur 

la variation des constantes arbitraires dans les questions de Mécanique, 

lequel est imprimé dans le volume qui vient de paraître du Journal de 
# 

l' École Polytechnique (’). Ce Mémoire contient une savante analyse qui 
est comme l’inverse de la mienne, et dont l’objet est d’éviter les élimi- 
nations que celle-ci exigeait. L’Auteur parvient en effet, par un Calcul 
assez long et délicat, à des formules qui donnent directement les valeurs 
des différentielles des constantes arbitraires devenues variables. Ces 
formules ne coïncident pas immédiatement avec celles que je donne 
dans ce Mémoire, parce qu’elles renferment les constantes arbitraires 
en fonction des variables du Problème et de leurs différentielles, au lieu 
que les nôtres ne renferment ces constantes qu’en fonction d’autres con- 
stantes; mais il est facile de se convaincre à priori qu’elles conduisent 
aux mêmes résultats. 

Voici maintenant notre analyse, d’après les principes que nous venons 
d’exposer. 


1. En conservant les noms donnés dans le premier Mémoire, on a 
cette formule générale trouvée dans le Supplément (*’) 


itQ. ,._ér. dT ds rfT 
da da dr' da^ ds' 


du . </T 
da du’ 



da 


Sr- 



da 


Ss- 



da 


du, 


où, la caractéristique 5 indique des différences relatives uniquement aux 
constantes arbitraires contenues dans les expressions des variables r, 

s, U. 


(*] 1 5' Cahier, page a66. 

(’*) Voir page 8o5 de ce volume. 
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Le point capital de cette formule est que le second membre de l’équa- 
tion doit devenir indépendant du temps après la substitution des valeurs 
de r, s, U, comme je l’ai démontré d’une manière fort simple dans le 
n° 34 de V Addition. C’est pourquoi, si l’on suppose, ce qui est toujours 
permis, 

r — a -4- a' / -f- a" -f- . . . , 

u~~y -h y' t -h y" , 

et ensuite 

dT 

— ^ + u" P + .. 

= v +v' t 4- v" P + 
du' 


tous les termes de ces séries, excepté les premiers, s’en iront après les 
substitutions; de sorte qu’il suffira de substituer dans la formule géné- 
rale a, j3, 7 , X, p., V à la place des quantités ^ 

qui la réduira d’abord à la forme 


rfT 


dQ. doc. „ </j3 , dy . dl . du . dv . 


da 


da 


da 


da 


da 


da 


et, comme T est une fonction de r, s, m et de r' — s' — -y , u' = -y-i 

dt dt dt 

il est clair que les premiers termes X, p, v seront donnés en fonction 

de a, 7 et de a', ]3', 7 ', et que ces fonctions seront semblables aux 

» «?T flfT rfT , , , , 

(onctions j-r» -rr» de r, s,u, r , s , u . 
dr' ds' du' 


2 . Les équations différentielles entre les variables r, m et / étant 
du second ordre, les constantes arbitraires que l’intégration introduit 
naturellement dans les expressions de r, u sont leurs valeurs initiales 

a, |3, 7 , ainsi que les valeurs initiales a', |3', 7 ' de Donc si, à 
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la place de ces trois dernières constantes, on prend les trois constantes 
X, (X, V, qui sont données en a, j 3 , 7 et a', | 3 ', 7', on pourra représenter 
les six constantes arbitraires du Problème par les six quantités «, | 3 , 7, 
X, fl, V. 

Ainsi, en substituant successivement, dans la formule précédente, 
chacune de ces quantités à la place de a qui représente une des con- 
stantes arbitraires, et changeant la caractéristique à en d, puisque les 
variations des constantes arbitraires se rapportent maintenant au 
tenlps t, on aura tout de suite les six équations 


dt rfX, 
doL 

J, 

dy^ 

dy 

i 

11 

a[x 

- dp, 

dQ , , 


qui sont, comme l’on voit, sous la forme la plus simple qu’il soit pos- 
sible. 


3 . Mais, quelles que soient les eonstautes arbitraires qu’on veuille 
employer dans les expressions des variables r, s, u, elles ne peuvent être 
que des fonctions des constantes a, jS, 7, a', j 3 ', 7', qu’on trouvera faci- 
lement en faisant ; = o dans les équations qui donnent les valeurs de 
r, s, U, et dans leurs différentielles, et changeant r, s, u, r', s', u' en 
«, p, 7, a', | 3 ', 7'. 

Ainsi, comme les quantités X, /x, v sont données aussi en «, j 3 , 7, a', 
/ 3 ', 7', on aura les nouvelles constantes, que nous désignerons maintenant 
par a, b, c,f, g, h, en fonction des constantes «, / 3 , 7, X, y., v. 

Donc, en différentiant les valeurs de a, b, c,..., et substituant les va- 
leurs de d«t d^, dy, dl, dy, dv qu’on vient de trouver, on aura, en divi- 
sant par dt, 

da __ dd dO, da dQ. da dü da dil da dQ. da dO. 

dt dx d\ dp d[x dy dv ^ d'k dx dy dp ^ dv dy* 

^ ^ dû _d^ dQ db dQ, db dQ, db dQ db dQ 

dt dxdX dp dy dy dy ^ d\ dx ^ dy dp </v rfy ’ 
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Or, en regardant Û comme fonction de a, h, c,/, gy h, et cès quan- 
tités comme fonctions de à, p, 7 , X, [j., v, on a par les formules connues 

rfû _ cfa dQ ^ db dü de dû df dù dg dû dh dQ 

d» doL da da. db da de da. df da dg ■ dx dh * 

dû _ da dü, db dQ de dQ df dQ dg dQ dh dQ 

d<^ d^ da ^ rfj3 db d^ de <ij3 df ^ dg (/(3 dh ’ 


4. Faisant toutes ces substitutions dans les expressions précédentes 

de ’ et ordonnant les termes suivant les différences partielles 

' (l£h 

de ù, on voit d’abord que le coefficient de — est nul dans la valeur 

de que celui de ^ est nul dans la valeur de et ainsi des autres; 

qu’ensuite, en employant des symboles [a, ô], [a,c], [è,c],.,. analogues 
à ceux du premier Mémoire, tels que l’on ait 


da 

db 

da 

db 

da 

db 

da 

db 


db 

da 

db 

d(x. 

dl 

</j3 

d[f 

■ dÿ 

dv 

dl 

doc 

a. 

dfj. 

4 


dy^ 

da 

de 

da 

de 

• da 

de 

da 

de 

da 

de 

da 

de 

doc 

di" 

~ ^ 

rfp 


dv 

dX 

dx 


4 


dÿ' 

db 

de 

db 

de 

db 

de 

dh 

de 

db 

de 

db 

de 

doc 

dï~ 

rf(3 

d[jt. 

dÿ 

dv 


dx 

dÿ 

4 


dy ’ 


on aura ces formules 


da 

dt 

db 

dt 

de 

dt 


r ,-,dQ r T dQ ^ ^dQ r , rfü ^ ,-,dQ 

-^ia,e]— -^la,f]-^ 


dh 


r n dÇt fl -* fl dQi 1 -, -| dQi 1*1 • -| dQi 

[«.‘l-zr +[<'.*] VT- 


da 

dQ 


P -, fl -, dti P diîh P -1 dOi P , -1 d^ii 

~ ëh "dg t'’'» ^*3 wT’ 


db 


dh 
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dans lesquelles la loi de la continuation est évidente, en remarquant 
que les symboles changent de signe quand on change Tordre des deux 
lettres renfermées entre les crochets, mais sans changer de valeur. 
Ainsi 

[é, a] = - [a, 6], [<?, 6]= -[6,c3,.... 

Ces formules donnent, comme Ton voit, la solution la plus directe et 
la plus simple du Problème de la variation des constantes arbitraires, et 
elles s’étendent à autant de constantes qu’on voudra. 


FIN DU TOME SIXIÈME. 
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